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Глава | 

РЯДЫ 

$ 1. Числовые ряды. Признаки сходимости 
знакопостоянных рядов 

1°. Общие понятия. Числовым рядом называют выражение 

Фа, (1) аа... tapos 
а числа а, —его членами. 

Если существует конечный предел последовательности частичных 
п 

сумм S, ряда (1) limS,=S, где $, = Ха», то ряд (1) называют cxo- 
k= 1 N-> 0 

дящимся. Если limS, = со или не существует, то ряд (1) называют 
N-> oo 

расходящимся. 
Если а, > 0, то ряд (1) называют положительным; если а, >0 

(п=1, 2, ...), TO ряд (1) называют строго положительным. 
`2°. Остаток числового ряда после 1-го члена. Ряд 

№ ap (2) 
k=n-+l 

называется 7-м остатком ряда (1) или остатком после n-ToO члена 
и обозначается символом fp. Если ряд (1) сходится, то его остаток 
г, 0 при п-> со. Ряд (1) сходится или расходится вместе со своим 
остатком и поэтому часто при исследовании вопроса о сходимости ряда 
вместо него рассматривают n-H остаток. 

3°. Необходимое условие сходимости ряда. Для того 
чтобы ряд (1) сходился, необходимо, чтобы выполнялось равенство 

lima, = 0. (3) 
N+ oo 

4°. Критерий Коши. Для того чтобы ряд (1) сходился, He- 
обходимо и достаточно, чтобы Ye >0 AN такое, что при всех п > М 
и при всех натуральных р выполнялось бы неравенство 

| бир — Эл | = | Чл + Ange + +++ +Antp| < =. 

5°. Обобщенный гармонический ряд. Числовой ряд 

YS (4)



называется обобщенным гармоническим рядом. Ряд (4) сходится при 
р _>Ти расходится при р< 1. При р=1 этот ряд называется гармо- 
ническим. 

6°. Мажорантный ряд. Если аи < с„(п=1, 2, ...), @> 0, 
то ряд 

У Сп (5) 

называют мажорантным для ряда (1). Из сходимости мажорантного 
ряда (5) следует сходимость ряда (1), а из расходимости ряда (1) сле- 
дует расходимость любого мажорантного для него ряда. 

T°. Общий признак сравнения. Если ряд (1) положитель- 

ный, а ряд > ь„ строго положительный и существует 157 == с, где 
b 

tl—-> oo я 

с = const, c# 0, TO из сходимости ряда с членами 0D, следует сходи- 
мость ряда (1), а из расходимости ряда (1) следует расходимость ряда 
с членами b,. В частности, если а, — Dn при N+ co, то ряды с чле- 
нами ан и by, сходятся или расходятся одновременно. 

8°. Признак сравнения со степенью. Если при П- с 

] _ дж An =O (+), 

то при p> 1 ряд (1) сходится, а при p< 1 расходится (этот признак 
следует из общего признака сравнения рядов). 

9°. Признак Даламбера. Если ряд (1) строго положителен и 

lim “#1 = L 
in) A , 

то при L< 1 этот ряд сходится, а при L >1 расходится. При Ё = | 
о сходимости ряда (1) ничего сказать нельзя, так как есть сходящиеся 
или расходящиеся ряды, для которых L = 1. 

10°. Признак Коши. Если ряд (1) положителен и 
. No ---- 

НШ а, = 4, 
nh-+> oo 

то при 9< 1 этот ряд сходится, а при 9 >1 расходится. При q=1 
о сходимости ряда ничего сказать нельзя. 

` 11°. Признак Раабе. Если ряд (1) строго положителен и 

lim 2 e —1)=p, 
Qn+1 

то при р > Гон сходится, а при p< 1 расходится. При p= 1 о cxo- 
димости или расходимости ряда (1) ничего сказать нельзя. 

12°. Признак Гаусса Если ряд (0) строго Положителен и 

А + 73 и", 

Где = -> 0, |69,|< с, то при } >1 ряд (1) сходится, а при Х < 1 рас- 
ходится. Если же h= 1, то ряд сходится при в > | и расходится при 

Пою 

a 
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и <1. Заметим, что признак Гаусса обобщает признаки Даламбера 
и Раабе. 

13°. Интегральный признак Коши. Если функция [| (x) > 

> 0 при x > 0 и не возрастает, то ряд >) [(п) сходится или расхо- 
n=] 

дится одновременно с несобственным интегралом 

+ > 

\ F(x) dx. 
1 

Доказать непосредственно сходимость следующих рядов и найти 

их суммы: 

| | | 
та Ра. К°". + Gray Gath 

Решение. Мы должны показать, что сходится последователь- 
ность частичных сумм S, этого ряда: 

! | 1 
бт. РЯ. (8n — 2) (3n-+ 1)° 

Для этого с помощью очевидных преобразований приведем Sp к виду: 

! 1 | ! ! — 
зи (++ 5-я) = 

=3(l-an) =3\l-agq} 
Теперь легко видеть, что последовательность S, сходится, т. е. 

сходится, по определению, данный числовой ряд. Сумма его 

$ = limS, = Из (1 — ==. 
По N-> © 3n ~L | 3 

2. a) gsina+qsinQa+.--+g%sinna + ...; 
6) gcosa - q*cos2a +--+ - 9" соз па + ++. ((qi< 1 
Решение. Пусть ин и UV”, — последовательности частичных сумм 

рядов 6) и а) соответственно, и и и— их суммы. Тогда, использовав 

формулу Эйлера е® = cose + {ше (= И —1), можем написать: 

. . . ; fa n+l ji(n+l)a 

Un + а = де“ + фе?! + +++ + gneint = 9е Я _е , 
| — ge! 

Принимая во внимание условие |9|< 1, имеем: | де“ | < 1; отсюда сле- 
дует, что lim(g"tle("+2) = 0. A тогда из предыдущей формулы на- 

П-+ ® 

Ходим. 

. . . cosa—g 
= |1 } = 

ur Ww lim (Un 5 №») a о 4 

sina 

+e а].



cosa —gq д sina 
Поэтому w= и = 

у ~ Ч1— осо, | — 29 cos а + 42 * 

Примечание. Если ги = xX, + iY, — последовательность комплексных чи- 
сел и х= Ит хи, у= Ит ул, то, по определению, полагают lim z, = x-+ iy. 

N-¥ 00 по П- 00 

3. У ИЕ —2ИТ+УЯ. 
n==1 

Решение. Непосредственно находим: S,=(V3—2V2+ 1)+ 

+(V4—2V3+V2)+(V5—2V4+4+ УЗ + 
+Va—2Vn—-1+Vn—2)+ Va+l—2Va+ Va—l)+ 
+(Va+2—2V0+14+Va=1—-V24+Vn+2—Vatl= 

- 
=1— 2 —— . 

у ТУРЕ 2+ Ут! 
Следовательно, S=limS, = 1—2. 

tl—> >) 

4. Исследовать сходимость ряда У зш их. 
n=l 

Решение. Пусть х = kn (Е — целое) и ряд сходится. Тогда долж- 
но выполняться необходимое условие сходимости ряда: 

limsinnx = 0 (x = Rr). (1) 
по 

Отсюда следует, что limsin(n+1)x=0, или lim(sinnx cos х + 
ПП 00 ПП oo 

+ соз ях зп х) = 0. Принимая во внимание (1), из последнего соотно- 
шения находим, что 

lim cosnx = 0 (x = Rr). (2) 
П-+ 00 

Равенства (1) и (2) эквивалентны такому: 

lim (cos? nx + sin? их) = 0, 
П- о 

которое противоречит известной формуле $11? а + cos?a = 1. Источник 
противоречия — формула (1). Следовательно, если x kx, то данный 
ряд расходится. Сходимость же ряда при х= Ак (Ё — целое) очевид- 
на, и сумма такого ряда равна нулю. 

5. Доказать, что если ряд > An сходится, то ряд > An, где An= 
==] =] 

Pati! 

= » a(p=1, р<р<.--), полученный в результате группи- 
1=ри 

ровки членов данного ряда без нарушения порядка следования их, 
также сходится и имеет ту же сумму. 

Д оказательство. Из СХОДИМОСТИ ряда У Qn вытекает CY- 

n=! 

ществование предела JI юбой подпоследовательности последователь- 
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ности его частичных сумм, равного сумме ряда S. Возьмем эту под- 
последовательность в виде: 

a, = Фр, Qy + Ag+ +++ ар, = S,,, Ay -а-... ft 

+ ар, + Ap, + *** Нар = Эр, ..., A+ agers + 

TF py 4-1 == Зри 

Тогда limS,,=S по условию. Но так как последовательность час- 
tl-> co 

тичных сумм второго ряда Ay + А. -- +++ +A, равна Spas то lim(A,+ 

1-4. -...-- А,) также равен ©, что и требовалось доказать. 
Обратное утверждение неверно, так как из сходимости подпосле- 

довательности еще не вытекает сходимость самой последовательности. 

Возьмем пример. Пусть ay = (—1)"+'. Ряд »; (—1)"+!, очевидно, рас- 
n=! 

ходится, хотя, например, ряд >, (1 —1), получаемый из предыдущего 
п=] 

В результате группировки его членов по два, сходится. 

6. Доказать, что если члены ряда У Qn положительны и ряд 
n=] 

У, An, полученный в результате группировки членов этого ряда, схо- 
n=! 

дится, TO данный ряд также сходится. 
Доказательство. Пусть р, — произвольная подпоследователь- 

ность натуральных чисел; S, и Sp, — частичные суммы первого и вто- 

рого рядов соответственно. Тогда, всилу положительности членов Qn, 
будем иметь неравенства: 

< 9, < 5) для всех n(l <п<р,, 

So, < 91 < Sp, ДЛЯ ВСЕХ np, < <n ‚< р), 

бр, < $, < Sop для всех п(рь< < Pri). 

Переходя к пределу в последнем неравенстве, когда Е —> со, и учиты- 
вая, что второй ряд сходится, получаем: 

lim Sp, = limS,= lim S 
р с по 

Не пользуясь признаками сходимости п. 3° — 13°, исследовать схо- 
димость рядов: 

| | | ] 

Ра Ты". 
Решение. Очевидно, последовательность частичных сумм данно- 

го ряда возрастает. Покажем, что она неограничена. С этой целью 
рассмотрим ее подпоследовательность S,,(n= 1, 2, ...): 

=. Prot 

> | 
=== 1+3, би ба, 

| | 
У. 9+1 |' 



В силу оценок 

| | 1 1 1 | 1 | 4 

вт а ТИВ вв, 
l | | | 

ит Гат °°, + pat —y > ri = 7 

имеем неравенство 
’ 

Баня 
| | n— | 

+(giq te + ват) >1+ 7" 
Отсюда следует, что подпоследовательность 5.„ неограничена, а зна- 
чит, неограничена и последовательность Sy. Таким образом, данный 
ряд расходится. 

| | | 

УЗ ГРУЗ ЗУ | ^^ ТИТ 
Решение. Рассмотрим ряд: 

+ se. 

| | | | | | | 

у е[буз+зи (Е 5УВ БУРИ 
| | | 

+ (уз + tape) too tly ++ 
| 

+oalpyms}to (1) 

} + 

полученный в результате группировки членов данного ряда. Замечаем, 
что 

| | | | 2 | 

ИЗ ГЗУТ < у Туз вт, 
22 9? 

1 ] | 1 4 ] 

Wet ТТУ Заут |" "Wy Gy 
2 2 

Mg Ре < 
gn Yon |] (2+1 — 1) /Qner 3 3 

(27) ? (2+1 — 1)? 

Поэтому для последовательности частичных сумм ряда (1) имеем оцен- 

: З=-Е... а... 
ый Vat тн рум V5 V3 VB ы 

| 
—=- <=: ——.. Отсюда, читывая очевидную монотонность 15 УЗ V5 , у 

Sn, заключаем, что ряд (1) сходится. А тогда, на основании приме- 
ра 6, сходится и данный ряд. 
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| | ] 
9. —— —_ cee 

ИЕ ГУТ ТУРЕ , 
| 

Решение. В силу оценки Sn = Tra у cee -|- 

a — sli, 1 (по in 3 
ИУ 2b Eet reyes +. т 
n+ 1 

+ In 

10. Пусть даны два расходящихся ряда >) dn H У В с неотри- 
n=! n=!1 

цательными членами. Что можно Сказать @ CXONHMOCTH рядов: 

a) >) шт(а,, bn) и 6) > max (Qn, bn)? 
n=!| 

Решение. a) Если. ln < <b, при всех п, TO miN(Ap, Dn) = Qn. 
Следовательно, по условию, ряд a) расходится. Если же, например, 

tee 

= > In (п--1), данный ряд расходится. 

ряды >) ажа, № Oon расходятся, а ряды 
n=0 n=] 

> Qon, х Dons (1) 
n=| 

сходятся (это может быть, в частности, в том случае, когда Qon+41, 
bon - + со монотонно вОЗрастают, а Qon, бои, достаточно быстро стре- 
мятся к нулю, оставаясь положительными), то начиная с некоторого 
номера и, будем иметь: MIN (An, Dn) = си (N> Mp), где Cn — последова- 
тельность, состоящая из чередующихся членов . последовательностей 
Gon И бп (п > Ny). Например, она может иметь такой вид: 

Cn = (ong, боты, @2т-2, бэт-з, «++ } (> 1). 

В этом случае последовательность частичных сумм ряда Ус», являю- 
щаяся суммой последовательностей частичных сумм сходящихся рядов 
(1), сходится. 

Таким образом, ряд У» пит (аи, bn) может как сходиться, так и рас- 
ХОДИТЬСЯ. 

6) Так как шах(а„, On) > а, > 0, то Sp > э„ > + © (по условию) 
при n-> co (здесь Sp, э„ — последовательности частичных сумм рядов 

6) и Man соответственно). Следовательно, в этом случае всегда ряд 
6) расходится. 

11. Доказать, что если ряд >) а, (а, > 0) сходится, то ряд У, a? 
n=! n=] 

также сходится. 
Доказательство. Очевидно, последовательность частичных 

сумм с„ второго ряда монотонно не убывает. Кроме того, в силу an > 
> 0 и сходимости первого ряда, справедливо неравенство: 

Cn =A, а -.. -tar< (а + a, + +... + а»)? = S?2 < const. 

Поэтому, на основании теоремы о монотонной и ограниченной ПО- 
следовательности, существует [т си, т. е., по определению, второй ряд 
сходится. п >



Заметим, что обратное утверждение неверно. Действительно, пусть 

~~ | 
An = =. Тогда ряд Ув сходится (по признаку сравнения 

n=! 
[oe] 

. ] 
С обобщенным гармоническим рядом), ХОТЯ ряд У m1 расходится 

n=! 

(см. пример 7). 

2 12. Доказать, что если ряды >) az u D>) Ви сходятся, то сходятся 
n=] n=! 

также ряды: 

х | anDn |, У (an + bn)? Se, 
N=! n=l 

Доказательство. Используя элементарное неравенство | a,b, | < 
| 2 

<5 (az +. 6,), а также условие теоремы, получаем: 

Хы = (4+ Ve) < (ау ие 
k=] k=] n=] п=1| 

Отсюда следует, что ряд У |a,b,| сходится. А тогда и второй ряд, 
n=1 

в силу оценки 
ео 

У (dato = Уч +23 ав, +> bn< 2(c-+ У в. 
n=! n=] n=! 

Также сходится. Сходимость третьего ряда вытекает H3 сходимости 

| 
первого, если положить в нем В, = = И воспользоваться тем, что 

со 

] 
ряд № “3 сходится. 

n=! 
в 

13. Доказать, что если Пила, =а-==0, то ряд > Qn расходится. 
N-+ oo n=! 

Доказательство. Ilo определению предела, для ye > 0 (0= 
<< |а|)ЗМ№ такое, что при yn >N и любом натуральном р >0 
справедливы неравенства а — = < (п {+ т) али < ate (т=1, 2, ..., 
р), или неравенства 

а — ate 

при < п-т > пт. 

Суммируя эти неравенства по т от | до р, получаем: 

р р р 
| | 

(a—2))) nm у, Antm < (a+ 8) У пм 
m=! m=| m=



Отсюда видно, что, в силу расходимости. гармонического ряда 
р 

[ lim У Ta =+0), остаток рассматриваемого ряда расходится. 

Следовательно, расходится и сам ряд. 

Примечание. Из услозия теоремы следует, что ап = — = +0 ( 1). on 4 
n 

при п + oo, Поэтому, на основании признака сравнения со степенью, ряд расхо- 

ДНТСЯ. Однако мы предпочли здесь непосредственное доказательство. 

14. Доказать, что если ряд >) ан (Qn > 0) с монотонно убывающи- 
П==1 

ми членами сходится, TO limna, = 0. 
fit oc 

Доказательство. Ilo критерию Коши, из сходимости ряда сле- 
дует, что We > 0 ЯМ такое, что при всех п > М и всех р > 0 справелд- 

[5 

JIMBO неравенство Qn41 + Чи + ++ * +Qntp< 5. Так как а, — моно- 

тонная и положительная последовательность, то из последнего нера- 
8 

венства вытекает, что ра, < 7° Полагая, далее, последовательно 

р=пи р=п-- 1, отсюда находим, что 2/аж<еи (21 | 1) аж < 
< = при п > М. Следовательно, па, < в при любом (четном и нечет- 
HOM) 1 >>2N, что и требовалось доказать. 

Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость следующих рядов: 
cos Х — cos 2x cos 2x — cos 3x cos nx — с0$ (n+ 1)x 4 

15. -. 5 т... Е 

Доказательство. Фиксируем произвольное в >> 0. Найдем чис- 
ло N такое, что при всех п > М и произвольном р >0 будет спра- 
ведлива оценка |5, — „|< в, где 5„ — последовательность частич- 
ных сумм данного ряда. Имеем: 

cos (п - 1) x —cos (n+ 2) x cos (n-+ 2) x —cos(n +3 [Snap —Sq| = [| 2 Ооо tx 5 cos int 2) сия 

cos (n+ p)x —cos(n+p+1)x cos (n-+ 1) x cos (1 + 2) x 

For пр n+ 1 (n+ 1) (n+ 2) -_ 

__ _cos(n-+ 3) x oo cos (n + p) x __ cos(n+p+l)x < 

(n + 2) (n + 3) (n+ p—1)(n+ p) n-+p > 

| | | ] 

<apit@injepot +atpopatp Грур < 
2 
n 

2 
Отсюда следует, что |Sntp—Sn|<e, если за число N взять —. 

Поэтому, согласно критерию Коши, ряд сходится. 
cosx , cos x? cos xn 

16. п т... 

 Доказател bcTBO. Найдем число N такое, что при всех п > М 
и произвольном р >0 будет выполняться неравенство | Зи, — Зи | < 
< = ye > 0. Имеем: 

cos х+1 cos xn+2 cos x1+p 

Suv —Sal=|Gapt Gem t+ Роз < 
I]



1 1 l 

Зита tT tarps n(n-+ 1) TEtharppr = 

| | | “| (n+fp—I)(n +p) п поп’ 

| 
Следовательно, положив N= —, по критерию Коши, получим, что 

Е 

данный ряд сходится. 
Пользуясь критерием Коши, доказать расходимость следующих 

рядов: 
| | | 

17. зе... 

Доказательство. Пусть c=. Положим p=n. Тогда 

1 | | 
| Son — Эп | = "toot a =a >е 

| 

ЕЕ. 

при всех п. Следовательно, по критерию Коши, данный ряд расхо- 
дится. 

| | | | | 18. Поза Ев.” 

Доказательство. Поскольку 

| 1 1 1 
Son — San та — mate tea tesa 

где Sen, 93„ — Подпоследовательности последовательности частичных 
сумм данного ряда, то 

Sgn — © 

п | | 1 1 

мт РЗ а to Pea 
Поэтому, согласно критерию Коши, ряд расходится. 

| | l 
19. Tat pratt pee +‘ 

1 
Доказательство. Пусть =. Оценим разность: 

| | 
Son — Sp = e 

‚5 Varpaty УЕ" т 
1 | | | | 

V 2n (и + 1) аа Taps Тит Oe 

при всех п. Таким образом, по критерию Коши, ряд расходится. 
et) различными признаками, исследовать сходимость рядов: 

1)? (21)? , (aly? | OE te 
Toe 

я Решение Так как 

(n+ 11122". (n+ 1)? 
— lim 9 (nF)? (nl)? — = lim “gaat = 0, 

п 

Чи+1 __ lim 
N-> с п 

то, по признаку Даламбера, ряд сходится. 
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4 4-7 4.7. 10 

ee a es 5.6.0 Г ""° 
Решение. Замечаем, что общий член ряда An имеет вид: 

2. — 4.7. 0... О 
"2.6: 10... (41 —9)° 

Отсюда находим: 
3-4 _ 3 

— lim “+! = lim ine 7° 
N-> 00 n По 

Таким образом, согласно признаку Даламбера, ряд сходится. 
| 
—, если n= 7; 
п 22. У аи, где Qn=) | ‚ (т— натуральное число). 

n=! ne р если п = т 

Решение. Покажем, что ряд 

1 | | | | | 
(1+ 3s +35] +(p4+e4 ... ++ ote + (+ arin t 

bebe) to ) 
полученный в результате группировки членов данного ряда, сходится. 
Для этого оценим сначала ewe член ряда (1). Имеем: 

1 1 4 | 
ны? =<2.1 тя Рея <2° 3; 

| On р | 

РИС 
со 

1 
Поскольку ряд Via. ПО признаку сравнения со степенью, СХОДиИТСЯ, 

n=1 

TO, B силу общего признака сравнения, СХОДИТСЯ И ряд (1). А тогда, 

Ha основании утверждения, доказанного В примере 6, заключаем, ЧТО 

данный ряд также CXOJHTCH. 

93. У» nx $11? ka 

7 —- x? +. cos? ka ° 

Решение. ° Легко видеть, что 

п 

sin? ka 1 

ГЕ | сое да S Иж. (1) 
k=! 

Предполагая, что x0 (при х =0 ряд, очевидно, сходится) и приме- 
няя к ряду 

Nx reo: (2) 
п=1 

признак Даламбера, замечаем, что ряд (2) сходится. 

13



Используя теперь неравенство (1) и общий признак сравнения, мо- 
жем утверждать, что данный ряд сходится. 

= ong th 

24. - Gi 

(n+) 

np пл= 

Решение. Так как lim ————=lim yn = 1, то, в силу 
по п Пп-+ < | п eta) (a 

необходимого признака, ряд расходится. 

25. у eo. 
——_ 

m=! (22 и -+ 1) ? 

пит 1 nn 1 
n+l < n+l = n+l 

Фи 22 п п 

Решение. Поскольку = An, а 

ряд » Qn СХОДИТСЯ, TO, В силу общего признака сравнения, СХОДИТСЯ 

n=! 

и данный ряд. 

— п— | п(п=1) 

26. У | 
n=2 

Решение. He най lim [1 2" е е е. трудно аити, ЧТО ит (7) = lim ( ne а — 

gt! | 
=lime "+ = 5 < 1. Поэтому, согласно признаку Коши, ряд схо- 

по 

ДИТЯ. 

27. УЗИ? -УЗ-+И2-—Узч+у?-+... 
Решение. Замечая, что общий член ряда имеет вид: 

An = И?-У2+у?+.-- + п=1, 2, ...), 

м 

п — | корень 

— ий | п 

и полагая здесь V2 == 2cos 4, Получаем: а„ = у? — 2 с0$ бя = 

со 

__ 9 . п т T - у к 6 
= ZSInN иг < эп ак как ряд on CXOJHTCH, TO, NO О щему при- 

n=l 

знаку сравнения, СХОДИТСЯ И данный ряд. 

28. Доказать, что если lim “7+1 = g(a, > 0), то Gn = 0(41), где 
Н- > п 

41 > 4. 

14



Доказательство. Пусть число ¢ >0 и настолько мало, что 
выполняется неравенство = < 9. — gq. По определению предела, для дан- 
HOrO = можно найти такой номер №, начиная с которого выполняются 
неравенства: 

g—e< М = <а+ь, 

9 

Перемножая почленно эти Неравенства, получаем: 

ам (9— в)" № < an < (G+ =)" Мам, 
откуда 

о ис ам (== ‘)" аи. 

Теперь видно, что увеличением числа п можно достигнуть неравенства 

=" <ам(а-=)-^ (a) <ь, 
1 

n 

показывающего, что An =0(4)). 

29. Пусть для членов строго положительного ряда » аи выпол- 
n=] 

a 
няется неравенство + <p< 1 при n>n. Доказать, что для остат- 

ot notl 

ка ряда Ry=Qn41 +@n4o+ +++ справедлива оценка R, < <Any Top» 

если п > Np. 
Доказательство. В силу условия теоремы, имеем: 

Ян, < Я пь, Anjt2< p "Anos eee 4 Qn+} < "о, у 

1 пт 
откуда R, < ар"! (1 + о +- 0? +- .. .) = An, = при n> По, ЧТО 

и требовалось доказать. 

2 т 2 
30. Сколько членов ряда y cen \ С достаточно взять, чтобы со- 

| 

ответствующая частичная сумма S, отличалась от суммы ряда 5 меньше, 
чем Ha = = 1078? 

Решение. Будем пользоваться результатом предыдущего приме- 

ра. Положим здесь п, = 1. Тогда а», = 5-, а при > | имеем: p< 

3/1 \" _ 
<. Следовательно, Ки < -- (2) < 10°, откуда находим: n> 

4 \3 

6 — Ig ы 
3 ee 

= Te = 12,3. Таким образом, для достижения заданной точности 

достаточно взять 13 членов ряда. 
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31. Доказать, что если Пи “7+ 7 +t —g< 1 (a, >0), To ряд py An 
Nao “A 

сходится. 
Доказательство. Выберем = > 0 таким, чтобы выполнялось 

неравенство = < 1 —4. В силу существования конечного верхнего пре- 
дела, для выбранного = найдется такой номер №, начиная с которого 
справедливы неравенства 

0<SHegtei=N,N+1,..., 2-1). 
l 

Перемножая эти неравенства, находим: 

О<а, < @+э on (9 =)" 

Так как ряд »(9-- =)" сходится, то, в силу общего признака 

сравнения, заключаем, что ряд УЖа„ также сходится. 
Обратное утверждение неверно. Рассматривая, например, ряд 

| | | | | | 
g beg Ра Ра a3 Pas ‘',, 

замечаем, что 

lim “4 = lim (5) = 00, 
n--+o n n-+ oo 

в то время как ряд 

п=1 n= 

очевидно, сходится. Таким образом, из того, что ряд \а„ сходится, 
n=! 

6 lim 2H =q<1 He следует, воооще говоря, что Im =, = q< . 
n-> 00 п 

32. Доказать, что если для ряда >) а„(а„ > 0) существует 
n=1 

jm ie 4 ( 
то существует также 

НШ an = 0. (2) 

Обратное утверждение неверно: если существует предел (2), то пре- 
дел (1) может и не существовать. 

Доказательство того, что из (1) следует (2), может быть прове- 
дено точно так же, как и в примере 81, гл. I, ч. 1. 

Для доказательства того, что из (2) не следует (1), рассмотрим ряд 
Qnty _ 3-Е (—17+' a, "ВЕС. Поскольку с членами ал = Имеем: ри = 
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р2и — д, Poti =1, To limp, не существует. В то же время 
По 

lim и СИИ 5 lim УЗ (—1)" = 
По 

п 

1.. 4. In(3-+(—1)") Ly. => (113+ =о +0 (+) 1 
—=-5 lime” = — lime п = 

Пью Пп-о 

Следовательно, обратное утверждение неверно. 
33. Доказать, что если ИтИ/ а, = 9(а, > 0), то a) при а< 1 ряд 

По 

Ура, сходится; 6) при g >1 этот ряд расходится (обобщенный признак 
n=l 

Коши). 
Доказательство. Пусть g< 1. Для фиксированного в, удов- 

летворяющего условию O<e< |1 — 4, в силу условия примера, най- 
дется номер №, начиная с которого выполняются неравенства 0 < 
< ани < (а- =, ..., О<а,< (4-е) (g+e< 1). Ho так как 

ряд >,(4--е)" сходится, то, по общему признаку сравнения, из послед- 

него неравенства вытекает, что ряд Syd, сходится. 
Пусть g > 1. Тогда для ве, выбранного из условия O<e<q—l, 

найдется номер М такой, что при всех k > М члены подпоследователь- 
Np —_ 

НОСТИ п, ( V an, —- q при ПЕ + со) будут удовлетворять неравенствам 

Gny4y > (q— e) M+, any 49 > (4 — в)" М2, coe y Qn, >(q—e)"* (q—e> |). 

Отсюда следует, что общий член ряда к нулю не стремится, т. е. ряд 

Уа„ расходится. 
Исследовать сходимость рядов: 

34. У пз (ИЗ + (ryt 

Решение. Имея в виду обобщенный признак Коши, находим: 

< 1. 
fim ри ЗЕ — аи + И V+ 
N-> oo f-> © 3 

Следовательно, ряд сходится. 

35. vies" 
2+ cosn 

Решение. Так как 

Inn Inn 

— a п 
lim еек) < lim (=) — + < 1, 
noo \2 tT COs п р 9 

то, по обобщенному признаку Коши, данный ряд сходится. 
~ 
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| \P 1.З\Р 1.3.5\Р 

56. |5) +55 +538 +... 
Решение. Рассмотрим отношение 

an = (Pb Crp 2+4-6++-2n(2n-+ 2) = 

Qnty 2.4.6... 2п 1.3.5... (2' — 1) (2n+ 1) — 

— 1 \ p p(p—1) 1 
= (1 + 54) =1 + og + PES + 0(5] при п > co. 

Согласно признаку Гаусса, отсюда находим: при p >2 ряд сходится, 
а при р< 2 — расходится. 

Примечание. Область сходимости можно было бы найти, используя при- 
знак Раабе. 

) ) nien 
37. “pnt p- ° 

n=1 

Qn Решение. Преобразовывая отношение — к виду 
п+1 

(n-+-p) In (| + 1) 
аа _ niet(n-+ l)ntp+l _ 1 (1 yy ЦТ 

a nttP(nt Ijlet+i ее 20 п+1 
1 4 ! p—0.5 — ‚Нея (+ 4, +0(4,)| — Pt +0(5) =] + р 0.5 +01] 

(п— co) 

3 
и используя признак Раабе, заключаем, что при р>-5 ряд сходится. 

со 

V ai 
38. +—— -— — 6 

Хоу ет 
n=] 

Решение. Упрощая отношение 

an. Ут УШУ. |2 
аа (2+-V1)(2+V2)---(2+V 0) Vth! Va+l 

и составляя последовательность Раабе R,, устанавливаем, что ряд 
сходится. 

39. УРФО ‚(реп 1 
п! 19° 

n=l 

Решение. Исключим из рассмотрения тривиальный случай, когда 
р — целое отрицательное или нуль, и упростим отношение 

fom BOI 1Va(142) (144) = 

ны п 
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Так как Lim ( An | =g—p-+1, то, согласно признаку Раабе, 
N-> 00 Qn+1 

ряд сходится, если g > р. 

1.3.5... (п -- 1)\Р 1 
40. У 2.4. 5. - (2n) } ` пб’ 

Решение. Составляя отношение 

(тет) (1+ 5) = [1+ oq t0(5)) x Ant 2n — 2n + | \n 

x (1+ L+0(Z))=14 54544 +o(4 J=1+ 

+(2+44)4 +o(+ (n+ oo), 

. : а 
получаем: limn (22. — | = 4 --4 и, на основании признака Раабе, 

п-+1 Пп-о 

заключаем, что данный ряд сходится при 5: 91. 

p(pt 1) +++ (p+a— 
a. Va а” — о} (р >09, 9>0). 

Решение. Приводя отношение 2 
an 1 

_ g—p\* _ a o— р) “i 1) 
=(14 52) 142-2 ae P+ oz |= и 0 при 
Я —> co и пользуясь признаком Раабе, устанавливаем, что ряд сходится 
при a(q—p)>1. 

Примечание. В примерах 37, 39—41 о (+) - 0* Е :). Поэтому, согласно 

признаку Гаусса, для установления условий расходимости соответствующих рядов 
во всех полученных неравенствах вместо знака >> следует поставить знак <. 

42. Доказать, что если для строго положительного ряда >) а, при 
П=1 

а 1 | 
П — со выполняется условие A=] 4+ f +- o(+), то а, = o| ==), 

An+1 п п np 

где = > 0 произвольно мало, причем, если р > 0, To a, } 0 при Noo, 
т. е. а, при п > по, монотонно убывая, стремится к нулю, когда л-> оо. 

Доказательство. Начнем со случая, когда р > 0. Фиксируя 
произвольное :,(0< =, < р), из условия существования предела 

ти | =a 
nt+1 

— 1] = р находим: 

Ро Me yp Pets (i=N,...,n—1), 
4+1 

где М — достаточно большой 4иксированный номер. Из написанных 
неравенств следует: 
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(1+ 2) (1 4 28). (1+ P=) <M < (14 2H) х 

«(145 et} (1 + oho), 

Отсюда, учитывая, что a, >0, а также пользуясь неравенством Бер- 
нулли (пример 4, гл. 1, ч. 1), получаем: 

O<a,< — < 

)( TN a). i) 

< | м —. (А) 
[ЕЙ 

| l 
Поскольку P—£)>0, a Not WT + —— 

то из неравенства (A) вытекает, что а„->0. Принимая во внимание 
еще, что при р > 0 последовательность а„ монотонна (это видно из 

— со при n> <, 

. | 
того, что при И > Пу, где п, — достаточно большое число, £ >o ( 1), сле- 

JOB >1), убеждаемся в справедливости второй части 

утверждения. 
Для доказательства первой части утверждения (р — любое, а = > 0) 

покажем, что lim (n’—£a,) = 0. 
п 

. Е 
Вводя обозначение в = ПРА, H составляя отношение - a , 

tel 

получаем: 

НН +) (чо) = 
P+ ofA ))( + г +0(1) = | + — о } (п — co), 

Замечая, что это отношение имеет тот же вид, что и Я п 
‚ На основа- 

n-+1 

HHH доказанного выше, приходим к выводу, что в, > 0 при П-> oo, 

Исследовать сходимость ряда >) d,, если: 
п=1 

— = n—1l 43. a, =(Vn-+1—Vn)’ In (n > 1). 
Решение. Преобразовывая выражение для общего члена a, 

и используя при этом разложения (1 + x)”, In(1 + x) по формуле Мак- 
лорена с остаточным членом в форме Пеано, имеем: 

Е V ny? in(1 = =n? (2+0(2)) "(= a 
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нано (2) 
при п - ©o, 

Видим, что, по признаку сравнения со степенью, ряд сходится при 
р > 0. 

44. а, = юз (1-7 7“) @>0, Ь > 0). 

Решение. Пользуясь приемом предыдущего примера, имеем: 

а, = Пита) _ | (X24 o(+}) = 0* (№ при n> co (6-21). 
nind ninb 

Следовательно, по признаку сравнения со степенью, ряд сходится, 
если 6b |. 

+1] 
Решение. Пользуясь разложениями функций In (1 + x), ex по фор- 

муле Маклорена, находим: 

a alent al АО 
неа +0(2)f =0°(8) mo na 
Таким образом, если р >1, то, согласно признаку сравнения со сте- 
пенью, ряд сходится. 

46. Доказать признак Жамэ: положительный ряд У а, сходится, 
n=l 

п ПВ 
если (1 —Уа,) = >р>1! при И>щ, и расходится, если 

пи п ` 1 —Уа,) — <1 при n>no. 

Доказательство. Непосредственно из первого условия нахо- 
. р Inn\” 

дим: О<а,<|1—-——} (заметим, что при п> я, выполняется не- 

Inn 
paBeHCTBO р 

n 
откуда 

| ра) 
nin\l —-—— 

O<a,<e п/, 

Используя разложения функций In(l + x), ex по формуле Маклорена 
с остаточным членом в форме Пеано, из последнего неравенства имеем 
неравенство 

In? п 112 п 
1 —Р° = +0 ( = | | р? In? п In? п 

е = 19 (11 > co) 
ПР ИР 9 ир-+1 пР+1 ’ 

из которого следует, что ряд сходится при р >> 1. 
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Поступая аналогично, из второго неравенства условия примера 
можно найти, что 

| In? n 112 n | 
а, > ope + of 72 )=or(4) (п — co). 

п 

Последнее неравенство означает, что ряд расходится. 

47. Доказать, что ряд У» а, (а, >0) сходится, если существует 
n=l 

—1 па 
а > 0 такое, что mn >I+a при n>n, и расходится, если 

In a, 
п ® 
< | при п > п, (логарифмический признак). 

Доказательство. Из условий примера легко получаем нера- 

венства 0 < an < при >My (первый случай), а также неравен- a 
nie 

CTBO an > — при > п, (второй случай). Следовательно, по призна- 

кам сравнения, можно утверждать, что в первом случае ряд сходится, 
если a > 0, а во втором расходится, что и требовалось доказать. 

Исследовать на сходимость ряды с общим членом Qn, если: 
| 

48. a, = 7, (И > 2). 
(In (пп) п | 

] —1! Inn 

Решение. Так как A — пп one) = In(In(Ina)) > 1,1 при 

п >exp(exp(exp1,1)), то, согласно логарифмическому признаку, ряд 
сходится. 

49. an = 
(In пут (пп) 

Решение. В силу оценки 

(n > 1). 

Ina! (In(inn))? | 
Inn Inn <=”? 

справедливой при достаточно большом n (lim oe п) 0), Ha OCHO- 
N+o ` INA 

вании логарифмического признака, утверждаем, что данный ряд pac- 
ХОДиИТСЯ. 

Примечание. Ни признак Жамэ, ни логарифмический признак не позво- 
со 

при y> 0. ляют установить, будет ли сходящимся ряд › 
оп Ш! п 

n= 

Действительно, применяя, например, логарифмический признак, получаем: 

I Ina! 
= ГУ ann) . Отсюда следует, что так как an 

ряд, по логарифмическому признаку, не может расходиться. С другой стороны, 
In (In n) 

Inn 

In a, 
>| при всех и, то 

поскольку — 0 при n> oo, то для любых 1 >00 и=>0 существует п, 
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ша! 
такое, что an <(1 +e при п >> по; другими словами, в силу стремления к нулю 

In (Inn 
члена 1 Ст ) ‚ не существует а > 0 такого, чтобы при всех N> Np выпол- 

—1 
In (In n) Ina, 

нялось неравенство 1 —7—-—— > a> 0 и, следовательно, неравенство inn >>l-a. 

Таким образом, ряд не может ни сходиться, ни расходиться. Это означает, 
что вопрос о сходимости указанного ряда не может быть решен с помощью лога- 
рифмического признака. Аналогичную ситуацию получим, если для исследования 
данного ряда применим признак Жамэ. 

Пользуясь интегральным признаком Коши, исследовать сходимость 
рядов с общим членом ан: 

50. Дн = (n > 1). 
h In? n 

Решение. Функция f(x) = при x >1 является положи- 
х п? x 

тельной и, судя по знаку производной, убывающей (при любом р 
и достаточно большсм x). Поэтому для исследования данного ряда на 
сходимость можно применять интегральный признак Коши. Имеем: 

-- > 
ах _ | d(In x) _ | 

In? x (p — 1) 2?7} 
< со 

хх пРх 
2 

при р > 1. Следовательно, ряд также сходится при р > 1. 
| 

51. dn = hen ny? (In (In п) (1 > 2). 
Решение. Как и в предыдущем примере, нетрудно установить, 

что здесь применим интегральный признак. Рассмотрим интеграл 

- = - 20 
l= | dx _ | dt 

p 9 _ Pind? ; x In* x (In (In x)) 3! In? ¢ 

Если р = |, To отсюда находим, что 
-+- co 

4г 2 ЧН |1® 

In fin 2! en 3) 

при 9 > 1. Следовательно, ряд сходится при p=1 ugq>tl. 

Если p>1, то в силу того, что jim a =0 при ¢>0 и лю- 

1 
бом 1, можем написать <7, при достаточно большом Ё>0, 

tP ln? ¢ 

где p>a>l. 
Аналогично, если p< 1, то при достаточно большом Ё>0 спра- 

| 
ведливо неравенство ——— >. — , где р<ач< 1. 

[Р In? { t* 
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A тогда, на основании признака сравнения (см. $ 4, гл. IV, ч. 1), 
можем утверждать, что рассматриваемый интеграл сходится, если 
р >|, и расходится, если p< 1 (в обоих случаях 4 — любое). Это 
же, согласно интегральному признаку Коши, относится и к данному 

ряду. 
52. Исследовать сходимость ряда 

ш2. 13... Ш (п - 1) 

1 (2-Е р) 1 (З- р)... Ши 4+ 1+ p) (p > 0), 
n=! 

используя интегральный признак и признак сравнения. 
Решение. Ряд расходится, как следует из оценки общего члена 

ряда: 
In2In3...In(n + 1) 

n 
ш (2 -- p)In(3-+ p)...In(n-+ p+ )> In2 x 

х In (пу + 2) ш (1-3)... ШИП > 

In(p 2) In(p +3)..-In(p ++ 1) 
In 2 > ш2 

n(p + п — т-- 2) ш(р- п — п-- 3)... In(p+n+1)™ In (ptntty’ >| 

где целое п, > р >O0, и предыдущего примера. 

i. 
03. Исследовать сходимость ряда У, "т, где y(n) — число цифр 

n=! 

числа п. 
Решение. Легко показать, что у(п) = [вп] + 1 < шп - 1. 

T у (п) Inn | Inn | 
ак как 5 <-> + 5 и ряды aE? =» сходятся, TO, согласно 

n2 

признаку сравнения, сходится и данный ряд. 
54 Пусть A, (п =1, 2, 3,...) — последовательные корни уравне- 

—2 ния tgx =x. Исследовать сходимость ряда >) An 
N=] 

Решение. Графически можно установить, что для hy, > 0 спра- 

ведливы неравенства и < ly < ne + 2 (n= 1, 2, ...). Тогда 

l <5 aS | 
2 2 nae 

№ -- $ * пт 

и, в силу признака сравнения со степенью, данный ряд сходится. 
Аналогично поступаем в случае № < 0. 

55. Исследовать сходимость ряда У т or 

Решение. Согласно интегральному признаку Коши, ряд 

dm ny Расходится. Пользуясь неравенством Ш (п!) < и пп и общим 
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признаком сравнения, заключаем, что данный ряд также расходится. 
со 

56. Доказать, что ряд У An со строго положительными монотонно 
n=! 

убывающими членами сходится или расходится одновременно с рядом 

п 2X 2 Aon 

Доказательство. Поскольку 

O< G+ а + Ag+ Qt +. Нал 

< а, + 24. + 4Ag 4 ... - 2"A5n 

то, в силу результата примера 48 (ч. 1, гл. I), а также теоремы о мо- 
нотонной и ограниченной последовательности, из сходимости второго 
ряда вытекает сходимость первого. 

С другой стороны, в силу оценки 

| 
y (4а» + 4а. + ee 2” Нал) < Ay а, раза | ses + ат, 

из сходимости первого ряда вытекает сходимость второго. 
57. Пусть f(x) > 0 при x > 1 — монотонно невозрастающая функция. 

Доказать, что если ряд У, (п) сходится, то для остатка его Ry = 
n=! 

= > [(® справедлива оценка 
k=n-+1l 

+ 
- оо 

\ Гомо < Ка-+ 0+ | Га 
п--1 n+l 

Найти сумму ряда у 5 с точностью до 0,01. 
n=1 

Доказательство. В силу монотонного невозрастания функции 
f (x), имеем ‚ неравенства O< f(R+1)<f(x) < КЮ при Е<х<Е-+! 
(Е =1, 2, ...), используя которые, находим: 

+ 00 оо k+1 со 

Коах= У |Гоа< У f@=R, 
п-|-1 k=n-+l1 № k=n-+1 

+- 00 co = k+] 

| Fode= У | Fedde У ера, — Ка 
n+l k=n+l1 k==n+1 

Теперь легко видеть, что из полученных неравенств следует требуемая 
оценка. 

Для вычисления суммы ряда с указанной точностью воспользуемся 
ow ow | 

доказанной выше оценкой. В данном случае R, = 0,01; }(х) = = 
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Тогда 

+= += 
ах 

| в < 0,01 < п ant |9 2, 
n+1 п-|-1 

откуда получаем число первых членов ряда п, которое нужно взять 
для вычисления суммы ряда с точностью до 0,01: n= 7. Следова- 

1 | l | l | | тельно, Ут + ge tas tae tae + ge + oe © 140, 1250-+0,0370-+ 
n=! 

+ 0,0156 + 0,0080 + 0,0046 + 0,0029 = 1,1931 = 1,19 (с недостатком). 
58. Доказать признак Лобачевского: строго положительный ряд 

со 

У Qn С MOHOTOHHO СТремящимися к нулю членами сходится или рас- 
n=! 

oo 

ХОДИТСЯ одновременно С рядом У Pm2—™, где Pm — наибольший номер 
m=0 

членов Qn, удовлетворяющих неравенству a, > 2-"(n= 1, 2, ..., Pm). 
Доказательство. В силу условий теоремы, имеем цепочку 

неравенств: 

| . 
Qy > A, > an > Any > 5 > Apo > Apot2 > ..° > Ap, > 

| | 
> Feet >> Arti > *** > Ap, > Tees > ар! > 88 > Am jt > 

! ! 
> Semi > om t2 > > Wm > рт, (1) 

где К — некоторое натуральное число. Из неравенств (1) находим: 

< аз + Ag+ +++ ар < Pod, 

P1—P P1 — Po 
Se < @р + vee то 

Рт — Рт—1 - Вт — Рт—1 
ет < %m— +! Pott apg < Qk+m—1_ 

откуда следует 

Ро | Pr—P Pm — Рт_1 
oh + ОН ° Forte a Shim < Som < Po + 

Din — Pm +o + . +o, (2) 

где Sp, = A+ а» +++ + p,,— подпоследовательность последова- 

тельности частичных сумм первого ряда. 
Далее, так как 

P1 Pm—Pm1_ _! Рт | 
а т +. + + “hem ~ OR+1 [Co + 22) ~~ OR+1 9 
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pot + GPE vee 4 Pm Pmt py, + (Cm — 20 + 2m) < 
С С 

< Ра: + oh + oe = Poti + эр, 

о 
S\

- 

где С„ — последовательность частичных сумм второго ряда, TO из 
(2) получаем оценку 

С р С 
вт < Эри < Pods + 5—. 

Из полученной оценки и монотонности Cy, и Sp, следует, что если. 

сходится первый ряд, то сходится и второй, а из сходимости второго 
ряда вытекает сходимость первого. 

Исследовать сходимость следующих рядов: 

пп mn 
59. У, Пот .). 

n=! 

Решение. Применяя формулу Маклорена с остаточным членом 
в форме Пеано, а также пользуясь элементарными преобразованиями 
тригонометрических функций, получаем: 

1—t ° nn 83 (4n— 2, к 

| о ие 
8 (in — 9) 

An = ctg no — sin 

12 

—1 ее п 1 

lt ggg t0(4} 

+o(4} = аъ 40/4] = o*(1) при > <. 

Следовательно, по признаку сравнения со степенью, ряд расходится. 

о In (7!) 

пе ' 
60. 

n=] 

Решение. При n> 3 справедливы неравенства 

п 2 _ Ш (п!) Inn 
a ~ a < a—|]° n n n 

со 

n—2 Inn 
Поскольку ряды № И № ——т, согласно интегральному при- 

n=] 
n* n 

n=] 

знаку, сходятся при a >2, то исследуемый ряд, в силу признаков 
сравпения, также сходится при a > 2. 
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61. [тд — 1) 

Решение. Пользуясь формулой Маклорена, получаем: 

Inn 1 
= = Inn , [шп ] 

dy ИР ре — 1 = EE (1) = ox (22) при И -> oo, 

Отсюда, на основании интегрального признака и общего признака 
сравнения, заключаем, что данный ряд сходится. 

со 

\ | | 
62. т). 

In? (sin 4) 
n n=! 

| , 
Решение. Tak как sin — >2(n=1, 2, +++), TO In® (sin г < 

< In? = } . Следовательно, 

| | 2 — 0* [1 | 
п” mm [т (> ©). 

In? (sin +} in (=) mH In > 

Таким образом, на основании интегрального признака Коши и общего 
признака сравнения, из последнего соотношения следует, что данный 

‚ряд расходится. 

ns 

63. У, [cos 2 . 
h 

n=1 

Решение. Очевидно, при а = 0 ряд расходится. При a0 при- 
меняем признак Коши: 

2 n a 

lim [cos +)" — lim ( 2) —e 2<], 
по N+ oo 

Следовательно, ряд сходится, если a 0. 

64. >) (n* — 1). 
n=! 

Решение. При a> 0 ряд расходится, так как общий член ряда 
не стремится к нулю при п -> co. Поэтому будем считать, что а < 0, 
и при установлении порядка стремления общего члена ряда при и со 
будем пользоваться формулой Маклорена. Имеем: 

ne — | = ет — | = по) = 0" при И -> oo, 
h 

n n 

Отсюда, на основании интегрального признака и общего признака 

сходимости, видим, что ряд сходится при a< —1. 
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Примечание. Примеры 61 и 64 можно решать следующим образом. O6o- 
| 

1, 6, =n" — | значим ал = п —1, би =n” — 1, причем ряд с членами 6b, будем рассматри- 
вать при всех значениях параметра a, при которых limb, = 0. Далее, имеем: 

п © 

Inn a жа nl + an), n*Inn=In(1 + dy), 

откуда, в силу условий lima, =0, limb, =0, In (1+ ay) ~ an, In (1 + 4”) ~ On 
по По 

при Я -> oo, следует, что исследуемые ряды сходятся или расходятся одновремен- 
oo 

со 

но с рядами › Ш” | У 27 шп. Применив к двум последним рядам интег- 
n+ | n=2 

n=2 

ральный признак Коши, получим, что ряд с членами аи сходится, а ряд с чле- 
нами 6, сходится при а < — 1. 

и 2n 
nh 

65. > паи ина (а >0, 6 >0). 

Решение. Имеем: 

nen 1 
— n-+b n+a n-+-b nta° (n + ay"? (n+ 6)"* и (1+4 1+2" 

n 

Qn 

a п b \а-п 

Так как последовательности (1 + “| И ( + 5) IIpH -> со стре- 
—a—b 

aro при N—-> oo. 

Следовательно, по признаку сравнения со степенью, данный ряд 
сходится при а-+ 6 > 1. 

66. у (In = — Ш (sin =) 
{ 

MATCH к постоянным е@ и е? соответственно, TO а, — 

Решение. Очевидно, если о < 0, то ряд расходится, ибо общий 
член ряда не стремится к нулю. Далее, при а >0, используя формулу 
Маклорена, получаем: 

| 
An = In+ — п (sin =) = — п [ns sin =: = 

n n 

| | | | 
= —In (v Е = -|- с[-=)} = 0* (=) при п- oo. 

Таким образом, по признаку сравнения со степенью, ряд сходится 
| 

при a > 9° 

67. У а— шие ln? п) (а > 0). 

n=! 
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Решение. Имеем: a—@ Innate In? п) = и-@ шос ша шп), Отсюда 
видим, что если с -=0, то, согласно признаку сравнения со степенью, 
ряд сходится при с па >0. Действительно, в этом случае 

0 < ие п а--с па. пп) < и— (2 In a+-e па. ш N) 

при п > М, где М такое, что bDIna+clina-InN > 1. 
Если clna< 0, то общий член ряда не стремится к нулю, т. е. 

данный ряд расходится. 
Если с = 0, то, по признаку сравнения, ряд сходится при В ша>1, 

т. е. при a >е. 

“Исследовать сходимость рядов У Un со следующими общими чле- 
i= 

нами: 

68. ш = ([ИУГЕая- 
0 

Решение. Поскольку 
п п 

Ё4-——— п? 
У1- мах > xdx= 5, 

0 0 

2 
TO O< Un< <3, т. е., по признаку сравнения, ряд сходится. 

n(n+l) 
in2 

69. и„ = | — ^ dx. 
Th 

Решение. В силу оценки 

| ™(n-+- 1) 
| оо 1 

“ето | sittede= Др 
Th 

со 

| © 

и расходимости ряда у 2®--П ‚ приходим к выводу, что данный ряд 

i= 

также расходится. 
у" 

sin? x 
70. un = | Tx . 

0 
Решение. В силу неравенств 

sin? x 3 п 
Оха (0<x<4), 

у" 

п 

зн. — ™ О<ш< | Х=да 

и признаков сравнения, данный ряд сходится. 
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_ WA wee fal 
71. Ив = Onl . 

со 

п.п! nn! 
Решение. Так как O< Un < 2) и ряд у nyt ‚ NO признаку 

n=! 

Даламбера, сходится, то данный ряд, по общему признаку сравнения, 
также сходится. 

п 

72. Ин = и“ У In? К. 

К==] 

Решение. Легко видеть, что при п > 1 выполняется нераЕенство 

nin?n  In?n (1) 
uns — ST an, 

п hn 

а при достаточно большом п — неравенство 

п 
Па = - < и (2) 

Ряд >j)n'-*, по признаку сравнения со степенью, сходится, если 

«>2. Ряд Sian, на основании примера 51, сходится при этом же 
условии. Поэтому, согласно общему признаку сравнения, из (1) и (2) 
следует, что данный ряд сходится при a > 2. 

Заменив последовательности X, (1 = 1, 2, ...) соответствующими 
рядами, исследовать сходимость их, если: 

| l — 73 ет... 4-Й. n=l et +72—2Vn 
п— 1 

Решение. Поскольку хи = У (хьи — хь) ха, TO 
k —1 

| | 

ит 
Itt Ту" > eV 
Следовательно, 

lim x, = 
| —1 — у —— 

rior = me VRE I(VR+IT+VR)® 

Полученный ряд сходится по признаку сравнения, ибо 

| | . 
‚ — —: при R> о; 

VeEFIVEFIT-+V!) oer 
b2 

поэтому сходится также данная последовательность. 

п 

\" Ink In? п 

4. n= DO 5. 
k=1 
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Решение. Поступая аналогично проделанному в предыдущем 
примере, получаем: 

a) (eer ++ (In? — (+ 1))), 

откуда 

Их, = У (Bert (In? — In? (k 1))). 
k=] 

Пользуясь формулой Маклорена с остаточным членом в форме Пеако, 
имеем: 

2In (n + 1) 

nt 1 
2a, = + шт: ши 1)= 

_ 2In(n+ 1) In(jn+1)+Inn 1\ | 

— nti n +0(+) = 

_ —2inn | | 1\ _ 

2+) тео tela) = 
—2 шп 2 1 Inn 

ето течи Но) =O" mpm о ® 

Следовательно, сходимость последовательности X, эквивалентна 

Inn 5 
сходимости ряда У 5. Последний, по интегральному признаку 

n=2 

Коши, CXOJHTCH, поэтому сходится H Данная последовательность. 

$ 2. Признаки сходимости знакопеременных рядов 

1°. Абсолютная и условная сходимости ряда. Гово- 

рят, что ряд > Qn сходится абсолютно, если сходится ряд > | ап |. 
=] 

Если ряд Уа, сходится, а ряд >) |Qn| расходится, то говорят, что 

ряд yn сходится условно. 
Если ряд сходится абсолютно, то члены ряда можно переставлять 

местами в любом порядке. Сумма такого ряда останется прежней. 
Если же ряд сходится лишь условно, то путем соответствующей пере- 
становки его членов можно получить ряд с наперед заданным значе- 
нием суммы (при этом не исключается -- со). 

2°. Признак Лейбница. Если а» = (—1)" 6», bn > 0 и после- 
довательность Db, начиная с некоторого номера и, монотонно стремится 

к нулю, то ряд >) ан сходится. 
nix 

Для остатка ряда справедлива оценка: Ry = (—1)"0 „6-4, (O<8,<1). 
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3°. Признак Абеля. Ряд 
со 

У AnD п (1) 
n=1 

сходится, если сходится ряд >) dp и последовательность Dy, монотонно 
ограничена. 

4. Признак Дирихле. Ряд (1) сходится, если последователь- 
ность b, начиная с некоторого номера и, монотонно стремится к нулю, 

а последовательность частичных сумм ряда >) а» ограничена. 
5°. Члены сходящегося ряда можно группировать произвольным 

образом; при этом сумма ряда не изменится. 

75. Доказать, что ряд У An является сходящимся, если выполнены 
п=1 

условия: a) общий член этого ряда а, 0 при п - оо; 6) ряд >») An, 
n=] 

полученный в результате группировки членов данного ряда без нару- 
шения их порядка, сходится; в) число слагаемых а;, входящих в член 

Paty} 

A= Ха (1=р<р< ...), ограничено. 
i=p 

° A Доказательство. Пусть Зи» — последовательность частичных 
сумм ряда 6). Тогда 

Soy = Ay а + ... + ар, —1 + ар, + ар, + ... + Ap —1 + eee + 

+ Яр, + Ap +1 totes Ра Ра - oe Opps —1 = 

— Sr -- Qr+| foe + Яра —1 (Pn < R < Pn+i — 1), 

где о, — последовательность частичных сумм ряда Уа,. 
n=1 

Так как а, > 0 и число членов последовательности Qp+1 + Arto + 
.. - @р 1-1 = Cr, по условию, ограничено, то С» > 0 при Е-> со. 

. А . 
Следовательно, lim эль = Ито», что и требовалось доказать. 

пох R-> 0c 

76. Доказать, что ряд 

а + Ag+ +... а, — ар, — +. — а» - ар... 

сходится или расходится одновременно с рядом 

го —=Ри-1—1 

У и » и, (a; >0; 1=д<р< ...). 
n=l (=D, 

Доказательство. Пусть сходится первый ряд. Тогда сходится 
любая подпоследовательность последовательности его частичных сумм, 
в том числе и такая: 

n i=Ppti—l 
> и ( У a), 

1=рь 
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т. е. последовательность частичных сумм второго ряда. Следовательно, 
второй ряд также сходится. 

=Ри-+ 1—1 

Пусть теперь сходится второй ряд. Тогда У, а; > 0 при noo. 
=p, 

Это означает, что, в силу положительности а, сумма аа «++ + 

-- Apyyj—1 (CM. предыдущий пример) также стремится к нулю и 

lim $4 = lim Sz, 
N-tco R-+ 00 

т. е. сходится первый ряд. 
77. Доказать, что сумма сходящегося ряда не изменится, если 

члены этого ряда переставить так, что ни один из них не удаляется 
от своего прежнего положения больше чем на т мест, где т — неко- 
торое заранее заданное число. 

Доказательство. Пусть $ — сумма ряда х Qn. Тогда ve >0 

ЯМ! (ce) такое, что при всех п > М для  последовательности частичных 
сумм Sp этого ряда выполняются неравенства $ —=< 5 < 5-е. 
В силу условия теоремы, при п > М-- т можем написать: S—e< 
<S,<S+e, где 5, — последовательность частичных сумм ряда, 
полученного в результате указанной перестановки. Следовательно, 
imS, = 5. 
По 

Доказать сходимость следующих рядов и найти их суммы: 
3 5 7 

78. l—-54+4-%t+ 

Решение. Общий член ряда a, =(—1)"b, (n=O, 1, 2, ...), где 

#0 '. Так как b, начиная с некоторого номера монотонно стре- b, = 

мится к нулю, то, согласно признаку Лейбница, ряд сходится. Дока- 
зать сходимость этого ряда можно и непосредственно. Именно, замечая, 
что последовательность S, частичных сумм этого ряда представляется 
в виде 

би Sv +S + +++ +5810, 
где 

$ На |, 

(2) 1 1 1 (—I)n\__ 4 I (—]) | $ 2(—+ ее ‹.. + )= — |, 

(—1)* oy) 
28 gnti }' 

(—1)* _(—1* (—I"\_ 4 sit) 2 OE —G + vee fo j=4 

n 4 ((—1e72 (ща n —1)n sip = 4! ) ( ye), Sea. би, 
ЗЕ  Ontd 
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получаем: 
2 4 1 1 (—1)2-1 

Sn 3+3 ( РТ )- 
2 (—1)7+1 4 (n — 1) (—1)7+1 сх. 

3 жа зо т ?. 
Легко теперь видеть, что limS, существует (т. е. ряд сходится) 

N-> oo 

2 
и равен >. 

| 1 1 1 1 
79. ГУ чТЕРЗЕТ eer 

Решение. Так как общий член ряда имеет вид а, = —— 

| 
(n=1, 2, ...), а последовательность —- монотонно стремится к нулю, 

то, по признаку Лейбница, ряд сходится. Найдем Son. Имеем: 

| | | | | | 
би = — 5 +3 — eee Ната Slap tat eee + 

дат ... АС шт вы — 
Сша) In 2 + Ел — En, 

где С постоянная Эйлера, а e,>0 при n->oco (см. пример 85, 
гл. I, ч. 1). Учитывая еще, что limS, = limSo,, где $„ — последо- 

По По 

вательность частичных сумм данного ряда, получаем окончательно: 

| l | 
за ... = 102. 

— 17 +1 

80. Зная, что у = = ш2, доказать следующее утверждение! 
n=1 

| 
если члены ряда 1—5 -Е = —х -- = —... переставить так, чтобы 

группу р последовательных положительных членов сменяла группа g 

последовательных отрицательных членов, то сумма нового ряда будет 

равна ш2--- 5 ne. 

Доказа т ельство. В результате указанной перестановки полу- 
чим ряд 

| | ] 1 | 

РУБ а о 
1 | 1 

бе Гарт Раз К PRT 
сумма которого, в силу примера 76, равна сумме ряда 

ИЕ ++ 

неее о 
в случае сходимости последнего. 
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Рассмотрим ряд 
со 

| 1 1 
Убе Тай -прЕз т —_ + opp i — 

| | | 
и Па 2n—lq+4 °° —&.). (2) 

Ряд (2) получается из ряда (1) в результате группировки членов ряда 
(1) по два. Поэтому, если мы покажем, что ряд (2) сходится, и найдем 
его сумму, то, на основании результата, полученного в примере 75, 
можем утверждать, ато ряд (1) имеет ту же сумму. 

Пусть р >49. Тогда нетрудно получить, что 

| l | 
би=1 Ня —ч- 

| | 1 ` 
ет жа + "р (3) 

где 5. — последовательность частичных сумм ряда (2). Прибавляя и 
вычитая в выражении (3) слагаемое 

а ‘Таир = 
1/1 | | 

=s(antapt 77 +3) 
и пользуясь асимптотической формулой 

КЕШ и (Етл —> 0), 
т- oo 

m-+ 1 + m+ 2 + 

которая получается на основании примера 85 (гл. I, ч. 1), из (3) 
получаем: | 

ба == Conp + Шуй — 5 пир + eh (tn 0), (4) 
По 

где Conp — четная подпоследовательность частичных сумм сходящегося 

ряда № cy . Таким образом, из (4) находим: 

5$ = Пт $, = Шу шР. 
N-> co 

Заметим, что при P<g аналогичным образом получается этот же 
результат. В частности, если р=2 и д=1, то 

1 | | 1 1 3 
ГР; УЕ Я tc Sle; 

если p=1, g=2, TO 

1 1 1 | | 1 чув ее — 5 12. 
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со 

(—1)7 +1 

Vn 
81. Члены сходящегося ряда № 

n=!) 

переставить так, чтобы OH 

стал расходящимся. 
Решение. Рассмотрим, например, ряд: 

| тузуз— УТУ ет 

+ (Fest Vani” V 6n — 1 Von ros 
со 

Уват) = Ум 
n=l 

Очевидно, этот ряд получается из данного ряда в результате такой 
перестановки: за тремя положительными членами следует один отри- 
цательный. Покажем, что ряд расходится. 

| 2 
В силу неравенства ——— + и — —-——= > — >0, 

у HEP ту И 2n V6n—1 > TF 

имеем оценку общего члена второго ряда: Qn > eS Поскольку 
И — 

1 
ряд Ут. по признаку сравнения со степенью, расходится, то, 

по общему признаку сравнения, ряд У а„ также расходится, что 
и требовалось. Заметим, что исходный ряд сходится по признаку 
Лейбница. 

82. Пусть 
oo 

У, (—1)" В», (1) 
n=l 

где ba >0,Ь,>0 при n- oo. Следует ли отсюда, что ряд (1) cxo- 
ДИТЯ? 

Решение. Вообще говоря, нет. Если b, имеет, например, вид 

=(a+(—l)"B)en, где «>В >0 и en} 0 [en~ = при П-— oo, 

0<7<1), то ряд 

> (Пе + (—1)" 8) en 
расходится. Действительно, последовательность частичных сумм 

За =а > (—1) = +8 Dd) ex 
Е=1 k=] 

расходится (limS, = ++ со), так как lim >) И Ex существует из-за 
по . N-+o k=] 

п 

сходимости, по признаку Лейбница, ряда У (—1)^е„, а lim № == - оо 
n+o k=] 

В силу признака сравнения со степенью. 
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В частности, если a=2, В == 1, „=, то ряд У (Hye ЕЕ 
n=l 

расходится. Этот пример показывает, что условие монотонности после- 
довательности 6b, в признаке Лейбница, вообще говоря, не является 
ЛИШНИМ. 

Исследовать СХОДИМОСТЬ знакопеременных рядов: 

| | | 1 | | | | 

88. Рава с. 
Решение. Так как сгруппированный ряд, согласно признаку 

Лейбница, сходится, то, на основании доказательства, приведенного 
в примере 75, приходим к выводу, что данный ряд также сходится. 

100 . 
84. № In "sin. 

n 4 
n=l 

Решение. Так как 

SIN. 8 
Sin — 

—1 

| | тд < , 
п 

8 

sin Msi 
k 

а последовательность m11n'°n начиная с достаточно большого п 
монотонно стремится к нулю (это вытекает из того, что lim x7? 100 y= 

х-- о 

== 100 limx! 1х =0, a (х 1 In? x)’ < 0 при x >> е90), то, согласно 

n 

; q4 | \Sin- 

=1 

хо 

признаку Дирихле, данный ряд сходится. 

2n , sin 85. У (—1" 
=] 

—1)” (—1)7 cos 2n ° 
И > сходятся: первый — 

1 
Решение. Ряды yor 

по признаку Лейбница, второй (в силу ограниченности последователь- 
НОСТИ 

№ (—10* cos 2 | = \—+ 5 
k=l 

] 
и монотонного стремления — к нулю при п со} — по признаку Ди- 

1 —1)” 1 1)~4 
< cos (20 + |< Hic 

рихле. Следовательно, их полуразность 

sin? n 1 (—1)2 УЕ" cos 2n) = У) (1) 
n=l n=1 ~ 

п 

является также сходящимся рядом. 
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Решение. Представляя общий член ряда в виде 

(—1)n pp Vee" yy Vn 1 Tee = (0 = (—0 = 
Vn 
1. 

—1 п oe 

и замечая, что ряд >» ae ‚ по признаку Лейбница, сходится, 

| Lf] 

а ряд У — | — расходится (к -|-<), заключаем, что данный ряд также 

расходится (к о). 

87. У sin(z Vn? + #?). 

Решение. Так как 

sin (* Vn? #*) = (—1)" sin (x (Vr? + B—n)) = (—1)" bn, 
rk? 

И из Е Ал 
стремящаяся к нулю при п -> со, то, по признаку Лейбница, ряд схо- 
Дится. 

88. yous pint 

n=l 

р ешение. Рассмотрим ряд, полученный в результате группировки 
членов данного ряда. Имеем: 

(чо +4)+ 
| l | 

+ H(t eto Рам =. 
Поскольку 

— последовательность, монотонно (при п > Mo) где 6, = sin 

| 1 1 2k +. 1 
Ак = а ет eee + Eph 1 Ss г — 0 при р-- и 

2Е 

! ! 
Ay — Arti = (2k + О Em (ЕЕ $m РЕ 

(2k + 1)? ! 
раз (EO) ER 1) а ВАЗ 

при > №, To ряд У(—1)* А», согласно признаку Лейбница, схо» 
дится. А тогда на основании выводов, полученных в примере 76, дан» 
ный ряд также сходится. 

>0 

со 

у со 
89 п! 

у In?n ° 
n=2 

Решение. Имеем: 

п 2 

n+ 1 
cos = = (—1)" cos (= = (—1)"+! cos 

д 

n+1* 
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Так как ряд 

у (—1)7+1 

[12 п ? 
n=2 

по признаку Лейбница, сходится, а последовательность COS —— TI MOHO- 

тонна и ограничена, TO исследуемый ряд, по признаку Абеля, также 

сходится. 

90. Доказать, что знакочередующийся ряд 

b, — be + by—by ... СИ... (bp > 0) 

| 
сходится, если —+ = (2) при m-> co, где р >0. 

On+i п 
Доказательство. Как следует из примера 42, при р > 0 по- 

следовательность 6, {0 при я > My. Поэтому, по признаку Лейбница, 
данный ряд сходится, что и требовалось доказать. 

Исследовать на абсолютную и условную сходимость следующие 
ряды: 

91. у пл (1 4 С. 

Решение. Пусть р < 0. Тогда общий член ряда к нулю не стре- 
мится и, следовательно, ряд расходится. Полагая, далее, что р > 0, 
и пользуясь формулой Маклорена с остаточным членом в форме Пеано, 
находим: 

— 17 — |)” 1 | 
n(1 + 51%) = { — sip + 0(5) при п -> <. 

ИР 

Лейбница, сходится при 
9 

* 2k l | 
p>0O, a ряд Qn, THe An = x35 + 0 —3p], По признаку сравнения, 

| ° 
сходится при р >> [при р < 5 ряд расходится к оо |, то данный 

l 
ряд сходится только при p >>. 

В силу неравенства 

go <[in(t+ 99| < 2 (so) 
ОР 

и признаков сравнения, данный ряд сходится абсолютно при р > 1. 
| 

Следовательно, при значениях р, удовлетворяющих неравенству 5 < 

< р< I, исследуемый ряд сходится условно. 

— 
92. у (n+ (—1)")8° 
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Решение. При р< 0 общий член ряда не стремится к нулю, 
т. е. ряд расходится. Поэтому, считая, что р > 0, и применяя формулу 
Маклорена с остаточным членом в` форме Пеано, преобразовываем 
общий член ряда к виду: 

[—10" ин -o( =a бя 
С _П7р (—I)ta-Ptl + (—1)"n-? x 

(—1)7+1 ] —])n | | 
x (1+2 и +o(4)) =! ион) при И — oo, 

(—1)7 es 

Ряды У. 3s mas о а сходятся при p>O (первый — 
n=2 a= 

в силу признака Лейбница, а второй — по признаку сравнения). Поэтому 
исходный ряд сходится при этом же условии. 

Поскольку, далее, 

| 1 1 

aa За 0 S Gop (P= 4 3, ...) 

и ряд У ‚ сходится при р > 1, то, в силу последнего неравенства 

И признака сравнения со степенью, данный ряд сходится абсолютно 

при р > 1. Следовательно, при O< р <! исследуемый ряд сходится 
условно. 

со 

пт 
sin — 

4 
93. —. 

ИР + sin 4 
n=] 

Решение. Очевидно, при p<0O ряд расходится, так как при 
этом не выполняется необходимое условие сходимости. При р > 0, 
как и в предыдущем примере, представим общий член ряда в виде 

nn\ —1 

. пт . пп) 1 sin _4 
sin 7 [= -- sin " =n sin~ ac \it+ = 

sin пт sin un sin пт sin? —- an —_ (| 4 | 4 —,4 (5 
nP — ap +0 nP}} PB pp РО 

пт 
sin — 

4 
Ряд \ |e сходится, по признаку Дирихле, при p>0O, так как 

n 

kr 
sin — а < ——, а $0. 

k=1 
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sin? a i 
Ряд <a + o( 5) ‚ в силу признака сравнения, сходится или 

n= 

расходится одновременно с рядом: 

oo oo 

9 AT пк 
sin cos — 

2 

7 пр * 
n=! n=1 

nt 
COS ~~ 

В свою очередь, ряд у | Sap сходится, по признаку Дирихле, при 

| 1 1 
р > 0, а ряд Vom сходится при Pp >> (заметим, что при р<5 

А Чи" 

последний ряд расходится к <, поэтому и ряд —=- рРасхо- 

1 . 
дится, если р=< 1 . Следовательно, исходный ряд сходится лишь при 

| 
Р >>. 

Для установления области абсолютной сходимости воспользуемся 
оценками 

sin ha sin пт 2 | sin ит Г о 4 
oP м‘ _ ntl < ПР 

Sin 4 

1 +- -р 

cos пт sin? ha sin nn 
| 2 4 4 | 

QnP 9 ИР № oP nP 

и признаком сравнения. Из этих неравенств следует, что данный ряд 

сходится абсолютно лишь при р >1. Поэтому при SP <1 ряд 

сходится условно. 

pla 
94. УЕ. (1) 

n=! 

Решение. Очевидно, при р>1 ряд сходится абсолютно. Для 
выяснения области условной сходимости рассмотрим ряд 

со 

У (Ay An о 
| 9 

где A, = am = и i qe Game Полученный в результате 
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2n + 1 
ap -> 0 при группировки членов данного ряда. Поскольку 0 < А, < 

1 
N-> юир> 35, а также 

2n 

An — Anti = У ie + P+ Ph —(n? +P (n? An 2)? —~ 

i=0 
ni)? ие и Е ПР 

ans р On 1) (n? + 4n-+ 1)? — (nn? 2и)2) _ 
(Wr an 3)? > (п? 2n)P (и + 41-Е ПР 

С ай QP ии 3) 
при достаточно большом п, то, в силу признака Лейбница, ряд (2) 

>0 

° 2n-+ 1 
сходится. С другой стороны, A, > Ge Imp Не стремится к О при 

| 1 
р<-5; поэтому ряд (2) расходится, если р< 5. Следовательно, 

1 
согласно примеру 76, ряд (1) сходится лишь при р >>. Таким обра- 

зом, область условной сходимости ряда (1) определяется неравенствами 
] 
5<р< 1. 

и __ Ио 2] 

95. УС. 
n=1 

р | i) . Решение. Ряд di 1) (aan t+ ... + Teh ‚ полученный 

В результате группировки членов данного ряда, в силу оценки 

ее sie] 
ЕТ ^^ Тао Cs И! a >), 
расходится. Следовательно, согласно примеру 76, исследуемый ряд 
также расходится. 

. „_т[ 1.3.5... (Qn — 1)\Р 
%. yi ‘| 2.4.6... (п) ° 

n=1 

Решение. Рассмотрим отношение 

1.3.5 ... @— 1 }: 1-3-5 «2+ (2n — 1) (2n-+ 1) } 
2.4.6... (2n) 2.4.6... (21) (2122) 

= (1+7) 1 me to(4 J=14240(2 ) (n> 0), 

Отсюда видим, что, согласно примеру 90, ряд сходится, если p>O. 
Так как при р < 0 общий член ряда не стремится к нулю при п - со, 
то это условие (р >0) является и необходимым для сходимости ряда. 

Далее, по признаку Гаусса, ряд сходится абсолютно лишь при 
р >2. Следовательно, при значениях р, удовлетворяющих неравенству 
O<p<2, данный ряд сходится только условно. 
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lee) 

° ry о 

sinn-sinn 

37. № n у 
П=1 

Решение. Так как 

№ sink + sin k? 

k=l 

=5 | —cos(n+ 17| < 1 

-- НУ (cos А (Е — 1) — соз (Е + 1)) | = 
k= 

1 
и — $0 при noo, то, согласно признаку Дирихле, ряд сходится. 

98. >) эши?. 
n=1 

Решение. Докажем, что limsinn?-«0. Для этого предположим 
По 

противное, т. е. пусть limsinn?=0. Тогда limsin(n-+ 1)? также 
По По 

равен нулю. Следовательно, 

lim sin (n + 1)? = lim sin (n® + 2n + 1) = Пт (щи? . cos (2n + 1) + 
По П->»о fi © 

++ sin(2n + 1) + cos я?) = limsin (2n + УТ —sin?n? = 

= limsin(2n + 1) =0. (1) 

В силу последнего равенства, имеем: 

lim sin (2n + 3) = Им ($910 (2и + 1). cos2-+ $2 + cos(2n-+ 1)) = 
fl—- co hl—> 00 

= sin2- limcos(22-+ 1) = 0. (2) 
n> oo 

Из (1) и (2) находим: lim (sin®(2n + 1) + cos*(2n + 1)) =0. Полу- 

ченное противоречие и доказывает наше утверждение. 
Итак, данный ряд расходится. 

1 1 | | | | 

99. р — 5g +30 — ag Ра tee 
Решение. Сразу заметим, что если p<O или 9<0, To ряд 

расходится в силу необходимого признака. Поэтому, далее, считаем, что 
p>Ounq>0. 

Имея в виду пример 75, сгруппируем члены данного ряда следую- 
щим образом: 

oo 

| 1 \ | | ] | | | 

(ip — a4) + (вв) + (59 a) + w= > eae 
n=1, 3, 5... 
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Так как 

1 1 1 1 1\-9 1 

a eal ta) Я 
| | 1 1 1 

1—9 to(t)\= 4 —45 о [а при И - со, 

то, по признаку сравнения, сгруппированный ряд сходится при р = 
=g>0. Если же p#q, то отсюда следует, что ряд сходится при 
р >1 4 q>1 одновременно. А тогда, согласно упомянутому примеру, 
при этих же условиях сходится и данный ряд. 

Очевидно, абсолютно ряд сходится лишь при р>1 ид 1. 
| | | | | 

100. рН Ро 
| | ] | ] 5 

Решение. Ряд 1+ 3p + 7 +. ЕР + р —- 4p + ..., составленный 

из абсолютных величин членов данного ряда, сходится лишь при р>1, 

1 
так как при этом условии сходится ряд У ‚ И члены абсолютно 

сходящегося ряда можно представить в любом порядке. 
При р = 1 получаем ряд, сходимость которого исследована в при- 

мере 80. Там мы установили, что ряд сходится. 
Рассмотрим случай, когда O< р<!1. Образуем подпоследователь-- 

ность последовательности частичных сумм данного ряда: 

Е О О НЕ ОО ОНИ 
San =I ee ppt + Gop anh ane * 

v Op Fe т. aca Cont 
1 

а тет (4n—1)? ’ 

mart 

где Con — подпоследовательность последовательности частичных сумм 

п 1 

‚ сходящегося ряда yous Поскольку 
Neal 

| | „ 

(2n + 1)? +o -. тут: > GaP — +o при n>o, 

TO 

, _ | г). 

rent Can FD om pT mae тт т) Foe 

Следовательно, данный ряд при O< p< 1 расходится. Заметив, что 
расходимость его при р < 0 следует из необходимого условия, окон- 
чательно устанавливаем, что исследуемый ряд абсолютно сходится, 
если р >|, и условно, — если р = 1. 

101. 1 +-;—-— 4 
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Решение. Очевидно, при p> | данный ряд сходится абсолютно, 

ибо при этом условии сходится ряд У- >, И члены абсолютно схо- 

дящегося ряда можно переставлять в Любом порядке. 
Пусть O< p< 1. Рассмотрим подпоследовательность Sz, последо- 

вательности частичных ‚сумы данного ряда. Имеем: 

> + pee to (4n—1)? ° 
Son = 

(2n т 1) (2n т 3) 

Поскольку $.„ > т п 77 —> -+ co прип + -+ со, то данный ряд расходится. 
п — 

п —1. Тогда 0<S,,<- i усть p= 1. Тогда 0<S3,<- и, по теореме о монотонной и 

ограниченной последовательности, limS,, конечен. Следовательно, 
П-® 

сходится ряд 

чи 
А так как все условия примера 75 здесь выполнены, то данный ряд 
также сходится. 

Учитывая еще, что при р < 0 исследуемый ряд расходится, OKOH- 
чательно устанавливаем, что он сходится абсолютно при р >|, а при 
p=! aaa 

102. + ata ata Евы + (1) 

Решение Рассмотрим al: 

< | 2 

> т (2 

полученный из данного в результате группировки его членов по три. 
Считая, что р >0 u g>0, имеем: 

А ко Ц 9 __Р_ 
“а пр а Ге 2 2, и)? (ея oat) + 

+5 (; sat) +(- aT) при п => co, 

Отсюда, в силу признаков сравнения, следует, что при р= 9 ряд (2) 

сходится. Пусть р = д. Тогдаа» — pimin(p, 9) Np 7 — co и, следовательно, 

по признакам сравнения, ряд (2) расходится, если ши (р, 9) <1. Так 
как все условия примера 75 здесь выполнены, то выводы, относящиеся 
к ряду (2), остаются в силе и для ряда (1). 

Замечая еще, что при р< 0 или 9 < 0 исследуемый ряд (1) рас- 
ходится (общий член ряда не стремится к нулю), а при р >1иа>1 
он сходится абсолютно, заключаем, что при О<р=д<1 ряд схо- 
дится условно. 
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| 2 
103. Для ряда Yo [у TP) af р) определить: 

nin 

a) область абсолютной CXOMMMOCTH; 6) область условной сходимости. 
Решение. Очевидно, если р равно целому отрицательному числу, 

то ряд сходится абсолютно. Поэтому считаем, что р =ё — п. 
Рассмотрим отношение 

вые) (1+1) = 144 2 + O* (=) при n> co, 

(1-Е р) (2 + р) +++ (n+ р) 
nin? 

рого номера имеет определенный знак. 
Из данного отношения, на основании примера 90, находим, что ряд 

сходится, если 9— р >0. На основании же признака Гаусса, заклю- 
чаем, что ряд сходится абсолютно, если 9 — р > 1. Из этого отноше- 
ния следует также, что если 9 —р< 0, то последовательность |6, | 
монотонно возрастает и, значит, ряд расходится. Если же д=р, то 
имеем: 

где последовательность Dy, = начиная с HeKOTO- 

; == 1+0*(75) при п -> co, (1) 
n+l 

Покажем, что D, не стремится к нулю MpHn-—> co. Из (1) следует, 
что 

fi— oo 

b 
lim ; —— 1) = C = const. 

n+l 

Это означает, что ye >O AN (=) такое, что Vn > М выполняются 
неравенства 

ЕЕ рт =, ... п 2), 

откуда, считая, что № достаточно велико, находим: 

“Net C+e C+e C+ в 

<) tarp) (+=). 
Из этого неравенства, учитывая пример 38 (гл. I, ч. 1), получаем: 

b = Latest ota] о кет? аня аня + oe, 
п 

Следовательно, 
1 1 i 

| 5n| > |Ons1 ie CID (at tomet
er te) 

Поскольку правая часть этого неравенства OT п не зависит, TO | b,| не 
стремится к О при 4+ со, что и требовалось установить. А тогда, 
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в силу необходимого признака сходимости, данный ряд расходится, 
если р = 0. 

Итак, заключаем, что при px<g<p-+1 ряд сходится условно, 
а при g>p+l — абсолютно. Кроме того, он сходится абсолютно, 
если р равно целому отрицательному числу, а 4 — любое. 

104. У ("). где |") _ mim!) aan Sona D 
n=] 

Решение. Для удобства представим общий член ряда в виде 

(™) = (— 1)"-1p b, = п—т— 1) (n —m—2)--- (1 —m)m 

n п, n! 

Очевидно, при т= 0, 1, 2, ... ряд сходится абсолютно. Поэтому, 
исключая этот случай, можно образовать отношение 

m+ 1 m ee eee ee (1) On +t n 

Так как начиная с некоторого номера fly последовательность 6, 
имеет определенный знак, то, не умаляя общности, будем считать, 
что в, >0 (n>). В таком случае из отношения (1), учитывая пример 
90, находим, что ряд сходится, если m+ 1 > 0. Поскольку при m+ 
+ 1 < 0 последовательность монотонно возрастает, то условие т + 
+ 1>0 является также и необходимым для сходимости ряда. Далее, 
по признаку Гаусса, из (1) следует, что ряд сходится абсолютно, если 
т > 0, а при т < 0 — расходится (абсолютно). 

Таким образом, все сказанное позволяет сделать вывод, что при 
т > 0 ряд сходится абсолютно, а если —1| < т< 0, то ряд сходится 
условно. 

со 'а. а. 

105. Пусть >) a, — не абсолютно сходящийся ряди Ри = у at , 
n=l i=! 

= |. 
| a;!— a; N, 

yu . Доказать, что lim 

i=} a es Pa 

ivasares bcCTBO. Обозначая через S, и Cy соответственно 
частичные суммы данного ряда и ряда, составленного из абсолютных 
величин |a;|, будем иметь: N, = С, — 5 и Ри = С, - и. В силу 
условия теоремы, можно написать, что limS,=S, limC, = + ©. 

N+ oo п oo 

C,—S,, N,, 
A тогда lim р. p= = lim o> crs, = = 1, что и требовалось доказать. 

__4\n+1 

106. Доказать, что сумма ряда У oe для каждого р > 0 лежит 
п 

n=! 

| 
между 5 и l, 
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Доказательство. Так как ряд, в силу признака Лейбница, 
сходится, то подпоследовательности частичных сумм его имеют один и 
TOT же предел $, причем подпоследовательность 

1 1 | ИИ 
Е Ва +--+ amp an?) 

возрастает, а подпоследовательность 

1 4 | | Sina =1—(55—39) и Gop a) 
убывает. Следовательно, S,,,< $ < S,,_,, откуда находим, что S< Sy= 
—=1. Для доказательства оценки снизу рассмотрим подпоследователь- 

НОСТЬ S,,_, Поскольку график функции 5 (2>0, x > 0) является 

выпуклым BHH3, ТО ВЫПОЛНЯЮТСЯ teanecr 

> 2 2 

ЭТ > BP и Ри т 7 Gin? 
1 | 
Г > 2 

Отсюда для S,,_, имеем оценку: 
1,1 1 l 

Sint РТ Ти — 17 тр Ри > 
14 ! 

Slate a sto | 5p Som 
из которой предельным переходом получаем: 

lim Sy,_y = S> I> lim S,, = 1—2>. 
во ОР 

| 
Итак, б> opie? 

107. Сколько членов ряда следует взять, чтобы получить его сумму 

что и требовалось доказать. 

_ —1 
с ТОЧНОСТЬЮ ДО = = 1078, если: а) ( et 6) уе: 

n= 

Решение. а) Согласно оценке остатка, вытекающей из теоремы 

Лейбница, нужное число Л находим из неравенства < 
V(N+1?+ 1 

1 
< 1%, откуда N > 105. 

6) В силу признака Дирихле, ряд сходится, а по теореме п. 5° 
сумма ряда равна сумме сгруппированного ряда 

о 180n—1 

У (пн, bn = (—1)r+! у VE ’ 

n=l " R=180(n—1)+1 у 

который, очевидно, является рядом лейбницева типа, т. е. сходящимся 
по признаку Лейбница. Следовательно, для остатка этого ряда спра- 
ведлива оценка 
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180n-L179 180n-L179 
sin k° < | по ] 6 
УЕ < И180 1 у, sink <7 т < 10 , 

k=180n-+1 k=180n-+1 N +1 sin 360 

откуда М > 1,32 . 108. 
108. Доказать, что гармонический ряд останется расходящимся, 

если, не переставляя его членов, изменить знаки их так, чтобы за р 
положительными членами следовало бы д отрицательных членов (р=9). 
Сходимость будет иметь место лишь при р = д. 

Доказательство. Указанный в условии ряд 

1 | 1 1 | 1 | 
РУ ТУРЕ р "р о Тр q jr 

] 
Ра’, 

в силу примера 76, сходится или расходится одновременно с рядом 

bebe tt pit pitta} 
Не + 0 

Пусть р >q. Поскольку справедливы оценки 

1 ] 1 1 9 | 
=— — eee — — ee бор — —_ — —— (oo +4) [+ > (P—9)-—, 

1 | | | 
бет (ея) > 

q 1 =o) 
oa та? ФЩЫ— Ро , 

Son > (Pp — Фе. + =, >0 

и Им x, = +o, то ряд (1) расходится. 
П->+ oo 

np + (п— 109 

Пусть р< 9. Тогда, оценивая частичные суммы ряда следующим 
образом: 

q—pP Si<p, $ < р— S3< p—+—= о p+q’ 
q —_9—Р 3] 

Sas P— ЕО ~ tera СР о 1+5), 

1 q 
Sy <p Нч ии оо, n— | 

941 < Р— ее +> +4), 

находим, что lim S,,,,; = — oo, т. е. ряд (1) расходится. 
П-+ 00 

Наконец, пусть p=q. Тогда ряд (1) есть ряд лейбницева типа, 
следовательно, он сходится. 
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$ 3. Действия над рядами 

1°, Сложение рядов. Если ряды 

Уи В, | (1) 

сходятся, то справедливы равенства 

21 а, + bp) = Х Ха, + BY On 

где A, и — произвольные числа. 
2°. Правило Коши. Согласно правилу, под произведением двух 

рядов (1) понимается третий ряд, общий член которого имеет вид: 

с, = AD, + аб, +++ + nb. 

Вообще говоря, У с, == Dy Ay + Dy 6.. Однако, если один из рядов схо- 
n=1 n=! n=l 

дится, а второй сходится абсолютно, то всегда 

Эта формула справедлива и в том случае, когда все три ряда сходятся. 
Найти суммы рядов: 

21 
~ cos -=— 

109. № = 
n=!1 

Решение. Так как 

cos =" = 1 —2 sin? — — >,» если nH BR (k=1, 2,...); 

|, если п = ЗК, 

со со 

] | 
и ряды У =, Ms сходятся, TO, на основании утверждения 1°, 

n=! n=!1 

имеем: 

~ cos 278 
30 1/1 1 1 1/1 1 1 

№ о я а-я) +» -— 
n=! 

1/1 | | =2¥ Wis 2 
+ (ae + os) + 9s "то gst 2 97 7* 

n=! n=l 

110. ха" (|xy|< 1). 

5) |



Решение. В силу сходимости ряда » (ху), на основании утвер 
heal) 

ждения 1°, имеем: 

у Ни" = Рули xy? ХУ ХУ + 
n=0 

= -У (ху)" Уи" = = (1+ Уи" = ett 
n=0 

xy ® 

n=0 

со со —_ р 

111. Показать, что он LS р 

| 
Решение. Ряд Bis сходится, поэтому, согласно 2°, имеем; 

oo 

n=2 

(—1)* | 
где уе e+ = (—1)" У (ати, b= 
_ ых 
А-П) 

k 

Так как СУ 
и _ 

Aaa ai — 1" =0 w= 1,2, ... 
k=0 

ЧТО И требовалось показать. 

| - —1)7Н 

112. Показать, что квадрат сходящегося ряда у. = является 
Va 

n=l 

рядом расходящимся. 

Решение. Прежде всего заметим, что данный ряд сходится (услов- 
HO) по признаку Лейбница. По правилу п. 2°, имеем 

(Г 17-2 yet n 

“-У| УЕ УЕ” 0 eat 

Поскольку У 
| | (р 
Se Oh ...; R=1,2,..., 4), TO 
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Следовательно, ряд Yen, в силу необходимого признака, расходится, 
n=l 

что и требовалось показать. 
113. Проверить, что произведение двух расходящихся рядов 

fl . 

| — № 3] и |1 + У? | ‘(2+ onl есть абсолютно сходящийся 

1 n= 

ряд. 
Решение. Легко установить (хотя бы с помощью признака Коши), 

что эти ряды расходятся. По правилу перемножения рядов имеем: 
—1 п 

Си = a1 On + Рая + ps ArOn—e4i, 
=2 

3 n—1 3 n—2 

где ат = [ ‚ ан = —(3) , by = l, bn — (3) (2 п—1 +- ta = 2, 3, ...). 

Следовательно, 

Тогда У. == У yn = 4, что и требовалось показать. 
n=] 

$ 4. Функциональные последовательности и ряды. 
Свойства равномерно сходящихся функциональных 
последовательностей и рядов 

1°. Понятие равномерной сходимости последова- 
тельностей и рядов. 

Определение 1. Последовательность функций [р (х) (n= 1, 
..) называется сходящейся к функции f(x) на промежутке X, 

если при каждом фиксированном значении хЕХ числовая последо- 
вательность f[n(X 9) сходится к числу f(x), т. е. У >0 ЗМ = 
== Л (=, №) такое, что Уп > М(е, хо) справедливо неравенство 

| fn (№) —1(%) | < =. 

Определение 2. Последовательность функций fr(x) (п=1, 
..) называется равномерно сходящейся к финкции f(x) на проме- 

жутке Х, если Ve >0 НМ = М(=) (зависящее от в и He завися- 
wee от x) такое, что Уп > М (=) выполняется неравенство 

| а (х) —F(x)|<e 
одновременно для всех ХЕХ. В этом случае пишут: [и (х) — f(x), 
ХЕХ. 
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Определение 3. Функциональный ряд 
со 

2 иь (к) = ил (Xx) Е из (4) Hoos  шь (Xx) +... (1) 
— 
— 

называется сходящимся на промежутке Х к функции S(x), если 

сходится последовательность его частичных сумм Sp (x) = У ик (x) 
k=l 

(1=1,2,...), причем 

lim Sp (x) = S (x). 

Определение 4. ®yxkyuonanbyout ряд (1) называется равно- 
мерно сходящимся к своей сумме S(x) на промежутке Х, если по- 
следовательность частичных сумм ряда $, (х) равномерно сходится 
на Хк S(x). 

2°. Мажорантный признак Вейерштрасса. Если для 
функционального ряда (1) существует сходящийся мажорирующий на 

Х числовой ряд У ar (| up (х)| < ав, хЕХ, Е =1,2, ...), то ряд (1) 
t= 

сходится равномерно Ha X. 
3°. Критерий Коши. Для равномерной сходимости ряда (1) на 

промежутке Х необходимо и достаточно, чтобы Ve >0 ЯМ = N(e) 
такое, чтобы Vn > М (=), Ур > 0 неравенство 

| бир (x) — Sn (х) | < в 
выполнялось сразу для всех хЕХ. 

4°. Признак Дирихле. Если частичные суммы ряда 
со 

» Un (x) 
n=! 

равномерно ограничены Ha промежутке Х, т. е. существует такая 
постоянная с (O<c< - <), что 

15» (<)|=| У ив (х)| < с при n= 1,2, ... и всех хЕХ, 
k=1 

а последовательность функций V, (X), ие (xX), ..., Un(X), ... , МОНОТОН- 
но не возрастая, равномерно стремится к нулю на Х, то ряд 

У! ик (x) ve (x) (2) 
— 

сходится равномерно Ha X. 
5°. Признак Абеля. Pag (2) сходится равномерно на проме- 

жутке Х, если ряд х Up (х) сходится равномерно на X, а функции 

Up (x) (k = 1, 2, ) ограничены в совокупности и при каждом х 
образуют монотонную последовательность. 
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6°. Функциональные свойства предела функцио- 
нальной последовательности и суммы ряда. Если после- 
довательность непрерывных функций {[»(х) (п=1,2, ...) сходится 
равномерно Ha [а, 6] к функции I (*), TO / (x) непрерывна Ha [а, 6]. 

Если все члены ряда S(x) = oy и, (x) непрерывны Ha [a, 6] и ряд 

сходится равномерно на [а, 6], то его сумма 5 (х) непрерывна на [а, 6]. 
7’. Предельный переход под знаком интеграла и 

почленное интегрирование ряда. Если последовательность 
непрерывных функций | (х) п=1,2,...) сходится равномерно на 
[а, 6] к функции f (x), т. е. fnr(x) > F(x), хе[а, 6], то 

VAG dt = (Fade 

при любом ху Е [а, 6], п-> oo. 
Если ряд (1), члены которого непрерывны на сегменте [а, 6], схо- 

дится равномерно на этом сегменте, то справедливо равенство 

(sma 
k= Xo 

Uy (Е) dt, (3) 
| 

т. е. ряд (1) можно почленно интегрировать в пределах [X%, x] при 
любых х H x из [а, 6], причем ряд (3) сходится равномерно по x на 
[a, 6]. 

8’. Предельный переход под знаком производной 
и почленное дифференцирование ряда. Если последова- 
тельность непрерывно дифференцируемых функций {м (х) (n= 1, 2, ...) 
сходится к f(x) на [а,6], а последовательность | (х) п=1,2, ...) 
сходится равномерно к ¢ (x) на [а, 6], To f(x) также дифференцируема 
на [a, В] и [ (x)= ¢ (х) = Птр (x), т. е. допустим предельный переход 

N-> co 

под знаком производной. 
Если ряд (1) с непрерывно дифференцируемыми членами сходится 

на [а, 6], а ряд производных 

в (х) = 3 ui (x) 

сходится равномерно на [а, 6], то сумма ряда S(x) дифференцируема 
на [а, 6], причем на этом сегменте выполняется равенство 

S$’ (x) =o =У що), 
т. е. ряд (1) можно почленно дифференцировать. 

9°. Почленный предельный переход в функциональ- 
ных рядах и последовательностях. Если функциональный 
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ряд (1) сходится равномерно в некоторой окрестности точки хо и еслн 

lim up (x) = ch (R= 1,2, ...), то числовой ряд x Ck сходится, причем 
х-— хо 

lim х Up (х) = х Ck, 
X7> Xo k=] 

т. е. в равномерно сходящемся ряде можно переходить к пределу по- 
членно. 

Если последовательность функций f,(x) (п=1,2, ...) равномерно 
сходится в окрестности точки х, и при каждом п существует конечный 
предел 

lim fn(x) =A 
Х-+Хо 

то последовательность чисел A, (п =1,2, ...) также сходится и 

lim (lim fn (х)) = lim (lim р, ©). 
Х->Хо По п-® Х-4^% 

Определить промежутки сходимости (абсолютной и условной) сле- 
дующих функциональных рядов: 

со р ; 

114. ae (q>0; O0<x< 72). 
n=1 

nP 

Решение. Для сходимости ряда необходимо, чтобы Ta == 
n 

| 1 = Tana 9 при п-> со, т. е. чтобы g — р > 0. 

1 — cos 2nx 
Абсолютная сходимость. Tak как jsinnx|> sin? nx = 5 , 

то ряд 
со 

>, 
n=1 

nP . . cos 2nx 

ги > и yee 

расходится при O<q—p<1. Действительно, первый ряд справа, 
р 

n 
в силу признаков сравнения, расходится к -+ oo, поскольку qi ~ 

п 

при п -— со, а второй ряд справа при O<q—p<1, по при- ~— 

9—р 
п 

знаку Дирихле, сходится, ибо 

| у cos 2kx 
k=! 

{0 при n> <. 

и их -cos(n+1)x < | 

sin x S| sin x | 

И 
1+ n? 
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С другой стороны, поскольку |sinnx| < 1, To ряд 

. nP . \" nP 
—— | SINNX|) < 

Lisl Sp 
n=] n= 

n? | 
в силу признаков сравнения, сходится, если g—p >| 

при П > © 

Таким образом, исследуемый ряд сходится абсолютно только при 
g—p>l. 

Условная сходимость. Представляя данный ряд в виде 

со 

у. sin nx 1 

ь Ри 
=1 

н пользуясь признаком Абеля, находим, что при g—p>O ряд 
В 1 

сходится. Действительно, в этом случае последовательность Tha 11 
n 

sinn 
при п - co, a м У a р в силу признака Дирихле, сходится. 

=] 

Следовательно, при "0 <q—p<_1 исследуемый ряд сходится условно. 

| 
115. 

у; р -- ay? 
n=] 

Решение. Так как (см. пример 37, гл. I, ч. 1) п Зуя > 
| п! 

(п=1, 2, ...), то для сходимости ряда необходимо, чтобы x + 0, 
а также |a| 1 (при x = 0 или при | а |=1 данный ряд, в силу призна- 
ков сравнения и расходимости гармонического ряда, расходится). 

При x 40 и |а| == 1 применяем признак Коши. Имеем: 

| 

n> © Ут 1+ ae’ x? по n 211 n V та”? 1, если |а|< 1. 

Отсюда следует, что при |а|>1 ряд сходится абсолютно, а при 
|a|< 1 0 сходимости ряда ничего сказать нельзя. 

1 | 

7 ‘тама 7) 
признака сравнения, если |а| < 1, исследуемый ряд расходится. 

Итак, ряд сходится абсолютно, если |а| >1u x<0. 

116. 8) ~_ (y> 0). 
LS 

Далее, поскольку при |а|< 1 то, в силу 
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Решение. Пусть O<y<l. Тогда ряд, по признаку Коши, 
сходится при |х| < 1. Действительно, 

im И | = |x| т = |x|<l. 
M—» co Vee 

Если O<y<1ux>1, To rte > п = a ~ т, Следовательно, 

в силу признака сравнения, данный ряд расходится, ибо расходится 
гармонический ряд. 

Если О<у<1 Е х< —1, то общий член ряда к нулю не стре- 
x |" 

MHTCA, так как lim = -L ©. 
nm oo п y” 

Если O<y<1ux=-—l, то получим ряд лейбницева типа: 

со 

(—)* 
пу" 

n=l 

Пусть y >1. Тогда ряд 

У (Fy | = 
n=] 

в силу признака Коши, абсолютно сходится, если |х| < у. 
При x == + у общий член исследуемого ряда к нулю не стремится, 

п 

так как lim —~— = 1. 
поп Ну" 

Итак, если O<y<l и |х| <1 или |x|<yuy>1, то ряд 
сходится абсолютно. Если же х = —1 и O<y<l, то данный ряд 
сходится лишь условно. 

117, УР) es 0). 
n 

n=! 

Решение. Рассмотрим три случая: a) О<х< 1,56) x=1; B)x>1. 
и 

В случае а) имеем: п (1 + х”) — x" при n+ с. Так как ряд У т 
n=1" 

согласно признаку Коши, сходится при любом у, то, всилу признака 
сравнения, при таких же условиях сходится и исследуемый ряд. 

В случае 6) получаем ряд yee который при и > 1 сходится по 
n=1 

признаку сравнения. 
Наконец, в случае в) имеем: 

Ing + x") =ыпшх-Е Ш | Ня) Имя при И -> ©. 
x



Поскольку ряды У) - сходятся при и > 2, то данный ряд, 

т
я
 

— п 

по признаку сравнения, также сходится при y > 2. 
со a, 

118. Доказать, что если ряд Дирихле у -; сходится при Х = Xo, 
n 

n=] 

то этот ряд сходится также при xX > Xo. 
Доказательство. К ряду 

пх—хо 

и n=” 

со 

а 

применим признак Абеля. Здесь ряд У = сходится По условию} 
n 

n=1 

Fax, ~~ MOHOTOHHas И ограниченная последовательность при Хх > №. 
n 0 

Следовательно, по признаку Абеля, ряд сходится также при х > Xp, 
119. Доказать, что для равномерной сходимости на множестве Х 

последовательности f,(x) (п=1,2, ...) к предельной функции ] (x) 
необходимо и достаточно, чтобы 

lim (sup rn (x)) = 0, 
N-> о XE 

где tn (x) =| f (x) — (|. 
Доказательство. Необходимость. Пусть f, (x) сходится равно- 

мерно на множестве Х к функции f (x). По определению, это означает, 
что Ve >0 ЧМ (=) такое, что Уп > М№М(=) выполняется неравенство 
[fn (х) —{(х)| <= Vxe X. Отсюда следует, что зир г» (х) < 

Достаточность. Пусть lim (sup ги (Х)) =0. Тогда Ve <0 ЯМ (=) 
П-+ co xEX 

такое, что SUP гл (x) < в. Но так как ги (x) < SUPrn(X), TO ги (х) < = при 
xEX ХЕХ 

УхЕХ. 
Последнее, по определению, означает, что f, (x)= f(x), что и требо- 

валось доказать. 
Исследовать последовательности на равномерную сходимость в ука- 

занных промежутках: 

120. fn(x) =; а) О<х<о; 6) 0<х<1. 
| Решение. a) Имеем: f(x)=lim x" < lim бя — 0. Так как вар" = о 

N-> oo nN-> oo 
0<x<> 

. | 
и lim — =0, то, согласно примеру 119, последовательность сходится 

N-» 00 

равномерно. 
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6) Находим предельную функцию f(x). Имеем: 

f(x) = lim f(x) = [? если О<х< 1; 
‚ ели х=|. 

Следовательно, 

x" если O<x< 1; 
| fn (x) — F(x) | ={9 если x = |. 

Поскольку sup | f(x) — [№ (х)| = 1, то, в силу упомянутого примера, сх | 
последовательность сходится неравномерно. 

121. м (х) = x" — мы; O<x<l. 
Решение. Очевидно, [(х) = Пт р, (Х) =0 при О<х<!1. По- 

По 

скольку 

- sup lin) РОО тя) "и 
0<х<1 

— ! jj — 
ет +n) )= phim => 

TO по критерию, доказанному в примере 119, f, (x) 2 0. 
122. | (х) = x" — x", O<x<l 
Решение. Здесь также f(x) = limf, (х) = 0, х6[0, 1]. Функция 

no о 

Ён (х) достигает абсолютного максимума во внутренней точке сегмента: 

Xn = — 6 (0, 1). Таким образом, имеем: 
V2 

sup n(x) = fn (Xn) = = ‚ lim( SUP vn (x)) = + 5 0. 
ХС [0, 1] 

Отсюда следует, что последовательность {» (х) > 0 неравномерно. 

123. fn (х) = О<х< 1. 
Nx 

lt+n+x’ 
. Nx 

Решение. Нетрудно видеть, что f (x)= lim 

. Поэтому 

= xX и спра- 

ведлива оценка Sup —X 
nx < 2 

«ГО, 1] 1-х ntl 

lim ( SUP [fn — FX) ) = 9, т.е. fn (X) 5X. 
По xE[0 

124. f(s) = VP +4, << +. 
Решение. При noo fp(x)>|x| на интервале (— со, +o), 

Su = 

причем 
| 

Я в—1х|| = sup п 
у reer tere (Yes titel)" 

поэтому fn (x)= |x| на всей числовой оси. 

| 
sup 

xE(—~, ~f-00) 
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125. fn (x yan Vo x-+2—Vx); О<х< +o. 

Решение. Очевидно, 

f(x) = lim ! 
me Vet lays = 

(0<х< + <). 

Поскол ку 

! ! оо, 

Vi | у te yqPetavy © 

то, по утверждению примера 119, последовательность сходится He- 
равномерно. 

Sup 
0<x<+o 

126. а) fra(x) = мя, —©ю<х<-+ о; 6) fn (x) = sin = ; —o< 

<х<- о. 

Решение. Имеем: a) f(x) = lim nn = 0; 6) f (x) = lim sin 7 =0. 

Tak Kak a) Sup | fa(x) =p > 0 прип- co; 6) sup sin |= 
—o <x<¢+ —0 <x <-+.00 

== | [достигается при X,= 5 "(2k + 1) (k=0, +1, -2, .. )} | 

то, в силу примера 119, заключаем, что в случае а) },(х)20, 
а в случае 6) последовательность сходится неравномерно. 

127. a) fy, (х) =arctgnx; O< x< о; 6) [р (х) = хаг@ ях; 0< 
< х< - 00. 

Решение. а) Имеем: f(x) = lim arctg nx = = Поскольку 
}Пп- 0 

п . к к 
зир |5 —arctg их = lim > —arctg пх | = 5, 

0<x< fo x-++0 

TO последовательность, согласно примеру 119, сходится неравномерно. 

6) Здесь f(x) = о. Найдем supr,(x). Дифференцируя функцию 

n(x), имеем: 

’ п nx 
n(x) = 7 arctg nx Tae 

Уравнение r;, (x) = О при каждом п имеет корень х„. Далее, limr, (x) = 0 
x-++0 

. | | п 
fim n(x) = lim aa > ( = = , Tn (Хп) = > —arctg nx, | Хи = 

2 
пх 1 

n = ———— << —, 

1+ их. п 

| 
Таким образом, Sup rn(x)=—, lim ( sup r,(x))=0, т. е. 

O0<x<+ N-rco XE (0, +) 

TX 

[1 (x) 5 9 

61



128. f, (x) = ( ] -- ai а) на конечном интервале (a, 6); 6) Ha интер- 

me) (— со, -- со). 

ешение. В обоих случаях легко находим предельную функцию 
f (x) == e*. Далее, в случае а) получаем: 

lim г» (а) = lim |еа — ( -|- a) = 0, 

lim 7, (6) = lim e — (1 +5) — 0. 
f-> oa nov oo 

Из этих соотношений вытекает, что уравнение 

x \" ’ п | о 
х \п—1 

всегда имеет корень Xp (а < Xn < 6). Из (1) получаем: е”" = ( + = , 

х \п—1 

Используя это выражение, для г„(х) находим: г, (хи) = I+ in 4 

Xn M\" M 
< (1 +") — —0 при n> со, где М = тах (|а|, |6). Следо- 

вательно, последовательность на интервале (а, 5) сходится равномерно. 
В случае 6) получаем: 

lim 
X-> -+ 00 

= — (1 +2)" = +0, 

поэтому sup f,(x)=-+ с. Таким образом, последовательность 
—юхх<--® 

fn(X) на всей числовой оси сходится неравномерно. 

129. На — 1; l<x<a. 
Решение. Легко найти, что |, (х) > шх на [l,a] при п- о. 

1 

Дифференцируя функцию ги (x) = | шх— п Fa — 1} ‚ получаем Fp (х) > 
> 0 при х> 1, в силу чего г„(х) не убывает на сегменте [1, а]. Сле- 

1 

довательно, sup Ги (Хх) = | па —alat — | | ; lim ( 
ХЕ п, а] fi-> co 

fn(x) 2 Inx на 1, а]. 
130. 

sup Ги (х)) = 0; 
xé[l, a] 

Го n°x, ели О<х<- 

|, (Х) = ‹ "(2 —х), если 

на сегменте [0, 1]. 
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Решение. Поскольку ][,(0) = 0, то limf, (0) =0. Далее, для 
По 

Ух с (0, IAN: Уп > М x> 4, Следовательно, f,(x)=0 Hu 

lim f, (x) =0 при x € (0, 1. таким образом, f(x) = lim i, (x) = 0 при 
По 

хе [0, 1]. 

п 

lim uP AE (9). = и ‘co, в силу чего последовательность сходится 
nit co 

| 
Поскольку, Sup i, (x) =n [и достигается при r=4), TO 

равномерно. 
131. Пусть f(x) — произвольная функция, определенная на сег- 

менте [а, 5], и |. (x x) = Га (n= 1, 2, ...). Доказать, что 

Г (<) 3 F(x) (a<x< bd) при nao. 
Доказательство. Из определения Целой части следует, что 

[nf (x)] = nf (x) — р, (9 (0 <р,(х) < 1). Поэтому f, (x) можно пред- 
Pate Отсюда находим: limf, (x) = 

N=» oo 

ставить в виде: f, (x) = f(x) — 

= 16), а также |1,(9 — |= < 50, те fa(x) 3 Fle). 
132. Пусть функция f(x) имеет непрерывную производную | (x) 

на (а, 6b) и | (х) =п (7 (x ++ 4) i (x)] . Доказать, что f, (x) 2 [ (x) 

на сегменте a<x<8, где ax ax P< 6. 
Доказательство. и условия существования производной 

вытекает, что lim n(j x= — Год) = =f’ (x). Применяя к функции 

r, (x) = (x) _ 1 (7 (x -- 1) — 19| формулу Лагранжа, получаем: 

Р-Р ("= 
Поскольку функция } (x) непрерывна на сегменте а < х< В, то, по 
теореме Кантора, она равномерно непрерывна. Это значит, что Ve > 0 

6 (=) >O такое, что как только ra < 6, TO Г, (Хх) <: для всех x Я n 

+) ) 

г, (х) — (0 < 9, (х) < 1). 

сразу. Но неравенство < 65 выполняется при достаточно боль- 

WOM 1 H Ух, поэтому, переходя на язык «= — №», скажем следую- 
щее: для У=> О ЗМ (=) такое, что при Уля > М(=) выполняется не- 
равенство Р, (х) < = сразу для всех x€[a, В], т. е. f, (x) 2 f/f (x), что 
и требовалось доказать. 

п 1 

133. Пусть f, (x) =» -- [Е 5), где { (x) — непрерывная фун- 

кция. Доказать, что  последовательность [„(х) сходится равномерно 
на любом конечном сегменте [а, 6]. 
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1 

Доказательство. Очевидно, lim f, (x) = | f(x +t)dt=o(), 
0 По 

причем ф (x) Е С[а, 6]. Представив функцию ¢ (x) в виде 
НН 

п П 

ея =D 1+4 
п 

и применив теорему о среднем для интегралов, получим: 
i+1 

ги (х) = у Fre vga lea — 
i=0 

n—| 

LM (+9 
1—0 

Их) <t Dietary i=0 

Из равномерной непрерывности функции f(x) Ha любом конечном 
сегменте [a, 6] следует, что Ve >0 48>0: Ух, же[а, 5], 

|1 — № | < 8 => |f (я) —F (x2)| < =. 

Взяв п настолько большим, чтобы 

и 
n 

i 
, re welt, 

t— |<, получим #,„ (Хх) < 

< е, откуда следует, что f, (x) $ f(x). 
Исследовать характер сходимости следующих рядов: 

хп 

134. У, = на сегменте —| < хх 1. 
n=] 

Решение. Оценивая остаток ряда следующим образом 
со 

Ё 
У on < У _ О при п - oo, 

=n-+l k=n-+1 

где S(x), S, (x) — соответственно сумма и последовательность частич- 
ных сумм данного ряда, сходящегося в силу признака сравнения 

|S (x) —S, (x) | = 

N хп 1 
2 

У 5 | < У =; < +], заключаем, что рассматриваемый ряд 
n=! 

сходится равномерно. 

135. У > на интервале (0, + с). 
n=0 

Решение. Так как сумма этого ряда S(x) = e*, то остаток ряда 

k 
rn(=e— We. Но sup|r,(x)| = + < (функция e*-» + co при 

ыы 0<x<+o00 
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х—> -- co быстрее любой степенной функции x"), поэтому ряд схо- 
дится неравномерно. 

+ 00 

136. >) (1 —x) x" на сегменте O< x <1. 
n=0 

Решение. Частичная сумма ряда S, (x)= >) (lI —x) x* = 1— 

— 1, 0< x < 1; отсюда находим сумму ряда — 

S(x) = 1, если 9 <х<!: 

0, если x =1. 

Следовательно, р |S, (x) —S(x)| = 1, т. е. данный ряд сходится 

неравномерно. ы 

Примечание. Если функциональный ряд непрерывных на сегменте функ- 
ций сходится на этом сегменте к разрывной функции, то ряд сходится нерав- 
номерно. 

x ® 

37.) Go 9$ х< + 0. 

Решение. Находим частичную сумму ряда 
n n 

x 1 1 1 
Sp (х) = 2 ЕП +l) “Yea -enl= 1— пх 1’ 

откуда получаем, что S (x) = Ито, (x) = 1 (О < х< - <). Далее, 
П>® 

. ] 
поскольку зир ———- = lim ———= 1, To яд сходится HepaBHO- 

О<х<--= nx + | х—--0 nx + | P р 

мерно. 

nx . 138. S saws pay? а) О<х<е, где o> OF 

6) = < х< +4 со. 
Решение. Представляя общий член ряда а„(х) в виде 

| 
A, (х) = имам... ат@-п» — 

| 

(LF x) (PF 2x) + (PF (a = 1) x) а-ля), 
находим частичную сумму ряда 

Sy (x) = | 
| 

(1+ x) (1 2х)... (1 nx)* 

Отсюда следует, что 

S (x) =limS, (x) = 
tl-> co 

|, если x > 0; 

0, если х=0. 

3 6-171 65



Далее, в случае а) имеем: sup |S(x)—S, (x)| =|S(+0)— 
О<х<е 

—S,, (--0) | =1, поэтому ряд сходится неравномерно. В случае 6) находим: 

| 
su $ (x) — 5. (x)| = 

uP | (%) n (*) | (ЕН =) (1 + 2=) +++ (1+ 22) 

в силу чего ряд сходится равномерно. 
Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать равномерную сходи- 

мость в указанных промежутках следующих функциональных рядов: 

> 0 при п -— со, 

вх 

139. Ут, |x| < + ©. 
n=1 

Решение. Найдем sup ja,(x)|, где a,(x) — общий член ряда. 
|x] <= 

Имеем: 

sup |а„(х)|= sup | ne | 2 
ке” < | 1-Е 75° 

1 
и достигается при x, = . Следовательно, ряд 57 является 

-5. 
п? n=1 2n 2 

мажорантным для данного ряда. Так как мажорантный ряд сходится, 
то исходный ряд, согласно признаку Вейерштрасса, сходится равно- 
мерно. 

2 _n | 

140. Lats < |< 2. 
n=l 

Решение. Легко найти, что 
_ 1 

sup (x” +X п) = 2” -- on < 2+, 

> < <? 

“A 

Поскольку, К тому же, ряд Ут, в силу признака Далам- 
п 

a=! 

бера, сходится, TO исследуемый ряд СХОДИТСЯ равномерно. 

м. У "_ |х|<а, rmea>o. 

=] 
Решение. Мажорантным для данного ряда является ряд 

ап 

› on сходимость которого при а< 1 очевидна, так как в этом 
n | | 

случае › < Vora 
n —a@a 

BI n=l 
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Пусть a> 1. Тогда, обозначая через $, последовательность час- 
тичных сумм мажорантного ряда, в силу оценки 

2 3 

$. < Son = gt ata + eee - 

п— | 

q2k+l 

<a+2 erm kept = S, 

получим S, < 5. Следовательно, последовательность S,, будучи мо- 
нотонно возрастающей, ограничена сверху. А тогда, по известной 
теореме, она сходится, т. е. сходится мажорантный ряд. 

142. Ува). |[х| <а. 

Решение. Исходя из неравенств 

< 
n! ni. 

x? a? 

O< in(1+—5 п шв а 

2 

И сходимости числового ряда У » Мажорантного для данного 
п 112 п 

функционального, приходим к выводу о равномерной сходимости пред- 
ложенного ряда. 

Исследовать на равномерную сходимость в указанных промежут- 
ках следующие функциональные ряды: 

sin nx 
143. у тия a) на сегменте ¢ < X¥< 2x —e, где е > 0; 6) на сег- 

n=l 

MeHTe 0< x < 1%. 
п 

Решение. а) Так как частичные суммы У sinkx ограничены 
f= 

п 

алия, sin! i ] 

y sin kx = a: <—; < - = |, 
hol | $ 5 Sil ~> 15. 

| 
а последовательность — }0 при п- со, то, по признаку Дирихле, 

ряд сходится равномерно. 
6) В этом случае указанная сумма не является ограниченной по 

п 

совокупности переменных хи п, поскольку при х=-— (п=1, 2, we) 

n 
у!" 

cos =— 
. kr 2n 

sin > = — —> > 0 при N—> oo. 
sin — 

k=! 2n 

Следовательно, признак Дирихле не применим. 
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Воспользуемся критерием Коши. Взяв в = 0,1, оценим разность 

sin(a + рх sin (n + 2 
| Son (Х) — «= т ++ eT 

sin 2nx __ п) (1+2) ; sin2 _ sin] 
И | ит п Ты > > 

при любом п. Следовательно, по критерию Коши, последовательность 
сходится неравномерно, т. е. неравномерно сходится исследуемый ряд 
(сходимость ряда при каждом фиксированном x (0 < х< 2x) следует 
из того же признака Дирихле, а при х=0 и х = 2т сходимость 
ряда очевидна). 

144. Vi "sings О<х< + о. 

] 
Решение. При каждом фиксированном x > 0 имеем: 2” sin 3ny 

9\" | 
~ (2) = при n> ©. Отсюда следует, что, по признаку сравнения, 

данный ряд сходится. Для исследования на равномерную сходимость 

ряда применим критерий Коши. Пусть e= 1, p=n, x= ga: Гогда 

._ | | . | 
она sin y + 2°" sin ag + +++ + 2*sin ga] > 

| Snap (x) — ол (х) | — 

> 24 sin = >= при п > 1, 

т. е. ряд сходится неравномерно. 

sinx + sinnx , из. > УИ;  О<я te. 

Решение. Так как частичные суммы, в силу оценки 

att 
У sin x sin kx = 2|cos #|| sin’ - sin —— х| <2, 

1 

ограничены, а ee последовательность (п--х) 7 равно- 
1 

Vn+tx 
( 1 __ | — | > 

Vn-+-x Vn+1+x V (at хат» Vntitxe+Vn+x) 

>0) стремится к нулю при п -> со, TO, согласно признаку Дирихле, 

мерно по ы <= ———> 0 при n> | и монотонно no ft 

ряд сходится равномерно. 
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vn] 
(—1 

14 ; . 6. vets О<х< +00 

we yr Решение. Ряд У сходится (см. пример 88), а функции 
, n=l 

~ 2 

( ] + = ограничены (числом 1) и при каждом фиксированном 

х> 0 образуют монотонную последовательность. Следовательно, по 
признаку Абеля, данный ряд сходится равномерно. 

о (— 0”. 
147. УЕ: O<x< +00. 

n=l 

Решение. Поскольку У, (—1)*| < 1, а функциональная после- 

} k=] 
| ] 

М a довательность A 7 x равно ерно IO х (= xp р — [6 при ИП — <>} 

и монотонно по и стремится к нулю при п оо, то, согласно при- 
знаку Дирихле, ряд сходится равномерно. 

148. Если ряд Dy [,(%) сходится абсолютно и равномерно на 

[а, b], то обязательно ли ряд > | 7, (x) | сходится равномерно Ha [a, В]? 

Решение. Нет, не обязательно. Действительно, если, например, 
f(x) =(—1)" о, (x), где о„(х) — неотрицательная функциональная 
последовательность, равномерно по х и монотонно по A стремящаяся 
к нулю, и ряд У№9,(х) сходится, то, по признаку Дирихле, ряд 

УЕ, (<) сходится равномерно. Абсолютная его сходимость вытекает 

из сходимости ряда »,е„ (х). Но так как из сходимости ряда >) 9, (Xx) 
не обязательно вытекает равномерная сходимость, то ряд У |{,| не 
обязательно сходится равномерно. 

Рассмотрим пример. „Пусть o, (x) = (1— хх" и О< хх 1. Равно- 
мерная сходимость этой последовательности к нулю доказана в при- 
мере 12]. Монотонность ее по п очевидна. Следовательно, по при- 

знаку Дирихле, ряд У (—1)"(1—х)х” при хе [0, 1] сходится рав- 
n=0 

номерно. Легко видеть, что этот ряд сходится и абсолютно и сумма 
его 

|, если х= |; 

5 = 0, если х = 1. 

Тем не менее ряд »№|(—1)" (1— х) x"| сходится неравномерно (см. 
пример 136). 
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149. Доказать, что абсолютно и равномерно сходящийся ряд 
9 

Х in (x), О<х<1, где 
neo 

ГО, если О<х< 27+), 

1. _ 

fn (x) == 1 3 (2" 1х), если 2719 < х< 2"; 

| 0, если 2" <x <], 

нельзя мажорировать сходящимся числовым рядом с неотрицательными 

зленами, 

Доказательство. Нетрудно найти, что 

l 0 если > < х< Г; 

Bn (x) = + sin? (2*+4xx),ecmm 2) <х< 7" (kR=1, 2,..., п); 

ГО, если O< x < 2 +5; 
1 

0, если 5 <х< |; 

— и. _ _ S (x) lim 5, (x) =, sin® (211), если 2 Atl) <y<9 к (k=1, 2, ...) 

0, если x = 0, 

где S,(x) и S(x)— последовательность частичных сумм и сумма дан- 
ного ряда соответственно. Далее, 

S (x) — S, (x) = 

ГО, если 5 <x <1; 

=. ть (Qt1nx),ecm QV <cx<Q*® (kR=n+1, n+2, ...): 

0, если x = 0. 

0<х<1 ante 

стремится к нулю при N-> co, то ряд сходится равномерно. 
Абсолютная сходимость ряда следует из того, что при фиксиро- 

ванном хе [0, 1] он содержит не более одного отличного от нуля 
члена. 

Пусть с„— члены числового мажорирующего ряда. Ilo условию, 

с, > sup |f,(x)|. Так как sup F(x) | = — и достигается при х = 
0<х<1 0<х<1 п 

Поскольку sup |5(х) — 5„(х) | т (достигается при х,=- 9 

3 | 
= Sipe? TO C, > т. Однако ряд У) = расходится, поэтому исход- 

n=1 

ный ряд нельзя мажорировать сходящимся числовым рядом с неотри- 

цательными членами. ~ 
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150. Доказать, что если ряд У Ф„(х), члены которого — моно- 
= 

тонные функции на сегменте [a, 5], сходится абсолютно в концевых 
точках этого сегмента, то данный ряд сходится абсолютно и равно- 
мерно на сегменте [а, В]. 

Доказательство. Принимая во внимание монотонность функций 
Ф„(х), оценим остаток ряда г, (х). При хе [а, 6] имеем: 

к 

(< № |940) < № max {| ee (а) |, |9. (6) |. (1) 
k=n+] k=n-+1 . 

Поскольку ряд с членами 9, (xX) сходится абсолютно при х = аих=ьб 
то Ve > 0 AN = М (<) такое, что Vn > N= 

со со 

У 1) <=, У 161 <-. (2) 
k=n-+1 kR=n-+1 

Так как max(|9,(@)|, |¢,(6)|) <|¢,(a)| +], (6)|, To, на основании 
неравенств (2), неравенство (1) принимает вид 

(< У (lee @ltlorO) < в 
хе [а, 6] k=n-+1 

откуда следует, что r,(x) 30 на [a, 6], т. е. исследуемый ряд cxo- 
дится равномерно. 

Абсолютная сходимость ряда вытекает из оценки (1). 

| 
151. Пусть Я, —> со Так, что ряд У CXOJHTCH. Доказать, ЧТО 

n=1 
| ап | 

| 
ряд у, SGT сходится абсолютно и равномерно на любом ограничен- 

— an 
n=!) 

HOM замкнутом множестве, не содержащем точек an (n — l, 2, .. .). 

Доказательство. Пусть Х — замкнутое ограниченное множе- 
ство, не содержащее точек Qa, Тогда, в силу условия a, co, УХЕ X 
и при достаточно больших п > М будет выполнено неравенство | x — 
—а,|>е, где = > 0 — фиксировано. При n> № имеем: 

| | 1 1 | l 

[x—an! [an] nl Г. in| 

an | Qn | 

| 1 
где М = зир|х|. Так как при достаточно больших 1 — . ит 

| 
| ап | 

| 

lanl (1-2) 
рантному признаку Вейерштрасса, ряд с членами U, (x)= 

сходится. По мажо- ~Ta,]> То ряд с членами р, = 

1 
Х — в 
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сходится равномерно. Сходимость ряда с членами | и, (х)| следует из Hepa- 
венства |и,„ (х)| < 6,. 

152. Доказать, что если ряд » а, сходится, то ряд Дирихле 
n=] 

п сходится равномерно их>0 „х СХОД равномерно при x > 0. 

n=l 

1 в 
Доказательство. Функции -х ограничены единицей и при каж- 

1 1 
дом х >. 0 образуют монотонную последовательность ne > 

> 0), а ряд >) a, сходится по условию; поэтому, по признаку Абеля, 

а 
ряд Ma ; сходится равномерно при x > 0, что и требовалось доказать. 

sin nx 
n> 

153. Показать, что функция f(x) = № 
=1 

непрерывную производную в области —oo < х< +. 
Решение. Функции sinnx, соз их непрерывны в указанной об- 

ласти. Кроме того, ряды 

непрерывна и имеет 

fi = У Этих, F(x) = Yi Sos ne 
из , n2 

n=] n=l 

в силу признака Вейерштрасса, сходятся равномерно. Поэтому, во-пер- 
вых, почленное дифференцирование данного ряда, по п. 8°, законно; 
во-вторых, по п. 6°, функции f(x) и [ (x) непрерывны. 

Чо 

154. Показать, что функция f(x) = № т а) определена и 
П=— 0 

непрерывна во всех точках, за исключением целочисленных: х = 0, 
+1, +2, ...; 6) периодическая с периодом, равным 1. 

Решение. а) Функции f, (*) = и непрерывны при всех 

xen (п=0, +1, +2, ...). Представляя },(х) в виде 

fa (2) = 5° x2 a 
и обозначая a= тах (|а|, |b|), видим, что при всех x € (a, 6), где 
(а, 5) — любой интервал, не содержащий точек х = п, функции ! a 

(a) h 
5 И монотонны при каждом фиксирован- 

(ПО, |n| >a) 

ограничены числом 

(Ti) 
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| 
ном хе (а, 6). Ряд ВЕ (п == 0) сходится равномерно, так как его 

члены не зависят от х. Поэтому, по признаку Абеля, ряд с членами 
Ё- (х) сходится равномерно на (а, 5). Поскольку (а, 6) — произвольный 

интервал, не содержащий точек х= и, To ряд Ур(х) сходится 
к функции f(x) равномерно на каждом замкнутом множестве, не содер- 
жащем точек х=0, +1, +2, .... А тогда, по п. 6°, заключаем, 
что функция }(х) непрерывна в области существования. 

6) Поскольку замена х на х-- | эквивалентна замене под знаком 
суммы ‘ряда п на п -- 1, то f(x+1)=f(x), т. е. функция f(x) пе- 
риодическая с периодом, равным 1. 

155. Показать, что ряд >) (nxe—"* — (п — 1) хе-"-0х) сходится 
n=1 

неравномерно на сегменте [0, 1], однако его сумма есть функция, 
непрерывная на этом сегменте. 

Решение. Имеем: 

п 

S,(*) = р (хех — x (kk — Пе 1х) = пхе-их, 

$ (х) = Шт S,(x)=0, хЕ[0, 1]. 
По 

Таким образом, © (х) — непрерывная на [0, 1] функция. Однако 

sup |S, (x) —S(x)| = 4, поэтому ряд сходится к своей сумме He- 
[0, 1] 

равномерно. 
156. Определить области существования функции f(x) и исследо- 

вать ее на непрерывность, если a) f(x) = № (x44 J’ ‚ 6) f®%)= 
n=] 

. x+n(—l)” __ МЛ x УЕ”; в) fo) =) тя. 
n=! 

Решение. a) Ilo признаку Коши, ряд сходится, если lim| x + 
По 

+= <1, т.е. при [x|<1 (и расходится при |x|>1, так как 

в этом случае общий член ряда не стремится к нулю). Функция f(x), 
таким образом, определена при |х|<1. При [xl <г< 1! функцио- 
нальный ряд сходится равномерно, поскольку сходится мажорантный 

| \n 
для него ряд с членами (r+ —] . Поэтому, на основании п. 6°, можно 

утверждать, что функция | (x) непрерывна при |х| <г< 1, т. е. непре- 
рывна на интервале (—1, 

ие 1)" 6) Функции [, (x) = “3 Ннепрерывны при —co <х< о, 

а ряд в членами f, (x) равномерно сходится на всей числовой оси. 
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В самом деле, представив функции f, (x) в виде 

__ 02 x (—1)” 
fn) = aa [+ > }, 

MOHOTOHHbI И ограничены при 
n2 

замечаем, что функции $, (х) = эт ие 

Vi fe be 
каждом х, a ряд >. и —— сходится равномерно на каждом 

П=1 

интервале (—L, L), в силу чего ряд >) р (х), по признаку Абеля, схо- 
a= 

дится равномерно на (—L, L). Поэтому сумма ряда является непре- 
рывной функцией на (—L, Г.). В силу произвольности числа L, 
утверждаем, что сумма ряда непрерывна на всей числовой оси. 

в) Ряд сходится на всей числовой оси. Вычисляя его сумму, 
получаем: 

F(x) = =, если x =2 0; 

0, если x = 0. 

Очевидно, функция [(х) непрерывна при x ~O0 и разрывна в точке 
х = 0. 

157. Пусть т, (Е =1,2,...) — рациональные числа сегмента [0, 1]. 
Показать, что функция 

oo 

jo= YA! o<x<n (1) 
k=1 

обладает следующими свойствами: 1) непрерывна; 2) дифференцируема 
в иррациональных точках и не дифференцируема в рациональных точ- 
ках интервала (0, 1). 

Доказательство. Функции а, (х) =|х—г,| непрерывны при 
любом х. Кроме того, данный функциональный ряд, на основании 
мажорантного признака Вейерштрасса, сходится равномерно. Г1оэтому, 
согласно п. 6°, функция f(x) непрерывна. 

Пусть рациональные числа интервала (0, 1) пронумерованы, напри- 
мер, в порядке, указанном стрелками в следующей таблице: 

2 2 2 2 
“3 5 7 9 

38. Yo, 
4 5 7 8 

ии... 
13



Очевидно, для любого иррационального числа i из того, что |i — г» | > 
-> 0, следует, что К - со. 

[Р-Н Ax—r,|—li—r,| 

Ах. 3° 
k=l * 

по следующему правилу: в первую часть (I) поместим Te его члены, 
номер которых удовлетворяет неравенству 

|i—r,| > [АХ |, (2) 
а во вторую часть (П) — члены с номерами, определяющимися нера- 
венством 

Ряд где Ах +0, pa306bem на две части ) 

| — | < | Ax}. (3) 
° Таким образом, имеем: 

со 

у ТЕН Ах — 7 | — | — Г | -У+У 

Ах . 3° | 
I II k=1 

откуда, учитывая неравенства (2) и (3), получаем оценку 

y tea nislinnl У sgn (¢ — r,) < 3 (4) 

k=1 
Ax . 3° 3k 3k° 

I II 

Пусть Ах->0. Тогда из (3) следует, что |i—r,|—>0. Это озна- 
чает, что ряд справа в (4) начнет «терять» члены, вообще говоря, 
в произвольном порядке; но, в силу замечания, сделанного выше, при 
стремлении Ах к нулю из указанного ряда будут уходить большие 

3 | 
члены, так что У- > О вследствие сходимости ряда У =e 

I] k=1 

Следовательно, из (4) находим: 
со 

Го=У eta (0<:<1. ЗА 

k=1 

Пусть x =r,. Представляем (1) в виде 
п—1 со 

} ly — — | аа | г, | |x — Tp | 
i (x) a 3n : + № 3k + У. 3k ° 

Е=1 k=n+1 

Очевидно, функция 1—1 це дифференцируема в точке х-==г,, 

а функции 
п—1 со 

|x — rp | |x — ry | 
У gk и у, 3k 

k=1 k=n+ 

дифференцируемы в этой точке. Поэтому сумма трех функций есть 
функция не дифференцируемая. 
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158. Доказать, что дзета-функция Римана 

непрерывна в области x >1 и имеет в этой области непрерывные 
производные всех порядков. 

Доказательство. Пусть х > х, > 1. Тогда, в силу сходимости 
ряда 

In? n Ут" (p=0, 1,2, ...) (1) 
n 0 

n=1 

и признака Вейерштрасса, заключаем, что ряд 

InP п при 

n= n=1 

сходится равномерно при ¥ > ху >1. Так как, кроме того, функции 
n—* непрерывны в указанной области, то, по п. 6°, функции 

со 

[прп с(Р) (х) — (—1)? =F 

n=l 

также непрерывны при Хх > х, > 1, т. е. при x > 1. 
Сходимость ряда (1) вытекает из признаков сравнения и оценки 

Х.—1 

Inen<n ? (Хх, > 1), справедливой при достаточно большом п. 
159. Доказать, что тэта-функция 

-- 00 

9 (х) = № е-""”х 
П=—-© 

определена и бесконечно дифференцируема при x > 0. 
Доказательство. Сходимость ряда вытекает из сходимости ряда 

с общим членом e—!"l* и признака сравнения (е—“”х < е""\), т. е. 
функция 0(х) определена при x > 0. 

Далее, рассмотрим ряд 
оо 

У, Пе “п” (р — I, 2, °° .), (1) 
И=— © 

где х > Xo > 0, являющийся мажорирующим по отношению К ряду 

-- 00 

» 22. 2— BNP (2) 

ПП — & 

Поскольку ряд (1), по признаку Коши, сходится, то, по признаку 
Вейерштрасса, ряд (2) сходится равномерно. Следовательно, по п. 8°, 
функция 9(х) любое число раз (р=1, 2, ...) дифференцируема при 
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X>%X>0. В силу произвольности числа хо, сделанное заключение 
пригодно при x > 0. 

160. Определить область существования функции f(x) и исследо- 

вать ее на дифференцируемость, если: а) f(x) = № и 6) f(xy) = 
n=! 

[*,*] 

- | x | 
n? + x2 ° 

n=l 

Xx 
Решение. a) Функциональная последовательность ях ПРИ Х + 

>= —п монотонно по п стремится к нулю. Следовательно, по признаку 
Лейбница, ряд сходится, т. е. функция f(x) существует при всех 
Хх == —П. 

Так как функции Шт непрерывны при x =& —N и ря у n+x), Ш рер р ряд 

со 

, __ п (—1)” 
Г (x) = У, aie? 

i=] 

в силу признака Дирихле, сходится равномерно, TO почленное диффе- 
ренцирование ряда а) законно. 

6) Ряд сходится равномерно, по признаку Вейерштрасса, при всех 
| e xX 

конечных xX. Действительно, здесь тр < (А =const) и ряд 

| 
Va сходится. Следовательно, функция f(x) существует при всех x 

(—co <х< +00). 
Далее, выполняя формальное дифференцирование ряда, получаем: 

со 

‚ 2 — x! РОУ 0) (1) 
n=) 

Поскольку 9, (Хх) = n cE — * < Г. as a < a = + при п > Ny H ряд 

12 eo 
eS сходится, то, по признаку Вейерштрасса, ряд (1) сходится paBHo- 

мерно при |х|< A. А тогда, принимая во внимание непрерывность 
функций ‹„(х) при x40 и учитывая п. 8°, заключаем, что почлен- 
ное дифференцирование ряда 6) справедливо. 

Для исследования на дифференцируемость ряда 6) в точке x = 0 
рассмотрим 

со 

. f (Ax) — f (0) ; ; Ax | | 

lim Ax = lim [а у п? + a5 ° (2) 
Ах- +0 n=l 
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| - 
Здесь ряд У = (дэ: СХОдится равномерно по признаку Вейерштрасса. 

Поэтому, по п. 9°, 
со со 

. & | | 

sy a ae La SF и 
n=1 n=] 

Тогда, как следует из (2), с учетом (3) можно написать: [№ (0) = 

= done f_ (0) = =. Таким образом, функция f(x) в точке 
=! 

x= 0 He дифференцируема. 
161. При каких значениях параметра а: а) последовательность 

[1 (x) = nexe—™ (1) 

(п=1, 2, .,.) сходится на сегменте [0, 1]; 6) последовательность (1) 
сходится равномерно на [0, 1]; в) возможен предельный переход под 
знаком интеграла 

lim | n(x) ах? 
П-Ь © 0 

`’ Решение. a) Если x > 0, то, используя правило Лопиталя, легко 
проверить, что lim y*xe—¥* = 0 при любом а. При х=0 Нм р, (0) = 

‘ Y>+o00 N-> 00 

= 0 — очевидно. Поэтому lim [| (х)= 0 при всех x€ [0, 1. 
П-о 

6) Поскольку 

0, еслиа< 1; 
. 1 ,. 1 

lim ( sup ntxe—"*) = — шт “1 =4 —, если a=]; 
n+ ХЕ[О, 1] п 00 е 

—- со, если a > |, 

то, на основании утверждения примера 119, данная последовательность 
сходится равномерно только при а < 1, 

1 

в) Так как \ lim Ё, (х) dx = 0, a 
0% 

1 

| —п а lim ; м (x)dx = lim (5 Е + - 1 \)n 
fi 0 П- co 

равен нулю лишь при «< 2, то предельный переход под знаком ин- 
теграла возможен только при a< 2. 

162. Показать, что последовательность [, (x) = пх(1—х)" (n= 
= 1, 2, ...) сходится неравномерно на сегменте [0, 1], однако 

1 1 

lim | f,(x)dx = | lim f, (x) dx, 
N+ () 0 "i-> oo 
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Решение. Очевидно, предельная функция равна нулю Ha [0, 1]. 
Далее, 

lim (sup (nx — x)")) = tim (5 J — 
N-> 00 x¢é[0, 

поэтому последовательность [,(х) сходится неравномерно. В то же 
время 

1 1 

limn | x(1—x)"dx = lim n | (1 —u)u" du = 
fi-> co 0 ИЖ ak) 0 

= lim ath ary = 9 
что и требовалось показать. 

Найти: 

om хп 163. Шт, х тт: 

Решение. — Данный ряд, согласно признаку Абеля, сходится рав- 
6 ] К li (—1)7+1 хп (—1)7+т 

номерно в ооласти Х > . Кроме того, eo A . т 1 — 5" ; 

поэтому, по п. 9°, возможен предельный переход под знаком суммы! 

(Nett мо ТАС 1 
lim у, n ‘чт У, n = y In2. x71—0 

— 5 — =
 

164. Пт > (xt — xn), 
x7 1—0 n=1 

Решение. Поскольку данный ряд сходится неравномерно на [0, 1], 
то мы не имеем права переходить к пределу под знаком суммы. 
Поэтому найдем этот предел, предварительно вычислив сумму данного 
ряда. Имеем: 

oo 

lim > (1 —x) x" = lim (lim (1 — x")) = 
x31—0 n=1 x71—0 no 

| если 0<х< Hh a 
= lim 

0, если x=—I], x71—0 

165. lim . 
x++0 Yee 2пих 

Решение. Данный ряд, в силу признака Вейерштрасса, сходится 
равномерно при x > 0. Поэтому, по п. 9°, имеем: 

\ 1 

tim Yate = У im ane = ai w=! 
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166. lim Wnts Ата. 
X-+ 0 

x? 1 1 
Решение. Поскольку sup ya Tae = —3 HW ряд У == СХОДИТСЯ, 

то, по признаку Вейерштрасса, данный ряд сходится равномерно. За- 
x2 

ГЕ их? п? 

делу под знаком суммы: 

im WV 
re ee 

n=1 

мечая еще, что lim ‚ на основании п. 9°, переходим к пре- 
Хо 

X70 

со 

167. Законно ли почленное дифференцирование ряда Warctg 4? 
n=] 

Решение. Функции arctg =: (п=1, 2, ...) непрерывно диффе- 

4 2 

ренцируемы при |х|< -Н<. Кроме того, ряд производных Уна, 
n=l 

в силу признака Вейерштрасса, сходится равномерно при |x| < +o. 
Следовательно, по п. 8°, почленное дифференцирование ряда законно. 

со 

| 
168. Законно ли почленное интегрирование ряда у yer — | 

n=1 

на сегменте [0, 1]? 
Решение. Данный функциональный ряд сходится на [0, 1] неравно- 

мерно. Действительно, для частичной суммы S,(x) и суммы S(x) 
ряда имеем: 

| т. 0, ecm х= 0; 
9 (x) = —х + хм, say= |, если O<x<l. 

Видим, что сумма ряда — разрывная функция, поэтому ряд не может 
сходиться равномерно. Тем не менее, поскольку 

1 
1 о | 

5, 
\ $69 dx = "2 \ (a1 — oe) dx = 5 >) - = Ty = 
0 п=1 0 

то почленное интегрирование ряда законно. 
169. Пусть f(x) (—~ < х< + co) — бесконечно дифференцируемая 

функция и последовательность ее производных f(x) (n= 1, 2, 
сходится равномерно на каждом конечном интервале (а, 6) к функции 
ф (x). Доказать, что $ (x) = ce*, где с — постоянная величина. 
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Доказательство. В силу равномерной сходимости f (x) к функ- 
ции $ (х), Ve >0 AN(e) такое, что Уп> М№(=) для всех хе (a, 6) 
справедливы неравенства 

ф (х) —e< Г? (х) < $ () +8, 
$ (х)— 2 < + (x) < eX) +e, 

Умножая обе части первого неравенства Ha |, второго —Ha (ху — Хх), 
ха — x)? 

третьего — Ha fo и т. д., а затем складывая результаты, получаем. 

= | и —_ р 

о < ро Ss 
k=0 k=0 

и wk 

<(e(x) +e) ¥) eo Wo (a<%<%< d). 
k=0 

Отсюда находим: 

(p(X) — в) e%—* < [№ (хо) < (9 (х) + =) е®-*, или 
| (Хо) е— № — © (x) | < с. 

(x) =e lim f (хо). (1) 
Ho так как, по условию, f(x) ‹(х), To |” (хо) — © (xX). Поэтому 
из (1) следует, что © (х) = ® (хи) е*—% = ce*, где с = (Xp) e—* = const. 
Поскольку функция e* непрерывна на всей числовой оси и систему 
интервалов можно выбрать взаимоперекрывающуюся, то функция 
o (x) = се* на всей числовой оси. 

170. Пусть функции }, (x) (п=1, 2, ...) определены и ограничены 
на (—с, --co) и [,(х) =$(х) на каждом сегменте [а, 8]. Следует ли 
отсюда, что lim (sup/, (х)) = зире (x)? 

пою =X х 

Решение. Рассмотрим пример: [, (x) =e-*—-™ (п=1, 9, ...). 
Здесь функции |, (х) ограничены (единицей) и ф (х) =0 на [а, 6]. Так 
как Sup i, (х) =e—@—™ и lim e-®—” —0, то последовательность 

а<х< По 

(Хх) сходится равномерно на [a, 5]. Однако, поскольку зи fn (X) = р 
—®<х<- 

Следовательно, 

—=е_"—”)* = |, то 
lim (зир/, (x)) = sup ¢ (2). 

Таким образом, ответ отрицателен. 

$ 5. Степенные ряды 

Г. Интервал и радиус сходимости степенного ряда. 
Ряд вида 

> a, (Хх — а)" 
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называется степенным рядом; a, — коэффициенты степенного ряда, 
(они не зависят от X), а — фиксированная точка на числовой оси. 
Область сходимости степенного ряда всегда имеет вид интервала 
|х—а| < Ю, где Ю — радиус сходимости степенного ряда (R > 0). 
Радиус сходимости может быть определен по формуле Коши—Адамара 

р = fim У[а, (А) 
или по формуле 

R= Ни | —" |, (Б) 
n-+oo | 2n+1 

если этот предел существует. В случае, когда предел (А) равен нулю 
или когда предел (Б) равен -+oo, степенной ряд сходится на всей 
ЧИСЛОВОЙ OCH. 

Для выяснения вопроса о’ поведении степенного ряда в концевых 
точках интервала сходимости следует пользоваться признаками сходи- 
мости числовых рядов (исключая признаки Коши, Даламбера и им 
подобные). 

2°. Основные свойства степенных рядов. Сумма степен- 
ного ряда внутри интервала сходимости представляет собой непрерыв- 
ную функцию. Более того, внутри интервала сходимости она беско- 
нечно дифференцируема. 

Если степенной ряд на конце его интервала сходимости х = R-+a 
расходится, то сходимость ряда в интервале [а, R-+ a) не может быть 
равномерной. 

Если степенной ряд сходится при х=А--а, то сходимость ряда 
будет равномерной и на сегменте [а, R-+ a]. 

Теорема Абеля. Если степенной ряд сходится в точке x = 
= Ю + а, то его сумма S(x) есть непрерывная слева функция в этой 
точке, т. е. 

1 n S(R+a)= „Шт ‚5 (x) = 2 a,R". 

Аналогичные утверждения справедливы и для левого конца интер- 
вала сходимости. 

3°. Разложение функции в ряд Тейлора. Если функ- 
ция f(x) может быть разложена на интервале (а — Ю, a-+ R) в степен- 
ной ряд, то этот ряд является рядом Тейлора для функции f(x). 

Для того чтобы функция f/f (x) могла быть разложена в ряд Тейлора 
на интервале (a—R, а-- Ю), необходимо и достаточно, чтобы она 
была бесконечно дифференцируема и остаточный член в формуле Тей- 
лора для этой функции стремился к нулю при П- co на указанном 
интервале. Разложение имеет вид: 

f(x) = Ул Г. @ (а) (В) 

Функция f(x), разлагающаяся в ряд Тейлора, называется анали- 
тической и ее разложение (В) единственно, 
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Практически важными являются случаи представления остаточного 
члена разложения (В) (или остатка ряда (В)) в форме Лагранжа 

(и--1) 0 (х— f ot x (ха Ral) =F (0) —У РЕ @ ка = 
k=0 

и в форме Коши 

(n-+1) — 
КР (|6) (хан, 

где 0<9<1,0<8<1. 
4°. Полагая в формуле (В) а= 0, получим пять основных раз- 

ложений: 

= VF (|< ©). 
n=0 

со 

(—1)x2n41 

ог ( Il. зах = 

n=0 

х| < о). 

ПП. cose = У, бо" (|< 0). 
n=0 

; (m—~ 2+ м ( 
п! 

IV. (= у 2@—)~ 

n=! 

—l<x< |). 

У. Inglt+x= хе ly = (—-l<x< 1). 

5°. Операции над степенными рядами. Ряды 

со 

У a, (x a ay" И > о, (x — ay" 
n=0 

всегда имеют общий интервал сходимости и внутри этого интервала 
справедливы следующие операции сложения и умножения: 

к Day (x—ay" +p D by (x а)"= Х (hay ВВ.) (x — а) 
— 

> a, х— а). > bn (x — а)" = p> с, (x — a)”, 
n=0 

где C, = аб, +a,b0,_,+ +++ + аб; 4, » — числа. 
Кроме этого, внутри интервала сходимости степенной ряд можно 

почленно дифференцировать и почленно интегрировать; при этом 
интервал сходимости полученного таким образом ряда совпадает 
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с интервалом сходимости исходного ряда. Соответствующие формулы 
имеют вид: 

со 

(3 ane ау) = Х@+ Nana ea 
n=0 

\ (У An (х —а)') dx = У т (х—а"н - С. 
n=0 п=0 

Определить радиус и интервал сходимости и исследовать поведение 

в граничных точках интервала сходимости следующих степенных рядов: 

3n —9)\n a 
71. >. HH" + 1)" 

Решение, По формуле Коши—Адамара имеем: 

L — fim 1-2] = lim 4 
n> co n k-+ 00 2k ? 

2 
поэтому при —-> = < х < — 3 ряд сходится абсолютно. 

Исследуем поведение  тепенного ряда на концах интервала схо- 

димости. Пусть x = —5 . Нетрудно видеть, что ряд 

yet 9 уе Ут (2 } 
n "3a 3 

n=1 | n=] = 

сходится, так как равен сумме двух сходящихся рядов. 
2 ъ 

Пусть x = —з. Тогда числовой ряд 

уси, 
n=] 

9 п 

т (-- Е | 

HIV признака сравнения. расходится Си 3 > в силу пр р ‚р дите n3n — n An] * 
4 e 

Следовательно, в точке х = — 3 степенной ряд сходится лишь yc 

2 
ловно, а в точке х = — 5 — расходится. 

"1, 172. уе omit 

Pemenue. По формуле (Б) находим: 

_ (n!)2 (2n + 2)! a о (2n+2 |. 
R= lim беру — EDP 

поэтому при |x|< 4 ряд сходится абсолютно. 
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| . __ (п)? 4n 
При х= 4 получаем числовои ряд у Qn, Где а, = “оу. По- 

n=1 

an скольку ‚ TO а, < Ans, Это означает, что 
| 1 

1—2 tana ay 
последовательность а„ монотонно возрастает. Следовательно, общий 
член ряда к нулю не стремится, т. е. ряд расходится. По этой же 
причине он расходится и в точке х = —4. 

со 

- | \" 173. at +4) x" 

Решение. По формуле Коши—Адамара находим радиус сходи- 
мости ряда: 

| . ] \п 
в = lim (1 +=] — @, 

По 

1 ] 
Следовательно, при |x|< -- ряд сходится абсолютно. При x = > 

. | п? | 

получаем числовои ряд У, Qn, THe a, = ( 1 + 4) сп. Покажем, что 
n=l 

общий член этого ряда к нулю He стремится. Действительно, имеем: 

/ 1 1 1 1 1 
—п-п?п (1 + =) _ rela — 5 [5 _ ри 5- 

а, =e ‚ По. 

| ’ В 
Таким образом, в точке х = — степенной ряд расходится. По той же 

| 
причине он расходится и в точке х = а’ 

п! 174. Ули» (a > 1). 
n=] 

Решение. Находим радиус сходимости ряда по формуле (Б). 
Имеем: 

{q(t +l)’ ‚а? 
R= Ит-— = lim —— = +o, 

nao а" (ntl)!  nsott! т 

следовательно, данный степенной ряд сходится на всей числовой оси. 

7 ~ 1.3.5... (Qn —1)\? (x — 1)" 175. У, | 2 }. 
n= 

Решение. Ilo формуле (Б) находим: 

Ю = lim | (2n — ПИ (2n ay 
(2Qn)!! Qn 4- DN 

fl — 00 

Следовательно, при —1 <x <3 ряд сходится абсолютно. 
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При исследовании характера сходимости ряда в точках x = —1 
и х= 3 пользуемся примером 90 и признаком Гаусса соответственно. 
Имеем: 

an _ р (р 

An+1 = (1 + op) tape + Sep +05 i), 

_ [2—9 О 
rye a, = ( пи . тсюда, учитывая упомянутые признаки, за- 

ключаем, что в точке х = —1 ряд сходится при р >0, а при р>2 
он сходится абсолютно. Следовательно, в точке x = —|[ он сходится 
условно при O< p <2. В точке х=3 ряд сходится абсолютно при 
p>2 и расходится при р < 2. 

п 2n (n!)? р п 176. yi (eo | x 

Решение. Ilo формуле (Б) получаем: 

4: 2” (n!)? (2n + 3)! Pgs [28-3 

R= lim (Sy mG) = lim (Ft) = 2". 
Поэтому ряд сходится абсолютно при |x| < 2?. 

Рассмотрим поведение степенного ряда в граничных точках интер- 
вала сходимости. Для этого ооразуем < отношение 

аня ноя) вх Qn+1 

2” (п!)? \p 
где a, = ( On e т . 22". Пользуясь признаком Гаусса, из этого OTHO- 

fl-> 0 

шения находим, что в точке х = —2? ряд сходится абсолютно при 
p>2, а при p<2 ряд расходится. На основании же примера 90 уста- 
навливаем, что в точке х= 2? ряд сходится при р > 0; абсолютно 
сходится при р >2 (по признаку Гаусса). Следовательно, в этой точке 
он сходится условно, если O<p<2 

177. ее те И 

Решение. Для удобства исследования представим ряд в виде! 

у (—1)— (n — 1 — in) (n —m— 2)... (Lm) m yn 

п! 

Очевидно, ряд сходится абсолютно, если т = 0, 1, 2,..., а х— 
любое; поэтому далее будем считать, что т = 0, |, ... 

Для нахождения радиуса сходимости применяем формулу (Б). 
Имеем: 

. о n-+1) _ 

К = lim @п+1 = jim + |= 1, ге 

а ит тт 2)... (l—-m)m 

п n! у 
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Пусть x = —1. Тогда, составляя для числового ряда >)a, OTHO- 
шение 

Qn ИТ, mine) (1) 

Ant1 п п (п— т) 

и пользуясь признаком Гаусса, находим, что в этой точке степенной 
ряд сходится абсолютно, если т >> 0, и расходится, если т < 0. 

Пусть x = 1. Тогда из (1), на основании примера 90, заключаем, 
что степенной ряд сходится, если т > —1. Следовательно, при — | < 

<т<0 ряд сходится условно. 

178. У x" (а>0). 
n=1 4 

Решение. По формуле Коши—Адамара находим: 

| Иша — jim (= 1 
R По av” По JI ) 

gv" 

т. е. при |x|< 1 степенной ряд сходится абсолютно. 

Положим x = 1 и к полученному числовому ряду применим приз- 
нак Раабе. Тогда получим: 

ha (va oo 
lim n(; —1)= imal У И = lima (etm —1) = 

tl-+ © 

+oco, если а >! 

= ша. lim (#y7,) = ша + lim г 0, если а=1: 
N+ oo N-+ 00 Vatl+Va — — со, если а< 1, 

где 1„=Ул-+1— Ия. Следовательно, в точке x = 1 степенной ряд 
сходится абсолютно при а > 1 и расходится, если O<a< 1. 

Положив х = —1, замечаем, что при а< 1 ряд расходится, по- 
скольку общий член его не стремится к нулю. Если же а > 1, то, 
по исследованному выше, заключаем, что степенной ряд в точке х = 
= — | сходится абсолютно. 

179. yeane(s J’ x, 
n=1 

Решение. Применяя формулу (Б), получаем: 

| = = те — = ® 

По (; + 7 

Следовательно, при |x| < 1 степенной ряд сходится абсолютно. 
Пусть х=1. Тогда, имея в виду утверждение примера 90, для 

n 

ряда У (1 6, где b, = (2) a составим отношение 

R= lim 
N+ oo n+1 
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_ + [- ян - дня +0* (=) _ —Joe — O* (=3) (п со). (1) 

Теперь видим, что по указанному утверждению ряд сходится. 
Пусть х= —1. Тогда, воспользовавшись признаком Гаусса, из 

отношения (1) получим, что степенной ряд расходится (здесь в = 1). 
Отсюда следует, что в точке x = | имеет место условная сходимость. 

180. У (1 ++... +1]. 
П=1 

Решение. Поскольку = мис (см. 

пример 85, гл. I, ч. 1), то 
| , п 

lim ИТ +. +—=limyInn+C+e,= 
но Пою 

Таким образом, по формуле Коши—Адамара, ряд сходится при 
|[х| < 1. В точках x=1 H х= —1 ряд расходится, так как общий 
член ряда на основании указанного выше примера не стремится к нулю 
при П- оо. 

. У 0”, 
И 

— 

Решение. Применяя формулу Коши—Адамара, получаем: 

| fim SEC" — jim 2 = 4 
R f-> oo va n l-— oo “Yh 

Отсюда следует, что при |X| < 4 Ряд сходится абсолютно. 

Так как для  подпоследовательности Son последовательности частич- 

(3 + (—))")" 
n4n 

НЫХ сумм ЧИСЛОВОГО ряда У, 

n=1 

выполняется неравенство 

п 

| | Son > ы у 4» TO в точке x = -д ряд расходится. Аналогично в точ- 

k=l 
1 

Ke х = — 4 имеем: 

| | 1 | | 

ИО EBT a ом 

— У; ok -У 28—19 — 1. 
= 1 

Следовательно, lim S,, = - со; поэтому и в этой точке ряд расходится. 
по 
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я (ГИЯ! 
182. У, ah x” (ряд Принсгейма). 

п=] 

Решение. Согласно формуле Коши—Адамара, находим: 

у — и ое | 1 

По П-+ co yn 

Таким образом, степенной ряд сходится абсолютно при |х|< 1. 
В точке х = 1 получаем числовой ряд, сходимость которого дока- 

зана в примере 88. 
В точке х = —1 получаем ряд 

и (etal ~ _yyrtlVa] и | 

№ . n — У, n + У, n2° (1) 

nt (n+4,9, 16, ...) ne 

Поскольку первый ряд справа лейбницева типа, TO он сходится. Второй 
ряд также сходится. Так как, кроме этого, ряд (1) слева абсолютно 
расходится (как гармонический), то мы приходим к выводу, что в точке 
х = —1 данный степенной ряд сходится условно. 

io” 
183. —— (1 — x)", где у (п) — число цифр числа п. 

n=1 

Решение. По формуле Коши— Адамара получаем: 

| _ 2 [ig2}+1 
Е = lim y 22 —= 

К fl-> oo h 1. 

(см. пример 53), т. е. при 0 < x < 2 степенной ряд сходится абсолютно. 
В силу неравенства п = 101” < 1003" < 10741 = 10n заклю- 

чаем, что в точках х=0 и х=2 ряд расходится, так как при этом 
общий член ряда не стремится к нулю. 

Написать разложения следующих функций по целым положитель- 
ным степеням переменной х и найти соответствующие интервалы схо- 
ДИМОСТИ: 

184. f (x) = sin (в arcsin x). 
Решение. Функция Sin X является аналитической на всей число- 

вой оси. Функция arcsin х также аналитична, но на интервале |х|< 1 
(см. пример 197). Поэтому функция f(x) как суперпозиция этих функ- 
ций аналитична на интервале |х|< 1. Легко найти ее разложение 
в степенной ряд, если воспользоваться рядом Тейлора и значениями 
производных функции [(х) в точке x =O (см. пример 130, гл. П, 
ч. 1). Имеем: 

зил (№ arcsin x) = вх + У, (1 (2 — 12)... (U2 — (2k — 1)) eH Ш 

Qk +1)! 
k=] 

12 и?) ... (2h — 1)2 — и? 

=px +) | И EO дн, (1) 
k=1 
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Применяя формулу (Б), находим радиус и интервал сходимости 

ряда (1): 
— ин | CR 2) (24 + 3)| 1. R= lin eeen—e |= | 

(в #0, 2k + 1; Е — целое). 
Если в = 0 или 2k+1 (Е — целое), то ряд (1) превращается 

в конечную сумму, имеющую смысл при всех x (|х|< о). Однако 
в силу того что левая часть разложения (1) имеет смысл только при 
|х| <1, равенство (1) в этом случае справедливо только при 
|х| < 1. 

185. 7 (x) =chx. 
Решение. Используя разложение функции e*, получаем: 

|х|<1 

со 

] | n и xn 2n 

свя = у (ее) = У, Ё + (—1) и =) ook 
n=0 n=0 

Радиус и интервал сходимости находим по формуле (Bb): 

R = lim 2! — jim (2n + 1) (2n +2) = +, 
noo (21)! 

т. е. полученное разложение справедливо при всех хе (—oo, со). 

186. Написать три члена разложения функции [(х)= (1-- х)* 
(x 0) и [{ (0) =e по целым положительным степеням переменной х, 

I In(1+-x) 

Решение. Представляя функцию f(x) в виде f(x) = e* 
и используя два из пяти основных разложений (см. п. 4°), получаем! 

1 x? хз x‘ й x x? x8 : 

F(x) _oe( rte Ft) er ee oer _ 

— of] хня оз И о ))—* (x*)) = 
=e/ эт 4 Нояб + (") 7g 1 Ot )) = 

x 11 x8 
= pty jet): (1) 

Поскольку функция e* аналитична на всей числовой оси, а функ- 
| 

ция $ (х) = ~~ In(1 + 4), ф (0) = | имеет разложение 

У (ГЕЯ 

n b] 

n=] 

справедливое на интервале |х|< 1, то функция е? как суперпозиция 
этих функций разлагается в ряд в окрестности нуля также на интер- 
вале |x|<1. Следовательно, разложение (1) справедливо при |х| < 1. 

187. Определить интервал сходимости разложения в степенной ряд 
x 

функции [ (х) = =— BELO a) по степеням x; 6) по степеням бинома 

x—5, не производя самого разложения. 
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Решение. Преобразовывая функцию f(x) для случаев a) и 6) 
x 

К виду а) К) Эа —э; 6) e+ 5) = $0 =птУат= (¢ = 

—=х— 5) и принимая во внимание то, что радиус сходимости степен- 
ного ряда определяется расстоянием от центра разложения до первой 
особой точки аналитической функции или какой-нибудь ее производ- 
ной, находим: 

a) х=2 — точка бесконечного разрыва функции ] (x); x = 0 — центр 
разложения ее в степенной ряд (по условию), а поэтому R= 2, и ин- 
тервал сходимости определяется неравенством |х|< 2. 

6) ¢ = —2 — точка бесконечного разрыва функции $ (1), a t= 0 — 
центр разложения ее в степенной ряд (по условию функция $ (1) раз- 
лагается по степеням = х— 5). Следовательно, КЮ = 2; интервал 
сходимости ряда |1|<2, или 3 < х< 7. 

N 
yen 1 

188. Можно ли утверждать, что Oy = W(t Oni > 
n=] 

$ зшх на (—oo, со) при N-> со? 

yer! 

Решение. Поскольку У. (—1)—1 (Qn — И 
n=] 

= sin x Ha(—oo, +0), 

; yen! 

sup sinx — У, (—1)--! 5 Til = +o, 
—ю<х<- о nal ( nh — )! 

то, согласно примеру 119, последовательность фл (х) сходится неравно- 
мерно на (—<, о). 

Пользуясь разложениями п. 4°, написать разложения в степенной 
ряд относительно х следующих функций: 

189. sin? x. 
. . | . . 

Решение. Преобразовав sin’ x к виду sin? x = z (3 sin х — sin 3x) 

и воспользовавшись разложением функции sin xX, найдем: 

. 8 3 = n— 2n—1 l . n— 3x) 1 

sink x = — 4 - 1) 1 a 0—1! — Ус 1) a 

ol . n—1 (3 — 32274) n— 

=; Ми" 
n=] 

По формуле (Б) легко найти, что этот ряд сходится абсолютно при 
всех X. 

190. 7— Ta 
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1 \’ I 
Решение. Tak как (= = Tow» › ТО, дифференцируя почленно 

разложение для (1— Хх)", получаем: Шт = У nv (х|<1 
n=1 

x 

191. (1 — x) (1 — x?) ° 

x — 

(1 — x) (1(—х2) — 

и используя разложение IV, п. 4°, 

Решение. Разлагая данную дробь на простейшие 

| 1 

аз» 4а-» + 2 (1 — x)? 
а также результат предыдущего примера, можем написать: 

а-я = a L(Y" У "У LY ts = 
n=0 n=0 2 

=ТУ (n+ + (—1)™) x" 
u=0 

По формуле Коши — Адамара находим интервал абсолютной сходимости 
полученного степенного ряда: |x| < 1. 

| 192. а. 

Решение. представляя данную дробь в виде 

<= = —— = = tats = ара 
_ ! 1 \ - 1 ЕЁ } 

t—¢\x—t x~—t t—¢\l—xt | —xt}’ 

ГДе { = e’? (¢ = 3) ‚ и используя разложение IV, п. 4°, a также фор- 

мулу Эйлера е!“ = cosa + isina, получаем: 

= у (xé)" =>) (iy) = 
со 

_ _! nti jntay 2 пс: 25% xr ttt —j Jarabe sin(n + Пе. 
n=0 

По формуле Коши — Адамара находим радиус и интервал сходимости 
этого ряда: 

y= lim ши 0$ = 1 R=1 (х| < 1. 

1 193. f(x) =p epee: Чему равна [10% (0}? 
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Решение. Разлагая функцию f(x) на простые дроби и исполь- 
зуя разложение IV, п. 4°, находим: 

| | Xx 

Г(%) =затят2а+ж5 TT sy — 

А (aye +5 У (ye — 5 У (yet = 
n=0 n=0 

пт | . с . 
= 49} (вл + sin(a + 1); — sin =) 

откуда 

] т . nr) nix2—icoo (1000) (5) — — у, * _ sin ™ , | (x) = 5 (cos nz +- sin(n + 1) — sins (10001 
n=1000 

Следовательно, [1009 (0) = 1000! 
194 x Sina 

1 — 2x cos а -- x?” 

z+2z 

2 

. 2 — 

Решение. Полагая sina = cosa = 
21 '’ 

лагая данную дробь на простейшие, получаем: 

‚ Tye 2 = е", и раз- 

х па __ | | 
1—2xcosa---x? = 23. \ 1 — xz 1х2] * 

Применив к правой части этого соотношения разложение ТУ, п. 4°, 
можем написать: 

со 

x sin a i У, Nin sn =) nos 
1—2xcosa-+-x? ~~ 2i x (2 2”) = x“sinna, 

n=0 n=0 

Очевидно, полученный ряд сходится абсолютно при |x| < 1. 
195. In(l+x*-+x?+ x’). 
Решение. Преобразовывая данную функцию к виду 

In(l + x+ 9) = In(1 + x) + In(] +x) (> ~—1) 

и используя разложение V, п. 4°, получаем: 

Indi+x+ 2+ 2%) = У У (<< 1) 
n=] n=] 

Складывая полученные ряды в общей области их сходимости (—1 < 
< х< 1), окончательно имеем: 

со 

(хх? - x°) = № 1 (0— 4 

a=] 

+ 2sin(n—1) 5) x"(—1 <x <1).



Нетрудно видеть, что при |х|< I этот ряд сходится абсолютно, 
а в точке х = | сходится`лишь условно (по признаку Дирихле). 

196. e*°°S*cos (x sin a). 
Решение. Рассматривая данную функцию Kak 

Юе (ехсоза-1хз та) — Юе (е*е 

и применяя разложение I, п. 4°, можем написать: 

я хлеа x" cos Па, 
excost cos (x sin a) = = Re т — -У — 

n=0 — 

у aces nel < 

и второй степенной ряд в этом неравенстве сходится при всех хе 
€ (—co, + оо), то полученное разложение справедливо при |x| < <. 

Разложить в степенной ряд следующие функции: 
197. f (x) = arcsin x. 
Решение. С помощью формулы IV, п. 4° имеем: 

‚Не-а 
Ё (x) =(1—x*) 3 “7 x2" = 

Tak Kak 

8 

n=0 

Yn — ПН on 
= 14 тт x2" (|х| < 1). 

Интегрируя этот ряд почленно (что возможно внутри интервала схо- 
димости), находим: 

п— ПИ x2n+1 
Ко ЕС-+х+У SO и +1" 

n=1 

Так как f (0) =0, то С =0. Следовательно, 

ИИ (22 = ПИ onda 
arcsin х = x ++ № бт ПХ ° 

A= 

Вычисляем радиус сходимости полученного ряда: 

— 4п? -- 108 6 _ 
R = lim 4n?+-4n-+1 — 1. 



Для исследования сходимости ряда в концевых точках применяем при- 

знак Раабе. Имеем: 

lima [ит 1 — lim би? -- 5n 3 

Ат? 4 НТ — Пит а > 1 
п > 

поэтому при х = + 1 ряд сходится абсолютно. 
Таким образом, полученное разложение, в силу теоремы Абеля, 

справедливо при |х| < 1, т. е. во всей области существования arcsin x. 
198. f(x) =In(«+V1+4+ 42). 
Решение. Разлагая производную данной функции [ (x) = 

—_ 1 
= (1+ x?) 2 при |x| < 1 в степенной ряд 

. n(2n—1)!! on a= Sy aa 

интегрированием последнего получаем: 

(Qn — 1) Mx2042 
Г(х) = ¥ + у, (—)" Gm enh + С: 

n=} 

Поскольку [(0)=0, то С = 0. 
Как и в предыдущем примере, находим, что полученное разложе- 

ние сходится абсолютно при |х| < [и в концевых точках сумма ряда 
равна, по теореме Абеля, значению функции f (x) в этих точках. Таким 
образом, написанное разложение справедливо при |x| < 1. 

199. f (x) = ага. 

Решение. Представляя функцию f(x) в виде 

arctg а = arctg 2 — arctg 2x — we (x), 

где | 

0, если x > — ? 

e(x) = 
|, если х< — 

Н>
| 

==
 

ны
! 

— 

(см. пример 370, гл. Г, ч. 1), и разлагая в ряд функцию агс 9х 
с помощью почленного интегрирования ряда для ее производной, полу- 
чаем: 

со 

arctg = = arctg 2 — № (—1)" 57 ae antl __ ще (x), 
n=0 

о | 
Поскольку полученный ряд сходится при |x| < ` (абсолютная схо- 

димость его при |х| <-> 5 Устанавливается с помощью признака Далам- 
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бера, а в концевых точках —с помощью признака Лейбница), то в 
данном случае 

| | 
0, если —ч<х<5; 

€ (x) = l ! 
1, если << —ч. 

200. f(x) = arctg a 

Решение. Представляя производную функции f (x) в виде 
; ] 

где t= Уз, и пользуясь формулой IV, п. 4°, находим: 

f' (x) = У ни" Yeo mya, 
n=O 

Очевидно, при |Ё| < 1 оба ряда справа абсолютно сходятся; поэтому 
при |Ё| < 1 их можно сложить. Имеем: 

со 

r= Си = У —0951 (|< ИЭ), 
N=9 

откуда интегрированием получаем: 

- п_ 21-41 — —~ VW (11?!) f (x) > ев (|< V 2). 
a= 

Поскольку интервал абсолютной сходимости ряда после интегри- 
рования не меняется, то полученный ряд сходится абсолютно при 

|х| < У>. В точках х = + У? ряд сходится, но только условно. Дейст- 
k 1 n 2 

вительно, последовательность > | Опри п -— со, а № (—1)| > | | <2: 
k=0 

поэтому, согласно признаку Дирихле, ряд сходится. Абсолютная pac- 
ходимость ряда в этих точках следует из расходимости гармонического 

ряда. Но так как функция f[ (x) в точках x= + У не определена, 

то полученное разложение справедливо только при |х|< V2. 
201. f(x) = arccos (1 — 2x”). 
Решение. Дифференцируя функцию f (x), получаем: 

РЕ 0 < [51 < 1. 
Пользуясь разложением ГУ, п. 4, находим: 
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Интегрируя почленно полученный ряд, имеем: 

__ . (2n — ПИ | x [27+ 

Этот ряд, согласно признаку Раабе, сходится абсолютно при | x| < 1, 
т. е. во всей области существования функции fF (x). 

Примечание. Ряд (1), согласно теореме Абеля, представляет собой непре- 
рывную на отрезке | х| < 1 функцию. Функция f(x) также непрерывна на этом 
отрезке. Разложение IV, п. 4°, которым мы воспользовались, гарантирует нам 
совпадение суммы ряда 5 (x) с функцией f (x) в области 0<|х| <1. Кроме того, 
f (0) = S (0) =0. Поэтому из всего сказанного следует, что функция f (x) пол- 
ностью совпадает с суммой ряда (1). 

202. Используя единственность разложения 

‚ he on f(x +h) —F (x) = hf () +E Pe) bees, 

найти производные п-го порядка OT следующих функций: 

a) Fx) =e} б 9-е"; в f(x) = arctge, 
Решение. a) Разлагая функцию 

, : | ЕВ = f(x +h) — 1 = ее" —1)= У Sey (1 
n=1 

в ряд по степеням A, находим: 

x? [1+(—1)"] gn (2x)" рп — px? n F(h) =e № SM ye ery -1) = Sent, © 
2/5! 

n=0 n=0 n=} 

n 

R n—k 

где C, = № (+ = 1. i Bl коэффициенты, полученные в ре- 

2 | | 
k=0 

зультате перемножения двух степенных рядов. В силу единственности 
разложения, из (1) и (2) получаем: 

п 

. 4 

(ее = en! › ЕСО (2х), 
(п— 812 |5 | 

k=0 . 

6) Представляя функцию 

а а а ah ыы а \(п) 
—- —- — — —— hn — 

Е (h) = e*+h —e* = e* € ни —1) = У к" (=) (1) 
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В виде ряда по степеням h, имеем. 

Е®=ех У +2] > 
хп (i+ 

—_ ag (—1)"an n(n+1)---(ntkR—I) A 

= У xen | (+4 I)" я И = 
n=] k=1 

=e* У c,h", (2) 
n=] 

nt +k —1)' n | — 

где с» = У An—k, ky An, k = ys ae oe Rl ere », Чл, 0 — 
k=0 

_ (лая 
о пи! 

(k= 1, 2, ...). 
Сравнивая выражения (1) и (2), получаем: 

а n—1 

= e* n|—— i у, 
a"—*(n — k) (n —R-+ |)... 

(=!) s(n = 2,3, ...). 
a \(n) 

(7) 
в) Как и в предыдущих случаях, имеем: 

— k)! Ё! = (n )! 

со 

h hn 
Е (В) = arctg; тети = Ур ii (erctg x)” (1) 

(считаем, что 1 + x(x +A) >0). С другой стороны, 

С (—1)27 1420-1 xh \—(2n—1) 
F(h)= 2 | (@n — 1) (1 Е аля (1 +73) = 

h\-t 2 x 
Vie etre) Уи |, 

= n(l - x2)" — п (Е - x2)" 
n=] n=] 

ЕО (nt) + ео вн) — ae ; 
+ foun! Ё! (1 + кт. У, } ( ) 

n—1 

(—1)" sin > a (a+ 1) (n+ 2) +++ (n+ R—]) 
rye Си = Qn—k, Ry an, k= (1 4 "НЕ xe $ 

k=0 

sin a 

Qn, 0 — 2 3\n * 
п (1 + хп 
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Сравнивая (1) и (2), получаем: 

ие. в. (n—R)x b 
ni y> sin —5—— + (n—k) (n—Rk+ 1) +++ (n — 1) x 

(ЕЕ x?)" (n — k) ki! 
k=0 

(arctg x) = 

Заметим, что в двух последних случаях под выражением (п — k) (п — 
—-- 1)... 1—1) следует понимать единицу, если КЁ < 1. 

203. Функцию [(х) = шх разложить в степенной ряд по целым 

положительным степеням дроби т. 

Решение. Положив т == р, получим: ites + | ea F (ft) = Ing. 

x= 

x+1 

и обратное утверждение). Следовательно, использовав формулу У, 
п. 4°, можем написать: 

шее =in(l +)—indl—p 2 2 зы = =20 (Ga)" — 
n=] n=1 

Поскольку x > 0, To —|= |¢{|< 1 (заметим, что справедливо 

204. Пусть f (x) == у, - . Доказать непосредственно, что f(x) f(y) = 
n=0 

= f(x + Y). 

Доказательство. Перемножая ряды т и ми, получаем: 
П— = 

к iyi ху ог = У ie). 

Но так Kak (х - и)" = > chy kyk то 

со 

- yk к 

У ити) — ye = = f (x+y), 
n=0 n=0 

что и требовалось доказать. 
205. Пусть, по определению, 

со 

—_ п xentl _ (—1)2x2n 
sinx = v1 бит И 60$ = = ФГ" 

n=0 

1. 
<. Sin 2х, Доказать, что зшх. с0$ х == 5 
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Д оказательство. Перемножая данные ряды, получаем: 

, . n..on < 1 

sin xcosx = У (— тд >» СИГ 20" (1) 
n=0 

Легко показать, по индукции, что 

п 

(2n + I)! oan in 

У opren—mee T= 2 п=0, 1, 2,...). (2) 

Подставляя левую часть тождества (2) в выражение (1) и учитывая 
данное определение функции sin x, получаем: 

я (107 24100 | 9 
sin x с0$ x = OAD = 7 sin 2x, 

— 

что и требовалось доказать. 
206. Написать несколько членов разложения в степенной ряд функ- 

и —1 хп я у (yy a пя = |) 
- n=0 

Решение. Следует подобрать коэффициенты о„ так, чтобы выпол- 
нялось тождество по Xx: 

со 

хп 

Улан". У, ит = 1, где Ура" = F (2). 
n=0 . n=0 

Это дает бесконечную систему уравнений относительно ant 
п 

— | — ю=1, Yt = a @=1,2....), 
{== 

из которой последовательно находим: 1 = — 5, &= —15, 

1 
— 94 у eee 

Производя соответствующие действия CO степенными рядами, полу- 
° чить разложения в степенные ряды следующих функций: 

207. f (x) == (1— x)?chV x. 
Решение. Разлагая функцию chYx в ряд по степеням Их, 

получаем: 

ы xn ~ xn ~ ntl 

f(*)= (1 —2x +2) У Ont = У (лу —2) Oni + 
n=0 n=O n= 

= xnt2 x - xn xnti 

+ Mami + Хам 2d ait



ео oo 

xnte 3 1 2 1 

Ут (21! — =1 —2*—У (aa (2n — 2)! + oop) >. 
n=0 

Очевидно, это разложение справедливо при всех № 
208. f(x) = 112 (1 —x). 

п 
Решение. Возводя в квадрат ряд ша—)=—У,^, нолу- 

n= 

чаем: f(x) = № c,x"*], где 
a=] 

| 2 1 1 т 
с. = Утв +3 + `°° +1. 

пи ; 
Так как limyc, = 1, To разложение справедливо при |х|< 1. 

пс 

209. f (x) = e* cos x. й 
Решение. Разлагая функцию f(x) =e"F9 в степенной ряд: 

jy — ere” -У у (05 4 +154) 
n=0 

и замечая, что f(x) = Ref (x), получаем: 

f(x) = У, (x Vy cos их, 
n=0 

< WATE и ряд у (УЗ сходится при 
n=0 

|x|< <, TO полученное разложение законно также при |х| < o. 

210. f(y = (=) при x #0 и f(0) =1. 

Решение. Принимая во внимание результат примера 197, на- 
Ходим: 

“(On — ПИ x2 нм мо 
Г(х) = (+ У битая = у Qn) ate) = den” 

где 

(x V2)" cos й7 Поскольку —— 60° 

. (21 — 2—1 (Qk — ПИ (28) 
Ои—29И (Qn—2k+1)Qk+)? (-ПН=1. 

101



По индукции доказываем, что 

п (2n — 2i — 1)!! (2 —1)!! __ 22n+1 (nl)? 

— (An — 201 (21) Qa — 2-1 IFT) — On Dr 

Поэтому 

~ 921+1 1)2 р 

f(xy = >. т “os xen, (1) 

Легко установить, что этот ряд сходится при |x| < 1. Для выясне- 
ния вопроса о сходимости ряда (1) в концевых точках х = + 1 вос- 
пользуемся признаком Раабе: 

. а 3 2п -- 3 
lim{—+ —1)n= limn a <>, 
nv co \Anti n> co Qn 9 (n -++- 1)? 

Видим, что ряд (1) сходится абсолютно также и в концевых точках 
интервала сходимости |х| < 1. Следовательно, разложение (1), в силу 
непрерывности функции f(x) на отрезке |х| < 1 и теоремы Абеля, спра- 
ведливо на указанном отрезке. 

со 

Е 
211. Пусть разложение secx записано в виде зесх = би”. 

n=0 

Вывести рекуррентное соотношение для коэффициентов Ё, (чисел 
Эйлера). 

Решение. Нужное рекуррентное соотношение выведем из тож- 
дества. 

у = . уе I)” хп 1 
бил > (2n)! у 

МЕ! 

ll 

Перемножая эти ряды, получаем: У с,” =1, где 
n=0 

— (—1)* En—k 
on = a 29! ‘On opt = 1 (n= 9, 1,2,...), 

Отсюда находим 

}п—1 

— (—1)*¥ Ев _ (=F, 
В =1, > (ВЕ (Qn—2k)t Г (n=I, 2, ...). 

Заменяя n—k на ь последнее соотношение можно представить также 
в виде 

4a 

У (—1)*"'E, 1 
: (2k)! (2n —2k)! `` Эщ* 
=1 

Это и есть искомое рекуррентное соотношение. 
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] 

V 1 — 2tx 4- x? 
212. Разложить в степенной ряд функцию f(x) = 

(|x| < 1). 
Решение. Преобразовывая данную функцию к виду f(x) = (y*? + 

a 
+a) 2? =F(y*)=Z(y), mey=t—x,a4=1—P, и используя резуль- | 

тат примера 139, гл. II, ч. 1, получаем: 

209 (y) = (2y)"F (ys) + "Оу (97) + 
4% (n — 1) om 2) (n — 3) рае (y?) + «6. 

Отсюда, учитывая, что ЕЁ“ (Р) = (—1)" en ИИ 

2") (t) = (—1)"f ° = (—1)" (cor Е 
— 3)1! __ № ви И ШО ори о Gr 4+ 

—1 2) (n — 3) о дла (2n — 5)!! we У ) (ов CD) mee), 

‚ находим: 

not 

Следовательно, степенной ряд имеет вид 

. —1)" 2) ¢t нд = VM 200 
n=0 

Покажем теперь, что при |х|< 1 это разложение He формально, 
Легко видеть, что из условия |х|< 1 и положительности подкорен- 
ного выражения вытекает неравенство |#| <1. Пусть t= соза. Тогда 
f (x) можно представить в виде 

f(x) = 
| 

Va — хе") (1 —xe—**) | 

Поскольку | хе" | = | хе | = |x | е“|=|х|< 1, то, по формуле IV, 
п. 4°, имеем: 

1 
а 5 2n — 1! 

(1 — хе=") 2 = т x"etina, 

Следовательно, функция f(x), будучи произведением двух аналитиче- 
1 1 

ских при |x| < 1 функций (1 — хе") 2 и (1—xe-*) 2, также явля- 

ется аналитической при |х|< 1, т. е. разлагается в сходящийся при 
[х| <1 степенной ряд, что и требовалось показать. 

(—1)7 Z(”) (t) 

п! 

полиномами Лежандра (см. пример 136, гл. П, ч. 1), так что данную 

Заметим в заключение, что функции P,, (t) = Являются 
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функцию (которая называется производящей для полиномов Лежандра) 
при |х|< 1 можно разложить в степенной ряд: 

(=D Prox 
213. Пусть f(x) eC (а, 5) и [f™(x)|<c"(n=0, 1, 2, ...) при 

x€(a, 6). Доказать, что функция f(x) разлагается в степенной ряд 

f(x) = >> a,(* — Xp)", ж Е (а, 6), сходящийся в интервале (a, 6). 
n=0 

Доказательство. Известно, что если некоторая функция раз- 
лагается в степенной ряд, то только в ряд Тейлора. Поэтому будем 
доказывать, что функция }(х) разлагается в ряд Тейлора, т. е. 

со п) 

К) = У. Oo) (xg — Xo)", x, Хо € (a, 5). 
n=0 

Для этого оценим остаточный Wie. написанного ряда R,, (x), который 
мы возьмем в форме Лагранжа. Имеем: 

—_ | FF) (x Е 8 (x — хо) (c (6 — а)" +" 
[Ra (e)| = | (n+ 1)! (n+ 1)! 

Отсюда следует, что |R,(x)|>0O при n-—oco и независимо от хе 
е (а, 5). Но так как стремление к нулю остаточного члена одновре- 
менно с бесконечной дифференцируемостью функции f(x) является не- 
обходимым и достаточным условием разложения функции f(x) в ряд 
Тейлора, то теорема доказана. 

214. Пусть f(x) Е С<®)[—1, Пи f(xy) >0 (п=0, 1, 2, ...) при 
хЕ[—1, 1]. Доказать, что в интервале (—1, 1) функция f(x) разла- 

(хХ — Xp) < 

гается в степенной ряд: f/f (x) = у a,x”. 
N=0 

Доказательство. Покажем, что данная функция разлагается 

п 

в ряд Маклорена }(х) = Veo и при x €(—1, 1), т. е. разлагается 
n=0 

в степенной ряд по степеням х. 
Прежде всего, принимая во внимание, что функция f(x) имеет про- 

изводные всех порядков на сегменте [—1, 1], напишем формулу Мак- 
лорена с остаточным членом в форме Лагранжа: 

№ (7+1) (Е, n Ra (x) = F(x) УР = A oe, (1) 
k=0 

откуда, в силу неотрицательности производных функции f(x), полу- 
чаем неравенство 

h : (R) К mG.) — F(t) WOO <. (2) 
k=0. 

(n+ 1)! 
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Если бы нам удалось установить справедливость соотношения 

sup fF) (E, (x) = А" (5, (1), (3) 
0<|х|<1 

то тогда из формулы (1), учитывая неравенство (2), легко было бы 
получить оценку остаточного члена 

п п п n+l) п (1 п п [Ry (x) | = AEE gen GE де < ух, 

из которой следовало бы, что lim| R,(x)} = 0 при |x| < 1. Последнее 
N-» oo 

означало бы, что функция f(x) разлагается в ряд Маклорена на ‘интер- 
Bale (—1, 

Покажем теперь справедливость утверждения (3). Пусть О < x <1. 
Дифференцируя выражение 

Кио (Е (x) )) = — (п -|- 1)! (F f(x) — SS p® pf (0) xt) x21 = Op (x) 

по x, получаем: 

Фи (X) = (п - 1)! Фи (4) x, (4) 

где 9, (x) = ХР (x) — YS Oa —i(n+ Щ f(x) — [уе *) (0) x), 

Легко найти, что и (0) =0 при {= 0, 1, ..., п, a oth) (x) = 

== x/("+2) (x) > 0 при x > 0. Поэтому, согласно примеру 186, ra, IH, ч. 1, 
находим, что 9, (xX) > 0 при x > 0. A тогда, как следует из '‘ формулы 
(4), функция ®„(х) является монотонно неубывающей. 

Пусть —1 <х< 0. Рассмотрим функцию 

k) 
фи (x) = (—1)"Gn(—4) = (—1)™ (xf —x) +У и a (Kt + 

Hint (FC —x)— yo (0) | —1)x}), хе, |. 

Нетрудно проверить, что oy (0) = 0 при i=), 1, ‚п, а gre) (x) = 
= xfin+*)(—x) > 0; поэтому функция 0, (X), согласно, указанному выше 
примеру, неотрицательна, т. е. функция "РП (E, (x)) и при —1 <х<0 
является монотонно неубывающей. 

Учитывая, наконец, еще то, что lim А”? (E, (х)) = К”? (0) (сущест 
x+0 

вует), приходим к выводу, что функция f(@+(E, (х)) является моно- 
тонно неубывающей на всем отрезке [—1, 1] (при х = 0 полагаем: 
"НО (Е. (0)) = К” (0)). Следовательно, соотношение (3) справедливо 
что и требовалось доказать. 

105



215. Доказать, что если 1) а, > 0 u 2) существует lim > ах" == S, 
x7> R—0 = 

TO > а, В" = 5. 
Nx0 

Доказательство. В силу условия 2), имеем: 
© со 

Lim а ХВ" + lim Sy a,x"=5, 
xX R—O0 n=0 x+ R—0n=N-+1 

откуда 

$— — > а = Oy (1) 

где а, = lim № a,x". 
£+R—0 n=N-+1 

Поскольку, далее, a, >0, то а, 0. Поэтому из (1) следует, что 
N N 

< 3 a,R" < $. Последнее означает, что последовательность x a,R" 
П== П—0 

ограничена. Нотак как она еще и монотонна, то, в силу известной теоремы, 

сходится, т. е сходится числовой ряд >) а„К”. А тогда, по теореме Абеля, 
n=0 

oe oo 

будем иметь: lim 2, a,x” = > а,К”. Отсюда, приняв во внимание 
х- R— = = 

условие 2), найдем: 

dy а,К" = 5, 
П—0 

что и требовалось доказать. 
Разложить в степенной ряд функции: 

216. а 

sin? . inf 

Решение. Разлагая функцию — (¢ 0) в степенной ряд sm _ 

со 

(—1 Ви 
= foi п 1)! (0 < |¢|< co) и интегрируя последний, получаем: 

nt с Х2П-+А 

а 7 хи (2n + 1) (2n + I)! (|¥|< 00), 

x 

t dt 
217. зао 

Решение. Коэффициенты а„ степенного ряда подынтегральной 
со 

(им функции найдем из тождества: | == № . У a,t", которое дает 
fi=0 n=0 
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систему алгебраических уравнений относительно а»: 

п 

a, = | У, Ck (=r = 1 
0 , ‘ paki n-+-+1°* 

’ А | 
Из этой системы уравнении последовательно получаем: а; = 5, До = 

| 
‚ в = 54 ИТ. д. Таким образом, имеем: 

Хх со 

t dt -=У хп+ x x8 | x4 
Veen tet 
0 

t 

in(l pA аналитична всюду, за исключе- 

нием точки ¢ = —1 (при [= 0 полагаем, что ф (0) = 1), то радиус схо- 

димости ряда У» а„” равен единице. Следовательно, такой же радиус 
сходимости имеет и полученное разложение. 

Применяя почленное дифференцирование, вычислить суммы следую- 
щих рядов: 

Так как функция © (0 = 

х3 x8 
218. хат... 

Решение. Данный ряд, согласно формуле Коши — Адамара, имеет 
радиус сходимости, равный единице. Го теореме п. 5°, степенной ряд 
можно почленно дифференцировать внутри интервала сходимости. Имеем: 

м —... = а 1х|< 1). Отсюда интегрированием полу- 

x3 x6 
чаем: х — -- в —** = arctg x -- С. Полагая здесь x = 0, находим 

что постоянная С = 0. 
Окончательно имеем: 

ХЗ, № 
ЗЕ... == arctg x. 

Заметим, что в концевых точках интервала сходимости этот ряд 
сходится. Поэтому, согласно теореме Абеля, сумма ряда есть непре- 
рывная функция на отрезке [—1, 1]. Поскольку функция arctg x также 
непрерывна на этом отрезке, то последнее равенство справедливо при 
всех хе [—1, 1]. 

хх x4 219. 1-Е... 

Решение. Очевидно, этот ряд сходится на всей числовой оси. 
Обозначая через S(x) сумму данного ряда, почленным дифференциро- 
ванием его получаем: 

$ (x) + $’ (x) = e*, S(x)—S’ (x) =e*. 

Отсюда S(x) = 5 (2 + e~*) =chx (|x| < co), 
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x x xs 
220. оз а т ооо 

Решение. Дифференцируя почленно ряд внутри интервала  CXO- 
2 

димости |х|< 1, получаем: > +- x -|- 7 + +++ =S(x). Умножая обе 

части этого равенства Ha х?(х -=0) и пользуясь формулой У, п. 4, 
находим: 

x2 

При х= 0 полагаем $ = > (x = 0 — устранимая точка разрыва 

функции 9 (х)). Интегрируя (1), имеем: 

| = Аша ЭС. (2) 

Так как ван t+) =o то из (2) находим: С == 
x70 

= —lim: ^ п (1 — х) = 1. Следовательно, 
x+0 

x x x3 
Potagtzagrc = 

1 —х ; 
[nda +h если х = 0; (3) 

0, если x = 0. 

При |х| < 1 это равенство гарантировано теоремами о законности по- 
членного дифференцирования и интегрирования степенного ряда внутри 
интервала сходимости. Покажем, что и в концевых точках интервала 
X= +1 это равенство при некотором условии справедливо. Действи- 
тельно, поскольку рассматриваемый степенной ряд сходится в точках 
х = +1, то, на основании теоремы Абеля, его сумма является непре- 
рывной функцией на сегменте [—1, 1]. Если значение функции в pa- 
венстве (3) справа в точке х = | положить равным единице, то, как 
легко видеть, эта функция на сегменте [—1, 1] также будет непрерыв- 
ной. Поэтому окончательно можем написать: 

x x? x3 
Га Та. т. 4 Г“. 

=*In(1—x) +1, если —1 << 0; 0<х< 1; 
— 0, если x = 0; 

° если х = 1. 

-3- 2 
— oe : ep ee э-... 

Решение. Нетрудно проверить, что радиус сходимости ряда R= 1. 

Умножая производную 9’ (x) = > +. _ © 2x + aan © 3x? + 

++ +++(/x|< 1) суммы данного ряда на (1 — х) (х == 1), получаем урав- 

нение (1—х) 5’ (х) = 55 (5. Общим решением этого уравнения явля- 
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с 
) 

ется функция © (Хх) = (С = const). Полагая здесь х=0 и учи- 

тывая, что $ (0) = 1, находим: С ==1. Следовательно, $ (х) = 
Vi—x 

(|x |< 1). 
Сходимость рассматриваемого ряда в концевой точке х = —1 легко 

установить, если воспользоваться примером 90; расходимость ряда 
в точке х =1 следует из признака Гаусса. Таким образом, сумма ряда, 
по теореме Абеля, есть непрерывная функция на полусегменте [—1, 1). 

| 

Vi—x 
TO окончательпо имеем: 

l+ Sty Bf 

Поскольку функция также непрерывна на этом полусегменте, 

52+... = уже при —1<х<1. 

Применяя почленное интегрирование, вычислить суммы рядов: 
222. х— 4х2 - 9х3 — 16x* +... 
Решение. Общий член этого ряда имеет вид a, (x) = (—1)" 1х". 

Поэтому легко найти, что радиус сходимости ряда R= | 
Деля на x(x == 0) сумму S(x) данного ряда, а затем почленно его 

интегрируя в интервале |x|< 1, получаем: 

доз —axt + += 

= (x7 — x84 xt#— ee)’ хи... +C =a te. 

x (1 — x) 

(1 + x)? 
(|x| <1, x40). Нетрудно видеть, что ограничение x40 здесь 
МОЖНО СНЯТЬ. | 

223. 1. 2х2. 3 3.4 -... 
Решение. Общий член ряда имеет вид а„(х) =n(n-+ 1)х”; по- 

Дифференцируя полученное равенство, находим: S(x)= 

этому R= == [. 
lim Va (n+ 1) 

tl oo 

Таким образом, степенной ряд сходится к своей сумме при |х| < 1. 
Почленно интегрируя рассматриваемый ряд в интервале |х|< I 

дважды, получаем: 

[504 хня. о Нь (0) 
где C,, С. — постоянные интегрирования; x =# 0. 

Дифференцируя равенство (1) дважды и учитывая, что 5$ (0) =0 

окончательно находим: S (x) = 2 To» (|x| < 1). 

224. Показать, что ряд y= У =, (i? Удовлетворяет уравнению 
n=0 

xy" у —y=0. 
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Решение. Очевидно, данный ряд сходится при всех x€ (— со, 
-- co) и почленно дифферениируем любое число раз. Далее, имеем: 

Г Г г! и 1 
xy + y = (ху) = CHE =a 

n=1 n=0 

что и требовалось показать. 
Пользуясь соответствующими разложениями, вычислить с указан- 

ной степенью точности следующие значения функций: 
225. sin 18° с точностью до 1075. 
Решение. Пользуясь разложением функции sinx в степенной 

ряд, можем написать: 

о: (—1)"* n2n—h 
sin 18° = sins, = у би — 1 * 108=° 

Так как этот ряд лейбницева типа, то остаток ряда не превышает по 
абсолютной величине первого H3 отброшенных членов. Поэтому, как 

—5 

7 min < 10 <Я 
с требуемой точностью достаточно взять три члена разложения. Имеем: 

. т п 73 15 п _ sin = — = Tol! —F. +510 "= = 0.30902... 

следует из неравенств 08; для получения результата 

10°~ 10 31103 + 5! 108 10 

226. tg9° с точностью до 107%. 
fA (6) [= \* Решение. В силу оценки КЮ; = <a (30) < 0,0005 (f (x) = tg x), 

TT ® 
для получения приближенного значения 15. с указанной точностью 

достаточно взять два члена разложения функции tex в степенной ряд 
(см. пример 253, гл. П, ч. 1). Таким образом, 

оси от м _ tg 9 = te55 =p + 3-308 = (1 + 1399) = 0,158 ... 

ия ® | es 

227. Исходя из равенства -= = arcsin=, найти число «= с точ- 
6 2’ 

ностью до 1074. 
Решение. Пользуемся разложением функции arcsin x (| x|< 1) 

в степенной ряд (см. пример 197). Имеем: 

td (2n — 1)! 
arcsin = y+ у, 57+ Qn + 1)" 

n=] 

Поскольку 1) остаток данного ряда Ю, оценивается следующим 
образом 

со 

_ (2k — 1)! (2n + Пн 
Rn x DETR! (2-Е И ^ 3: 29+ (п -- IT nF 3) 
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(2n + Пи ins 
"3: 28242 пр It an +3) ^ го 

у" 

п> 4, то для получения приближенного. значения числа —| с требуе- 

2) неравенство 6 выполняется при 

мой точностью достаточно взять 5 членов указанного разложения: 

к | | 3 5 35 

63 +t Tom + 14386 К. 810 — 0,52359..., 
откуда п = 3,1415... 

228. Пользуясь формулой Ш (п + 1) = Inn - 2 [= т На т + 

+ vo) ‚ найти In2 и ШЗ с точностью до 107°. 

Решение. Покажем сначала, как получена эта формула. Раз- 
| 

лагая функции In(1-+ x) и In;—— в степенные ряды по степеням x, 

а затем складывая их в общей области сходимости (|х|< 1), находим! 

шее... (1) 1 —х 

| 5—1, Получаем указанную формулу. 
Найдем теперь соответствующие числа k членов ряда (1) для вычис- 

ления приближенных значений In2 и In3. С этой целью оценим оста- 
ток Ю, этого ряда. Имеем: 

R=? д 2k 

к 2-1 ' 2k+3 

Полагая здесь х = 

эхо 2х 

т } < Па». 
1 

Отсюда следует, что если x == 3 (И == 1), то К, < 107? начиная с k == 5, 

а если х = = (п = 2), то R, < 10-8 начиная с А ==3. Таким образом, 

1,1 ! ! 
In2Q~2(5 ты РР Г 15309 Г РЯ) = 0,69314..., 

! ! 13 — 0,69314 + 2 (5 + 375 + 588) = 1.09860... 

229. С помощью разложений подынтегральных функций в ряды 
вычислить с точностью до 0,00] следующие интегралы: 

100 1 4 | = © 1 
, —— dx dx In (1 + x) 

а) \ e-** dx; 6) \ e* ах: в) \ г) |: ——— dx; ) | ) | тя ея | п 
1 

е) | x* ах. 
0 

Решение. а) Пользуясь формулой I, п. 4°, находим: 
со 

© (—1)2 xen 

e—*" = 
п ([%| < 0), 

П—0 

1}



откуда 
1 ©о 

—х? — (—1)7 

\e ix ae 

Полученный ряд лейбницева типа, поэтому, если для получения при- 
ближенного значения данного интеграла взять Е членов ряда, то по- 
грешНость не превзойдет (k -|- 1)-го члена ряда.. Из этого условия на- 

ходим нужное число №. Имеем: Е ОЕ 3) < 0,001, откуда К >> 4. 

Следовательно, 

1 
е^* ах = 1 — в 41 =0 747 

10 42 216 ’ .’’ 

6) Пользуясь формулой I, п. 4° и разлагая подынтегральную функ- 

0 < |х| < + oo. Интегри- 

l со 

1 — 

цию по степеням — , получаем: е* => т , х п| хп 

руя этот ряд почленно, имеем: 

4 
+ | 

Je e* a= 241024 (1 ая: 
n=1 

Ограничиваясь А членами ряда, получаем: 

| | 
{er вы +ы2+У (| ет. 

n=1 

Из оценки остатка ряда 

| 1 | | 
у, п (п-- ao (I —t)< (n + 1)! 2741 al! Тита Г 

a=k-+-1 

1 ] 

ие т ...) < (n+ mae (1+ 
| ] 

аа Г Gee +++) < 0,001 

следует, что для получения результата с указанной точностью нужно 
взять К > 3. Таким образом, 

1 
|e d= 2 40,6931 + 4 + ay = 2,834... 
2 

(или 2,639 — с избытком), 
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в) Здесь X > 2, поэтому подынтегральную функцию разлагаем по 
| 

степеням -.. Имеем: 

= [1+ 5) = Seen (141 > В, 
n=0 

откуда 
+. 00 со 

(—1)" 
\ 3 — Mart 5) guna 

n=0 

Поскольку ряд лейбницева типа, TO для получения результата с ука- 
занной точностью достаточно взять число К (Е =0, 1, ...) членов 

| 
ряда, удовлетворяющее неравенству Bee pas < <0 001, которое дает: 

К > 1. Следовательно, 

+ 00 

(или 0,119 — с избытком). 
г) Поскольку 0 < x < 1, то подынтегральную функцию разлагаем 

по степеням х, пользуясь ‘формулой IV, п. 4. Имеем: 
1 со 
dx (—1)"? (28 — ПИ ay — 
фут = (1+ Уго “= 
0 0 n=] 

_ . (—1)7(2n— ПИ _ 
=1 +) (Qn)! (4n-+- 1) — 5, (1) 

Полученный ряд сходится дозольно медленно. Для ускорения его 
сходимости вычтем ряд, сумму которого легко найти, например ряд 

1 . (2n — 1)! 1 (° ах И? — 1 
z+ DD (-—1)" = +| =a 4 > (21) И (4-4) 4 : ИТ» 2 

Тогда получим: 

V2 3 (—1)" (Qn —1)!! 
$ == т +e a (2n)! (4n-+ 1) (n+ 1) ° (2) 

1 

Этот ряд сходится значительно быстрее, чем ряд (1). Действительно, 
если для вычисления данного интеграла взять Rk, первых членов ряда 
(1) так, чтобы для остатка ряда была справедлива оценка 

(--1)" (2n— 1)! (2k, DN 

| x ‚ eat (4n + 1) < (2k; Ti (4h, +5) < < 0 ‚001, 
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TO ky > 36; если же предложенный интеграл вычислять с той же 
точностью с помощью ряда (2), то, как следует из оценки 

3 (2k + 1) 
4 (Ok, Е 2)! (4h, +5) 9 < 0,001, 

для этого достаточно взять ky (Rk, > 6) первых членов ряда (2). Таким 
образом, используя равенство (2), получаем: 

1 V2, 3 | 1 5 7 | 33 
Зе (- +в яв в + ви) = 0927.- 
д) Преобразовываем интеграл к виду: 

100 100 100 

In (1 | | | \ n = \ -—^ dx + \ (1 + 1 
10 10 10 

100 = 1 

1 (—1)"~ 
= In? 10+ \ ( oo) dx. 

10 n=1 

1 
Здесь мы воспользовались разложением функции ил (1 -- 4) по сте- 

1 
пеням --(|x| > 1). 

Интегрируя почленно ряд, находим: 

100 

ва... 1 Ч (—1)2-1 1 
\ x dx ие 10+) Sage (1— р). 

n2107 
10 

Поскольку этот ряд лейбницева типа, то из оценки остатка его 

(Е + 1)? 10441 (1 — 7am) < 0,001 

находим число А первых членов ряда, нужное для получения резуль- 
тата с указанной точностью. Нетрудно проверить, что k > 2. Поэтому 

100 

\ Пи х) dx= 7,95279 + (0,09 — 0.002475) = 8,040... 

10 

е) Представляя подынтегральную функцию в виде +* = e* !n* и раз- 
лагая ее в степенной ряд по степеням xInx (x > 0), можем написать: 

п [пп 

= yam. Интегрируя этот ряд почленно, получаем: 
ni=0 

1 00 1 

[мах У ei ede. 
0 0 n=0 
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Интегрируя по частям, имеем: 

1 

Ima = \ x Int x d= 

=
 

In? х Ах = — 
n 

mei fm. n—le 

0 

Полагая в полученной рекуррентной формуле последовательно п == |, 
2,... , находим: 

| , 21 
Im, 1 = — poy lm, 05 Im три, 

Im, n= (A) apa In, 0 
Так как 

| 
[т, о == | x" dx == i? 

[1 m 

—1 —1)? n! 
TO [м = Sn откуда [n,n =o он 

аким образом, 

мос [dc Ут Nast 

Как следует из оценки остатка ряда 

(—1)F 1 
; ЕЕ ОН < 0,001, 

для вычисления данного интеграла с точностью до 0,001 достаточно 
взять четыре первых члена этого ряда. Тогда получим: 

1 

Хх ~ __ 1 И ВИ бин pt oy ag = 0,783... 

230. Найти с точностью до 0 ‚01 длину дуги одной полуволны 
синусоиды у=зшх (O< x <7). 

Решение. Длина $ указанной дуги выражается интегралом 

$ =| VIF соя x dy. (1) 
0 

Преобразовывая подынтегральную функцию к виду 

__ о 

V 1+ cos? х = Veli | 3 cos 2x) 
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| 3 
и замечая, что x |Cos 2x|<-z, разлагаем ее в степенной ряд по сте: 

пеням - cos 2х, используя формулу IV, п. 4: 
3 

. —1)2(Qn— DN, 
Vitorr=V 3 (14 У С COs >). _ (2) 

Интегрируя этот ряд почленно, получаем: 

ри + с052 хх == V2 (x -- Ус 1)" atte р.) | 3) 

где 

[. = | cos” 2х dx. (4) 
0 

Почленное интегрирование ряда здесь законно, так как ряд (2), по 
признаку Вейерштрасса, сходится равномерно по х, а ряд (3) сходится. 
Интегрируя в (4) по частям, находим: 

I, = -y | cos"! 2х d (sin x) = (N= 1) Ip_2— In), 
2 

0 

— | 
откуда Г, = ~— [1_. (1= 2,3, ...). Поскольку [о =х, a 1, =0, то 

. , @п— |! 
из полученной рекуррентной формулы получаем: /,, = mit 

I5,-1= 0 (n= 1,2, ...). 
Используя этот результат, из (3) и (1) окончательно имеем: 

__ 3 (4n —1)!! (21 — И 

$==И у ИЗ }. 

Оценивая остаток последнего ряда 

со 

у del Gn — (Ak ++ 3)!! (2k +1)! 
2 туз? ол) S ЗЕ) И (ЕАН 

(4k 4-7) (28-3) ! 11 — 
х (1+ 9-8) (RTH т 0) < gga (1 Ty rat ...)= 

5 | 
= 3 9 

и учитывая, что абсолютная погрешность при вычислении данного 
интеграла не должна превышать 0,01, число первых членов ряда R 

о 
находим из неравенства к V2 ° soe < 0,01. Это дает k > 1. Сле- 

довательно, Sa V $l -L i) = 3,92... 
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$ 6. Ряды Фурье 

1°, Основные определения. Система функций 

TX x RTX . Рщх 1 т 
“7 COS si, eee у COS — » т, eee yg 2, Г; 

определенная на отрезке [—1, Д, называется основной тригонометри- 
ческой системой. Эта система функций ортогональна на отрезке [—J, 1]. 

Пусть f(x) — интегрируемая на [—/, /] функция. Числа 

= 15 Fay cost ̂ ах, b, = — Lf resins ̂ dx 

(k=0,1, 2, ...) 

называются коэффициентами Фурье функции f(x) по основной триго- 
нометрической системе. 

Тригонометрический ряд 

kr . КК 
x + У (a cos = +b, sin) 

k=1 

называется рядом Фурье функции f(x). В частности, если функция f (x) 
четная, TO ее ряд Фурье имеет вид; 

ряд Фурье нечетной функции имеет вид: 

k=1 

Функция [ (x) называется кусочно-непрерывной на сегменте [—J, J], 
если она непрерывна в каждой точке x € [—/, |, за исключением, быть 
может, конечного числа точек, где она имеет разрывы первого рода. 

Функция f(x) называется кусочно-гладкой на сегменте [—/, /], если 
эта функция кусочно-непрерывна и имеет непрерывную производную 
Г (x) на этом сегменте, за исключением, быть может, конечного числа 
точек, в каждой из которых производная имеет конечные односторон- 
ние предельные значения. 

2°. Теорема о разложении. Густь кусочно-гладкая на сег- 
менте [—,/ функция f(x) периодически с периодом 2/ продолжена 
на всю бесконечную прямую. Тогда тригонометрический ряд Фурье 
функции f(x) сходится в каждой точке x € (—oco, +o) к значению 

+ (F(x — 0) + F(x +0). 
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Если для непрерывной и кусочно-гладкой на сегменте [—/, /] функ- 
ции f(x) выполняется равенство / (—/) = f (1), то ее тригонометрический 
ряд Фурье сходится равномерно на этом сегменте и сумма ряда .равна 
функции f(x) в каждой точке x € [—1, [. 

3°. О дифференцировании и интегрировании рядов 
Фурье. Пусть функция f(x) и ECe ее производные до некоторого 
порядка т (т > 1) непрерывны на сегменте [—/, Д и удовлетворяют 
условиям 

[= 1, РС =РО, ... , Г ([—) = f(D. 

Пусть, кроме того, функция [(х) имеет на сегменте [—1, Д кусочно- 
непрерывную производную порядка т -|- |. 

Тогда: 1) сходится числовой ряд 

У" (1 agl + loud 
k=1 

2) ряд Фурье такой функции можно т раз почленно дифференци- 
ровать на указанном сегменте. 

Ряд Фурье интегрируемой по Риману на сегменте [—/, Д функции 
[(х) можно интегрировать почленно`на этом сегменте. 

4°. Разложение в ряд Фурье по другим ортогональ- 
ным системам. В математической физике часто приходится иметь 
дело с ортогональными полиномами. 

1 
1) Полиномы Чебышева Т„(х) = -„=г COS (п агссоз х) ортогональны на 

интервале (—1, 1) с весовой функцией т. е. 
1 

VY1I—x’ 

| т, (x) Tn (9 ke | 0, если т = п; 

J, Vi-# ae если m= И. 

ап (x2 — [п 
2) Полиномы Лежандра P,, (x)= т С: ai ортогональны Ha 

отрезке [—1, 1], т. e. 

"1 0, если т = п; 
| Р.Р dx = 2 __ 
Y, On 1? ЕСЛИ = П. 

3) Полиномы Абеля — Лагерра L, (x) = a” ure) 

ством ортогональности на интервале (0, - со) с весовой функцией es 
Таким образом, имеем: 

+ 00 

_, 0, если т = п; 
\ e*L,, (x) Ln( x) dx = { 1? если Ш= пл. 
0 

обладают свой- 
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2 yng 2 
4) Полиномы Чебышева — Эрмита Fi, (x) = т 

на всей числовой оси и для них справедлива формула 

+9 ха 0, если т = п; 

\ е 2H, (x) Ни (х) ах = И2* 
п! 

определены 

‚ CCH ШТ = п. 

Разложить в ряд Фурье в указанных интервалах следующие функции: 
F(x) = [о если O< x< 1; 

0, если [< х< 1, 
где А — постоянная, в интервале (0, 21. 

Решение. Как видим, данная функция кусочно-гладкая, причем 
точка х-==[—точка разрыва первого рода. Поэтому, согласно теореме 
о разложении, функция f(x) может быть представлена рядом Фурье. 

Периодически (с периодом 21) продолжая функцию f(x) на всю бес- 
конечную прямую, построим функцию 

A, если 2 < х< (28-1 

[* (x) = 5, если x = RI; 

0, если (2—1l)l<x< 2, 

где К = 0, +1, +2, 
Согласно указанной теореме, функция [(х) совпадает в каждой 

точке х бесконечной прямой с ее сходящимся рядом Фурье: 

[*(x) = s+ у a, cos = +5, s 
n=1 

где 
, ol 

A=A a= th i [* (x) cos a dx = = + | F(x) cos de = 
0 

A n 1 TX 
: — А [оц — 0; 6, = T | Г" (x) sin" dx = 

0 —/ 

| 
= ах = А (141 1), 

0 

Следовательно, 

А 424 1 - 2n— | 
* —— [*(x) = 5 = yg sin ni 

при всех хе (—со, +00), a 

_A лу Г 
Г(х) = z+ Sn] Sin т THX 

a=] 

только при OS x<lul<x< Ql. 
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232. f(x) =|х| в интервале (—х, x). 
Решение. Эта функция непрерывна на (—*ж, п) и имеет кусочно- 

непрерывную производную всюду, за исключением точки x = 0. Пери- 
одически (с периодом 2=) продолжив функцию / (xX) на всю числовую 
ось, построим функцию № (x) =|х—2Е*|, если |х — 28| < т, где 

= 0, +1, +2, . Построенная функция удовлетворяет требованиям 
ое о разложимости в сходящийся к ней ряд Фурье. 

Поскольку функция }* (x) четная, то D, = 0; 

а, = ы [ f (x) соз nx ах = 2 x cosnx dx = =,((—1)"— 1), в =. 

Следовательно, 
со 

4 cos (2k -+ 1) x 
Рот de (2k + 1)? (-[Ь©<х< -Н со), 

=0 
со 

п 4 cos (2k-++ 1) х 

= 3 — > Qu pea "<< 1). 

233. [ (x) =sinax в интервале (—т, к) (а — ке целое). 
Решение. По данной функции построим функцию }[(х) == 

= зш (а (х — 2Р*)), если | х — 2 | < пий ((2Е-- 1) =) = 0 (Е =0, +1, 
--2, ...). Эта функция является кусочно-гладкой при lx— 2 |< к. 

Кроме того, th (X, — 0) + f* (x, +0)) = (%,), где х, = (2k + Iz — 
точки разрыва первого рода функции /* (x). Поэтому функцию |” (x) 
можно разложить в ряд. Фурье, сходящийся к ней в каждой точке 
ЧИСЛОВОЙ OCH. 

В силу нечетности функции } (x), коэффициенты a, == 0; 

де. = sinaz (а = п). 6, = — | sin ax sinnx dx = -- 

Таким образом, имеем: 

P(x у Zsin aa WY (_ yt ASIN (x |< со), 
n=1 

f(x) = ое ии (11 < =). 

234. f(x) =x в интервале (a, a + 21. 
Решение. Функция 

, х— ЭВ, если №-+а< х<а- 2ЦЕ- 1); 
| (x) =| a-+-1, если x = 2/k 

(Е =0, +1, +2, ...), построенная Ha основании данной функции и сов- 
падающая с ней. в интервале (а, а-- 21), является 2/-периодической, 
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кусочно-гладкой. Кроме Toro, в точках разрыва x, = 2/k выполняется 
равенство 

FF (x4) = (Рф 0) + F* (% + 0). 
Поэтому функция /* (x) разложима в сходящийся к ней в каждой точке 
x €(—oo, -- со) ряд Фурье. 

Далее, имеем: 
1 а--21 

ав = 2(а-- 0, &-т)/ * (x) соз "ах = -- | F(x) сов ах = 

aol ~ 1“ 

= 4 , хот dx роте, be= J трах = 

a+] 

=z J Гота = =< cos (k= 1,2, ...). 
a 

Таким образом, 

э|
 Ред =a+14+= Уп" а —) (|х|< 0), 

со 

Ко =а-+ 1+“ Ут" а —2) @а<х<а+ 2). 
n=] 

Разложить в ряд следующие периодические функции: 
235. f (x) = sgn (cos x). 
Решение. Данная функция кусочно-непрерывна (точки разрыва 

xX, первого рода удовлетворяют уравнению cos x, = 0) и имеет кусочно- 
непрерывную производную |’ (x) =0 при x= x,. Кроме того, функция 

/ (x) периодична с периодом 27 u [(х,)= > (1 (x, — 0) + 7 (x,+0)). Сле- 

довательно, она может быть разложена в ряд Фурье, сходящийся 
в каждой точке х числовой оси. 

Учитывая четность рассматриваемой функции, `получаем: 

6, =0, a=0, a, = = | зап (соз x) . cos ИХ dx = 
0 

("= 1,2, ...). 

у." 

2 т 
2 2 4 . тп ==) cos nx dx — = | cos nx dx = —- sin-;- 
x в. пп 2 

2 
Таким образом, имеем: 

4 1 . мп 
sgn (cos x) = = У > Sin > COS NX = 

n=1 

oo 

_— 4 \( 
oe oe + 1 
ко т 

cos (2k + 1)х, —®<<х< +0, 
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236. f(x) = arcsin (cos x). 
Решение. Нетрудно проверить, что эта функция непрерывна на 

всей числовой оси и имеет кусочно-непрерывную производную (она не 
дифференцируема только в точках x = kx, где К — целое). Кроме того, 
она 2*-периодическая. Следовательно, ее ряд Фурье сходится к ней 
в каждой точке x €(—oo, +0). 

Принимая во внимание четность данной функции, находим: 

b, = ==|($—x)ax=0, 

0 

a, = =) (= — x] cos nx dx = — 2c |) п=1,2, ...). 

Итак, 

arcsin (cos x) = > oa ion Г) cos nx = 
u=] 

4 . 2k + 1 

==» “DEEDES (Te << +0). 
k=0 

237. f (x) = (х) — расстояние х до ближайшего целого числа. 
Решение. Функция (х)— четная, имеющая период Т = 1; в oc- 

тальном ее свойства аналогичны свойствам функции агсзт (cos x), рас- 
смотренной в предыдущем примере. Поэтому 

1 | 
2 р 

b, =0, a5 = 4| хах =-, a, = 4 | x cos Innx dx = (CED 

) 

Таким образом, имеем: 

__ 2 4п—2 (x) = 2 и т TX (|x| < <). 

n=] 

238. f(x) =| cos x}. 
Решение. Очевидно, данная функция непрерывна в каждой точке 

ХЕ (—<о, со) и имеет кусочно-непрерывную производную всюду, за 
у" 

исключением точек х = -5; kx (Е — целое). Кроме того, она пери- 

одична (период Т == т). Поэтому ее ряд Фурье сходится к этой функции 
в каждой точке x € (—oo, +0). 

Учитывая четность функции, имеем: 
к 

е 4 4 
b, = 0, a =+) cosxdx = --, 

0 
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4 (—1)7+1 

C
h
m
 

ho
] 

A 

4 
а, =-— \ cos x - cos 2nx dx = ат (n= 1,2, ...). 

Следовательно, 

2 4 (—1)7 +1 cos 2nx 
|cos x] == + = 4n2 — | (|x| < oo). 

n=] 

sin nx 239. f(x) = War S22 (|а| < 1). 
n=] 

Решение. Поскольку 

nia |" | x| yer ial 
<Tsinx, 7 яп Ts 

n=] 

то, согласно признаку Вейерштрасса, данный ряд сходится равномерно 
на каждом сегменте, не содержащем точек x == Ак (Е — целое). Так 

sin nx 
как, кроме того, функции непрерывны при x =& kr, то, по извест- 

ной теореме, функция f(x) непрерывна при Х = kr. 
Аналогично можно показать, что функция 

n Sin nx 

sin x 

оо 

у П С0$ ПХ + зШ х — с05 Хх ‹ sinnx 
Ё (*) = a” 2 sin? x 

A=] 

также непрерывна при x = kx. Кроме того, как следует из paBeHCTB 

©9 

и У оп sin nx 
. . п sin nx es | 

lim f(x) = lim a” ——— = lim = 
xokn хх sin x вл sin x 

n=] 
со со 

У, пап cos nx 

= lim — = У, па” (—1) "0 = ВА, 
xokn COS Хх 

N=] 

Хх = kx —TOUKH устранимого разрыва функции f (x). 
Таким образом, периодическая функция 

+ x Х = kr; 
| (x) =| Lo если x= kr 

разлагается в сходящийся к ней всюду ряд Фурье. Имеем: 
оо 

P(x) = у — (sin (и — 2) Хх. cos2x -- cos (п —2)x + sin 2x) = 
N=] 
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-у 9 ое с0$ (И — 1) х = 
—1 n=] 

= —a-+ ву. п diated + oy a” cos(n — 1) x. 
N=] n=1 

Отсюда находим: 

Ё (x) = a) ee 773 cos (n — 1) x = 
n=1 

= Toa ти 2 Ga O08 
n=1 

240. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = secx — м <х< =. . 

Решение. Как и в предыдущих примерах, строим -э-периодиче- 

скую функцию /* (x), равную sec х, на сегменте |— 4 , = Сразу на- 

Ходим, ЧТО 

Е 
8 4 8 5 b= 0; ==) seg = = (1+ V2), 

_ 8 4 8 a 24/c 
afm, v= 3 (In(1+V3)— 5V3). 

Для вычисления коэффициентов a, при n > 2 выведем соотноше- 
ние, связывающее a, и а,„_.. Имеем: 

к 

7 4 
cos (4n — 8) x 8 : cos 4nx - cos 8х dx 

Gna =~ =. | COS x dx = т COs x + 
0 0 

у." 

Е in 4 in 8 16 4 in 4 4xd sin 4nx - sin 8x 4, sin 4nx - sin 4x cos 4x dx 
+5) COS x = On т 2 COs x 

к 

| В in? 4 4 sin? 4x . cos 4nx —*~ \ а, — В, (1) 
где 

к 

4 

=F) sinx -cos2x-sin4(n—1)xdx = 

ИУ — 1 —_ 
— x (4n— 1) (41 — 3) (4n — 5) (4n— 7) (n= 1,2, ...). (2) 
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Из рекуррентной формулы (1) следует, что а. = A) РВ», Az =A, + Въ, 
п 

а; = Ay + Be -+ Ва, As = а -+ Bs + Вь, eee у а», = My + 2 Вы (n= 1, 

..), Aspa1 = + У Вы (2 = 0, 1,2, ...). Разлагая дробь (2) на 
1—0 . 

простые дроби, находим: 

=
 | 

Mm
 

| | |<
 

Ms
: | 1 | | 

(ety ews +=) a 
i=1 i=] 

4n 

_'° sin ((2m — 1) =), 
х = 2т 

m=] 

п 4n 

16 —|)m_, 
Un, = di Pace =~ У, asin ((am + 3) =). 

= m=] 

Таким образом, окончательно получаем: 

Ё* (x) = 284 Say + ty) 0 8nx +У (a, + v,) cos 4 (2n + 1)х, 
n=1 

—o < хх +; secx = f*(x), если —+< x< 7 

241. Функцию f(x) = х* разложить в ряд Фурье: а) по косинусам 
кратных дуг; 6) по синусам кратных дуг; в) в интервале (0, 27). Поль- 
зуясь этими разложениями, найти суммы рядов: 

ee ae У в (2n — 1)?° 

Решение. В случае а) функцию / (xX), рассматриваемую в силу 
условия только на сегменте [—z, x], периодически (с периодом 2“) 
продолжим на всю числовую ось. Тогда получим непрерывную и кусоч- 
но-гладкую функцию [* (x), совпадающую с функцией f(x) при |[х| <* 
и разлагающуюся в ряд Фурье только по косинусам. Для коэффици- 
ентов а„, 6, имеем: 

tb
a:
 

у." r 

2 9? 
b, = 9, ay =~ | ах = = ; a, = | x*cosnxdx = (—1)"4 

0 0 

(n= 1,2, ...). 

Поэтому [* (x) = a + 4 У сз ^^ при всех хе (—со, +00); x? = 
n=] 

_j)n 
== ay > только при |x| < 

n=1 
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Для получения разложения в случае 6) функцию x’, рассматривае- 
мую на интервале (0, 7), продолжим на полусегмент (—zx, 0] нечетным 
образом, а затем так построенную функцию периодически (с периодом 
2) продолжим на всю числовую ось. В результате получим функцию 

| — вы если |х— 2kn | < 4; 
P(x) =| если х = (2/-+ 1) 

(Е, 1=0, +1, +2, ...), определенную всюду на числовой оси и удов- 
летворяющую всем условиям теоремы п. 2°. 

Вычислив коэффициенты 

т 

2 2 4 n a, = 0, by =~ | Psinaxds = = (—1)1 + + (-1)"— 1), 
0 

можем написать: 

со 

го = У [+ (0 — 0) sinnx (|x| < <), 
n=1 

х2 = у & (1! + 4 ((—1" — 1) sinnx (0<x< 7). 
n=] 

Наконец, в случае в) по функции f(x) = x? (0 < x < 2x) строим 9*- 
периодическую функцию | (х), совпадающую с функцией f(x) = 
только на интервале (0, 2x) и в точках разрыва x = 2Ё* (Е — целое), 
равную 2x”. Тогда для коэффициентов a, и В, функции [* (x) нетрудно 
получить выражения: 

к 2* | 2* 

ое [Рот | пох | eden 
—т 6 6 

т 
20 

a, = 4 5 | (x) cos nx ах = -.. :) f* (x) cos nx dx = =. 

к 
Qn 

р, = = | P(x) sin nx dx = | x*sinnx dx = —* (n = 1, 2,...). 

— ; 

Следовательно, 

fF (x) = ву И ие) 
n= n=l 

оо 5 со 

м4 gh) у ie (0<x< Qn). 

A=] n=] 
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Полагая в 3 первом случае х=хт и х==0, получаем соответственно 

го n+1 = 

x, . Складывая почленно эти два сходящихся 

n=] Aa=t| 

x 
esd (2n — 1,2 — 8 ° 
n=] 

2 

ряда, находим: 

242. Разложить в ряд Фурье функцию 

x, если 9<х< 1; 
г = | 1, если 1<х< 7; 

3—x, если 2<x< 3. 

Решение. Для коэффициентов Фурье функции | (x) с периодом 
Т = 3, совпадающей на отрезке [0,3] с функцией f(x), легко найти 
выражения: 

3 
— 

a= | Pdr пов ое 
2 

r
r
 

1 2 
2 2 2 
аа {drt $\@—ndrmd, 

3 
2 

„= | f* (x) cos ке f* (x) cos oO dx = 

3 
2 

nen 

2 3 2nt 
=F | ах 3 dx = (cos 7%" —1) (n= 1, 2, ...) 

р, =0 (в силу четности функции [* (х)). 
Итак, 

1 ‘cos 207 
2 3 i” 3 2птх 

Ро = ) | — cos —5— (|x| < оо), 2 n2 
n=1 

‹ | cos enn 
2 3 3 Onnx 

Г) = 3 — 3 73 = (O9< x <3). 
n=] 

Lompsyace формулами COS x = 5 (2-2), sinx= 57 : (2 — 2), где 2 == 

=е*и2=е““, получить  азложения в ряд Фурье  педующих функций: 
243. cos’" x (т— целое положительное число). 
Решение. Пользуясь указанными формулами, а также формулой 

бинома Ньютона, можем написать: 
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2m 

| = | 2т у — ат — of Е »2(m—k) — 05" x = дж (z+ 2) =a» CE Aen = 
k= 

2m 

| 

т Lod 
=—0 

СЁ, (cos 2 (т — К) х + isin2 (т — Е) x) = 

от m m 

US Ck, cos 2 (и —k) x = 2 4 LW cmt 005 2h = in от COS (т — )X = чт 1 эт=т am cos 2kx. 

k=0 k==0 

Здесь мы воспользовались тождеством CZ, = С”, а также чет- 
ностью функции cos2kx и нечетностью функции sin 2 (т — k)x. 

азшх ; 
244. Г— gcosx+@ (191 < 1). 

Решение. Применяя указанные в предыдущем примере формулы 
И разлагая данную дробь на простейшие, получаем: 

gsinx ] | 

Г— 29 0х9 21—92) 9 (1 — gz) 

Поскольку | gz| == | 92| =|9| < 1, To справедливы разложения в сте- 
пенные ряды функций (1 я и (1 —92) ' по степеням 42 и 92 
соответственно. Имеем: 

оо со 

т 
узш x = La pom Vg its e—inx = SV g'sinax, 

| —2gcosx-+ 9? —- dal — 

что и требовалось выполнить. 
245. ш (1 —2qcosx + 9) ({g| < 1). 
Решение. Дифференцируя данную функцию по х и пользуясь 

предыдущим разложением, получаем: 

(In (1 — 2асозх + q?))' =2 Уч sinnx, откуда |п (1 —2qgcosx + 4*) = 

п 

= — 2 у 7 cos пх -- С. Полагая здесь х =, находим: 
l=] 

шо = УТ". 
n=] 

Отсюда, в силу формулы V, $ 5, следует, что С =0. Итак, оконча- 
тельно получаем: 

foo] 

In(1 — 29с0$х + q’) = —2 У, cos nx. 

246. Разложить в ряд Фурье неограниченную периодическую функ- 

цию | (x) = In| sin} |. 
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Решение. Пусть O< te Cx¥—2ke <ж— в, где e >0 и kR— 
целое. Тогда степенной ряд 

gn 

П—1 

где z= e*, сходится при всех указанных х. 
Далее, покажем, что 

sin | = Re (in 5 12) (In 1 = 0). (2) 

Действительно, пользуясь известным равенством 

: — V! ess (3) 

и представлением и = |w|(cos¢ +/sin¢), где w— некоторое комплекс- 

In 

ное число, ф — его аргумент, Relnw = In|w|, получаем | положив & = 

= 154). 

Re (In 2) = In V = ese, (4) 

2 

Сравнивая соотношения (3) и (4), получаем (2), что и требовалось по- 
казать. 

Таким образом, используя формулу (2) и разложение функции 
— п (1 —2) вряд (1), имеем: 

in| sin | = ив —in2—Y) —_ 

n=] 

Так как число € можно взять как угодно малым, TO отсюда следует, 
что полученное разложение справедливо при всех х = Эк. 

x 

247. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = {in V| ctg 5 | ae 
0 

(—r << xX <7). 
Решение. Производная функции f(x), равная 

f’ (x) — | = + (In 

является 2=-периодической функцией и Ha интервалах 0 < |x| < т может 
быть представлена рядом Фурье. Действительно, на основании преды- 
дущего примера имеем: 

cos = | — sin “| 
2 2 ’ 

со 

In sin 5 =—Ing— Sen, x & ЭЕж, 
n=] 

In| cos | = —Ing —}) Vr cos ne Х = (2k + 1)x. 
n=] 
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Поэтому, если x= kx (Е — целое), то 

со 

| |1 — (—1)” — =} YR CM cose Yee 
n=1 n=] 

Интегрируя полученный ряд почленно, находим: 
оо со 

2n — 1) in (2n — 1 f(x) = = та = ST 
0 n=!1 

248. Разложить в ряд Фурье функции x = х ($), y= y(s) (0<s < 4a), 
дающие параметрическое -представление контура квадрата: 0 < х«а, 
О < у<а, где $ — длина дуги, отсчитанная против хода часовой стрелки 
от точки О (0, 0). 

Решение. Рассматриваемые функции описываются следующим 
образом: 

$ если 0 <$<а; 0, если O<s<Q; 
a, если а<з< 2a; S—a, если a<s< 2a; 

х ($) = 3a—s, если За < з< 3а; Ч (s) = a, если 2a<s< 3a; 
0, если За<з$< 4a; 4а—$, если За <s < 4a. 

Далее значения функций х ($) и и($) периодически повторяются. 
Очевидно, данные функции непрерывны, кусочно-дифференцируемы 

и 4а-периодичны. Следовательно, их можно разложить в сходящийся 
к ним ряд Фурье. 

Коэффициенты Фурье функции x (5) следующие: 

4а 

a =5-\ x(s)ds=a, an = 4; (J seos St ds +a f с0$ Se ds + 
0 

+ | @a—s) cos $38 ds) = 2 (1—(—1)’) (cos — 1}, 

р, Нота] ие 48 + | @a—3 sin = ds) = 

2 a at ==; (1 —(—1)") sin 5. 

Таким образом, имеем: 

4aX —1 ne. @1—|л = МУ ата ( 03 5 J 4 (— 1) sin 2% :). 
n=1 

Аналогично находим: 

со 

4 _(Qn— 1 ne. (Qn—1)7 
= Ss (cos 2) #8 (1) sin >. 

n=] 
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249. Как следует продолжить заданную в интервале (0, =) непре- 

рывную функцию /(х) в интервал (—т, т), чтобы ее разложение в ряд 

Фурье имело вид: f(x) = » а, соз (21 —1)х (—nr<x< x)? 
n=l 

Решение. Поскольку 6, = 0, то функция f(x) — четная, т. е. ее 
следует продолжить в интервал (— x, 0) четным образом. Далее, заме- 
чая, что в данном разложении отсутствуют члены Aen COS2NX, заклю- 
чаем, что 

к 

Qon == 2 ло cos2nxdx =0 (п=0, 1,2,...). 
0 

Разбивая этот интеграл на два: 
к 

т 2 $ 

| f (x) cos 2nx dx = | Г (x) cos 2nx dx + J | (x) cos 2nx dx 
0 0 7 

3 
1 

и производя замену: в первом интеграле x = (п — У), а во втором 

x= > (x + и), получаем: 

| Г (x) cos 2nx dx = yf fi (= — 4) + E+ 4)) cosnydy =0, или 
0 0 

Fre cos 2nx dx = er | (F (= + 4) + aes — 4)) cos ny dy = 0. 

Отсюда следует, что 

Te 

| и +} 5—5 cos ny dy = 0, \ ((E+4)+ 115-4) 
—T 

т. е. функция Ф (и) =] (= + р + (= — 4) является нечетной. Однако 

функция Ф (и), очевидно, четная; поэтому Ф (и) = 0. 

Итак, должно быть [(= Ри) — (= =) esas к), или, если 

f(x — x) = —f (x). 
Следовательно, график ‘так построенной функции должен быть сим- 

вернуться к переменной х по формуле x=- 

» к 
метричным относительно прямой x = 0, а точки х = + > должны быть 

250. Функцию f(x) = | о 

а) по косинусам нечетных дуг; 6) по синусам нечетных дуг. 

центрами симметрии его на интервалах (0, x) и (—*, 0) соответственно. 
д ry 
+ —x] разложить в интервале (0, =): 
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Решение. a) Рассмотрим 9*-периодическую функцию [(х), кото- 
рая в интервале бы ®) определяется следующим образом: 

I F (x), если O<x< 3? 

f(—x), ели — > <х< 0; 
[*(x) = (х—*) (#—=) ‚ если > <х< т; 

(«+ =)(#+ =), если —<«х<—ч. 

Очевидно, построенная функция непрерывна в каждой точке х чис- 
ловой оси и имеет кусочно-непрерывную производную. Кроме того, 
она четна и ее коэффициенты Фурье Aon (n= 0, 1, 2, ...) равны нулю, 
так как 

[* (x) cos 2nx dx = 

o
r
a
 

3 к 

1 2 
Aon = +\ [*(x) cos 2nx dx = — 

—T 

> : 
=< \ x($—x] cos 2nx dx + 2\ Gm (x — 4) cos 2nx dx = 

0 
— 

2 

2 2 

2 (— 1)” \ (= —y) cos 2ny dy +- 2(-1)" \ (y —%) ycos 2ny dy = 0 
0 0 

к 
в3-м и 4-м интегралах мы произвели подстановки: х= 5 — у 

и" 
Hx= > + y соответственно] . 

Таким образом, функция f*(x), совпадающая в интервале (0, +) 

с функцией f (x), может быть разложена в ряд Фурье только по коси- 
нусам нечетных дуг. Имеем: 

р, = 0, а2и—1 = 2 \ f*(x) cos (Qn — 1) хах = 
‘0 

р 
2 ~ sl} (= —x)eos (21 — 1) x dx + 

+ \ (х— т) («—=) cos (2n — 1) хах — 

2 . 
2 4 (—1)^ _ 
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Разложения функций [Р(х) и f (x) имеют вид: 

(<) = тет ao (1+5 — ,) cos (21 — 1) x ({x|< ©), 

f(x) = 2 aby г (1+ a! = - cos (2n— 1) x (o<x<). 

6) Поскольку в разложении Фурье должны отсутствовать KOCHHYCHI, 
re ow 

то функция f*(x), совпадающая в интервале |0, =) с функцией | (x), 

нечетна. Кроме того, по условию, должно быть 

bon /*(x) sin 2nx dx ++ 

n
e
 

=2{; f*(x) sin 2nx dx = 2 
0 

-- 4 f*(x) sin 2nx dx = 0. 

to
] 

A
C
 
e
e
 

a 

1 
Произвеля замену во втором интеграле х = >. (п — у), а в третьем 

х=-— >. (п Ни), получим: 

bon = = ap ("ЕР + + £)) sin ny dy = 0, ИЛИ 

bo, = О. | (e(—4)—P ($4 4)) sin ny dy = 0. 
п 

Из двух последних равенств находим, что 

Би ((S—2)—r ($+ £))sinmyay =o, 
—nT 

откуда следует, что функция "(== 4) в (= +4) четная. Ho так 

как она еще и нечетная (что очевидно), то }* (Ел (= 

+5 = 0, или, возвращаясь к переменной xX, можем записать: [*(x) = 

= f*(x — x). Геометрически это равенство означает, что график функции 
й | к 

[*(х) в интервале (0, =) симметричен относительно прямой x= >. 

Таким образом, для построения гра! ика функции }*(х) с указанными 
свойствами следует, во-первых, график функции [(х) зеркально отобра- 
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о к к 
зить относительно прямой х = -5- в интервал (= , =; во-вторых, так 

полученный в интервале (0, =) график функции f*(x) отобразить нечет- 
ным образом относительно точки x = 0, как центра симметрии всего гра- 
фика, в интервал (—т, 0). Тогда для коэффициентов Фурье получим: 

к 

Ay = а, = 0, Dn = 0, Doni = 2 | Р(х) sin (21 —1)xdx = 
0 

к 

2 

-2 | (= sin (2n — 1)xdx + 
0 

9 к 

-- = (итал — 1) xdx = 

+ 

_ _2(—1)" 4(—1)" — — (ИИ) (n=1, 2, ...). 

Следовательно, разложение функции [*(х) имеет вид 

a(x) = у аи) sin (2 — 0х 

251. Функция [(х) антипериодична с периодом *, т. е. f(x -+ 7) = 
—f (x). Какой особенностью обладает ряд Фурье этой функции 

в интервале (—п, п)? 
Решение. Предполагая, что данная функция разложима в ряд 

Фурье, с учетом ее антипериодичности, получаем: 

Ag = f (x) dx = — — ai пени] [ (x) ах = —ap, 
—п 

откуда следует, что Ay = 0. 
Далее, находим: 

— < \ f (x) cos nx dx = —+ \ f(x + x) соз их dx = Qn 

2x 

n+1 — (Hi | f (x) соз их ах = (—1)"Ha, п 
0 

(здесь мы использовали равенство f(x - 27) = [(х)). Следовательно, 
Qon = 0. Аналогично устанавливаем, что bo, = 0 (п=1, 2, ...). 

252. Зная коэффициенты Фурье an, 6» (п=0, 1, 2, ..) интегри- 
руемой функции f(x), имеющей период 2x, вычислить коэффициенты 
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Фурье an, В, (n=0, 1, 2,...) «смещенной» функции f(x +h) (h= 
= const). 

Решение. Учитывая 2=-периодичность и интегрируемость функции 
f(x -- И), имеем: 

т nh 

а, = Ji e409 cos dr = + \ i (£) (cos nt cos nh -- 
—rth 

+ sin nt sin nh) dt == a, cosnh + 6b, sin nh, 
к--В 

= (+ Asinnvdr = 1 | (И (sin nt cos nh — 
“т —n-h 

— с0$ nt sin nh) dt = В, cosnh —a,sinnh(n=1, 2, ...3 Ay =p). 

253. Зная коэффициенты Фурье an, В, (n=O, 1, 2, .) интегри- 

ee функции f a с периодом 2x, вычислить коэффициенты Фурье 
п (n=0, 1, ..) функции Стеклова 

х--й 

| . вы=и \ Fed. 
x—h 

Решение. Ряд Фурье 

oo 4 У An cosnx + b, sinnx — f (x) 
n=l 

2«-периодической интегрируемой функции f (x), согласно п. 3°, можно 
почленно интегрировать. Поэтому, интегрируя его почленно по x 
в пределах oT x —A до x +A, получаем: 

fo + х (2 - sin nh cos nx +7 , Sin nh sin nx) = fn (x). 

Отсюда находим: Ay = а, An = Е sinnh, Ви = a. sin nh. 

Разложить в ряд Фурье по полиномам Чебышева: 
254. f(x) = №, хе (—1, 1). 
Решение. Исходим из общего представления функции рядом 

Фурье: 
со 

oN 

x3 — У anT rn (x), (1) 

n==0 

где а„ — коэффициенты Фурье, подлежащие определению. Для ux 
вычисления воспользуемся свойствами ортогональности полиномов 

l 
Чебышева на интервале (—1, 1) с весом Е. Умножив обе части 

— x? 

равенства (1) на весовую функцию и проинтегрировав по хЕ (—1, 1), 

133



в силу`указанного свойства и нечетности функции хз, получим: dy = 0. 
Ти (х 

Далее, умножив обе части равенства (1) на Lm) (т = 1, 2, ...) 
V1i— x 

и проинтегрировав по x € (—1, 1), найдем: 

хЗТ m (х) dx TAm 
JV! — x2 92т—1 ° 

Лля вычисления интеграла воспользуемся явным выражением подино- 
моз Чебышева и произведем подстановку arccos x = #. Тогда получим: 

0, если т = 1, т 3; 
к 

__ 2т 3 ] 3 ; Am = — | cos*t cos (mt) di = ]-р, если m= 1; 
0 

||, если m= 3. 

Таким образом, при хЕ (—1, 1) = . Г, (x) + Ts (x). 

255. f(x) =|x|, хе (—1, 1). 
Решение. Kak и в предыдущем примере, представляем данную 

` 
функцию в виде: |х|= а + У AnT' n(x). Последовательно умножая 

n==] 
. | 

обе части этого равенства на УЕЕЕ и интегрируя по хЕ (—1, 1), 
—X т — 

а также умножая на ИЕ и интегрируя по хЕ (—1, 1), получаем 

(пользуясь при этом свойством ортогональности полиномов): 

+1 1 
a, =2 \ 1x! dx 2 
тг — т ’ _ч Иж x | 

+1 
m Qm 

Oy = — \ eee — fe | cos¢| cos (mt) dt = 

—1 _* 0 
к —_ ° = | 0, m=1; 

— 2т тк — \ cost cos int) dt —2"( cos ft cos (mt) dt = omar 60$ 5 

° = [= тж, MFI 

Итак, при |х|< 1 можем написать: 

Разложить в ряд Фурье по полиномам Лежандра функции: 
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0, ели —1< хх 0; 
256. jo ={y если O<x< 1. 

Решение. Имеем: f(x) = >) а,Р, (x). Поэтому 
=0 

| 

okt \ P, (x) dx = 
0 

41 7 

Е | род В, ах = Y 
1 

| 1 (2-Е dx = ht! dk-1 (x2 — 1) |! 
ЗК! dxk ОЕ dxk 

+1 
| | 

а = 5 | Год Рак = т (Е =1, 2, ...). 
—1 

dk—1 (x2 — 1)* 
Остается вычислить ЕЕ 

в точке х = | это выражение равно нулю. Для вычисления значения 
его в точке х = 0 воспользуемся формулой бинома Ньютона: 

К 

(x? __ 1)%)@—D — (> С; (—1)2х2#-2/)@—0 — 

{[—=0 

| Очевидно, при любом k> 1 

le Fu 
2 

Dy Ce (1)! (2k — 21) (2k — 21 — 1) ++ (— 2+ +2) x1, (1) 
=0, 

— 

Из этого соотношения следует, что если А — число четное, то при 
х= 0 сумма (1) равна нулю; если Е =2т-- | — число нечетное, 
то в точке x = 0 сумма (1) равна СЕ (—1)"+!2m (2m — 1)... 3-2. 

Таким образом, 

4 3) (—1)™ (2m)! 
Qom = 0, Aon. = ( ima coat (m=0, 1, 2, ...). 

Следовательно, 

—1)7 (4 3) (2m)! (—1)™ (4m - 3) (2m) Poms (X). 
| fo] 

P(e) = + У ттт (m+ Г 
m=0 

257. f(x) =|x| при |x|< 1. 
Решение. Kak и в предыдущем примере, напишем: f(x) = 

1 

2k + | | |x| РЕ (x) ах. = У Ра (х), где ак = 5 

—1 k=0 

При k= 2m-+ 1 имеем аж = 0, так как в этом случае подын- 
тегральная функция нечетна. При k == 2m подынтегральная функция 
четна, поэтому 

] 

1 2m (72 —. 1\2m 4Am+ \ ат (x 1) dx = 
dx2m 

| 

~~ “gem (2т)! 
0 
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4m -+- 1 ( d2m—1 (x2 — 1)2т 1 2m~2 (x — 1)2m 1 
— 

0 — 22т (2m)! ахт-—1 0 dx2m—2 
Am +1 

= т ony ((x° — 1)*™)O"™—? Jeno (m=1, 2, ...). 

Анвлогично проделанному в примере 256, можем написать: 

((x® — 1)2)2m—2) |g = (—1)”7-+НС"" (2m — 2)! 

Итак, окончательно имеем: 

< (—1)™ (4m + 1) (2m — 2)! 

i (x) = a Pan (m— Ty (mp ay ^ 2m (*)- 
m==] 

Разложить в ряд Фурье по полиномам Лагерра L,(x) при x >0 
следующие функции: 

258. f(x) = e7™. 

Решение. Представим функцию f(x) в виде f(x) = У anln(x) 
n=0 

и используем ортогональность полиномов Лагерра Ha полуоси x >0 
с весом е`\*. Получим (п > 1): 

+ > > 
п flo x 

an = | е—ха-+а)[„, (х) dx = = | eax 1 ws ы ) dx = 

0 0 

1 1 | ап“ (re) |" dn~} (xne~*) ). 
= —— | е ах ax nl (e dnt та +a | et и ae 

0 

Продолжая интегрирование по частям, находим! 

Но 

An = =: \ xne—l tardy, 
0 

Применяя к последнему интегралу также метод интегрирования по 
частям, после f-ro шага получаем: 

Но 

| е—-Ра)х х — 

0 

ап ап 
an = (i -+ a)" И att (A= l, 2, ...). 

Принимая во внимание еще, что dy = ‚ окончательно имеем: . 
| 

1 [а 

ay 

9 = ЖЕ Ln (Xx). 
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259. f(x) = x" (n> |. 
Решение. Имеем: 

- + 
~ | dk (xke—x) 

— a x — . — __ rn — A= \ x"e*dx=n!; ap= | м Se dx == 
0 0 

1 1 (xk + re 1 dk~1 (xke—x) |r” Щ_1 dk7} (хех) о фум — = 
~ RI (x dxk~1 0 п | x" dxk~t dx 

0 
-{- 00 

(—1)k пр-—х = пи — 1... ИШЕ!) | хе "ах = 
0 

= (—1)n (n — 1) ... (n—R+1), если lok<n, 

Если же k > п, то a, =0. Таким образом, 

ha = УС (9. 
k=0 

Разложить в ряд Фурье по полиномам Чебышева — Эрмита следующие 
функции: 

260. 7 (x)= —1, если x< 0, и f(x) =1, если х>0. 
Решение. Напишем искомое разложение в виде 

F(x) = У ane (2), 
k=0 

a x? x? 

где ae = 75 | г f(x) He (x) dx =F Де ны 

x? 

Е! — —- 
a= | е 2 Hy (x) dx, Ay = 0 (k=l, 2, ...). 

ы 0 

Пользуясь явным выражением полиномов Нь»(х) и производя в пер- 
BOM интеграле замену х на — х, получаем: 

-- x 

ав = a | dé Е ° dx = 4 —_ (= > 

_ >)” 

х=0 ° 

2 |:=о рассмотрим функ- Для вычисления значения выражения (е 
x? 

цию и=е 2 . Взяв производную, замечаем, что эта функция удов- 
летворяет дифференциальному уравнению u’ -+- хи = 0. Применяя к этому 
равенству формулу Лейбница, получаем: 

n—1 

um + у, С xR) y(n—1—k) = 0. 

=0 
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Полагая здесь x =0, имеем рекуррентную формулу: u™(0) = 
= —(n—1)u"—2 (0) (п=2, 3, ...). Поскольку и (0) =1, и'(0) =0, 
то отсюда нетрудно получить: u?@ (0) = (—1)(2i— ПИ @=1, 2, ...), 
и? (0) = 0. 

Таким образом, если А = 21-1, то аз = (—ПАН | (2i — 1)!! 

2 
(1=1,2, ...), a,=—Y 2; если же Е = 21, TO ay =0. 

Следовательно, окончательно можем написать: 

= (—1)/+! (29)! 
f(x) = A911 (Х). fel FV On II 2+ 

261. f(x) =|х|. 
Решение. Kak и в предыдущем примере, имеем: 

= 
С | cleo?) ах ee Fy 
0 WV Oe | Wir х=0? 

Е =2, 3,...3 
(—1)f—1 (21 — 2)! (I= 1, 2, ...), 

Поэтому разложение представляется в виде 

_ 1/2 (—1)'—1 (21 — 2) 
1% = Vet у 1—2 (1 — 11 Van Hat (X)- 

rf 

oo 

=1 

262. f(x) =е“*. 
Решение. Вычислим коэффициенты разложения 

с , =) 

— —— ae 2 — ee ese Ap Vis | е е dx (Е = 0, 1, 2, ) 

= 00 

Интегрируя по частям, получаем: 

хЁ —_ со te x? —_ 

a= (ele 2) [TT pal ее) any = 1,2, ..) 

или а, = ad,_,. Полагая в этой рекуррентной формуле А = 1, 2, ... 
и принимая во внимание, что 
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у ee 1 а? 
1 —ах— -- — —5- “-а)?- -,- 

аб = — |e 2 dx= —\e? 2 dx = 
V Qn т 

— с — 00 

a’ 

22 1" _ в a" 
= —— e 2dt=e?, 

V 2x 

a? 7 

получаем: ак =e? a® (k=0, 1,2, ...). 
Таким образом, окончательно имеем: 

а? с 

ге“ =е? 4 aH, (x). 

$ 7. Суммирование рядов 

1°. Непосредственное суммирование. Пусть требуется 
просуммировать сходящийся ряд 

Dy Un. (1) 

Представляем Up в ВИДе Un = 0,41 — Un, THE О = S, + Ui, Sn — после- 
довательность частичных сумм данного ряда. Тогда, если limu, = v,, 

П- © 

то 

Уи, = limS, =v, — 0}. 
n=l N= с 

В том случае, когда общий член ряда имеет вид 

и. = 1 

п Япал-+т *** @п+т’ 

где а... =a, +kd (k=0, 1, ..., т), 4 d=const, то 

1 | 
U, — eo e 

md AnOnti*** @п+т—1 

2°. Метод суммирования рядов, основанный Ha 
теореме Абеля. Пусть ряд (1) сходится. Тогда его сумму можно 
найти по формуле 

Уи = lim Хим. 
п=0 х-1—0 n=0 

3. Суммирование тригонометрических рядов. Если 
сумма степенного ряда 

а 

Хи”, 2=е* 
n=0 
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известна и равна С (х) + iS (x), то 

У! и, созих =С(х), Ушзтих = S(x). 
n=0 n=l 

Часто бывает полезным ряд 

= 1 
= In 1 (In | = 0), 

n=! 

сходящийся при |z|< 1, за исключением точки 2 = |. 
Найти суммы рядов: 

1 | 

263. Раза taste 
Решение. Нетрудно видеть, что общий член этого ряда и„ равен 

где числа п, п-+ 1, п-- 2 образуют арифметическую и, д +1, n+2 обр yc риф у 
прогрессию с разностью 1. Поэтому, согласно п. 1°, получаем: 

% 

=i пи СЕ = ло, — 0, 
ix 

1 1 | 
Te Un = ИИ (т=2; a,=n). Но так как и: = — +, 

а Ито, = 0, то 5=-. 
=r 00 

264, —~—--, 4 = ——-- 4 «. 
"1.2 2.3 + 3.4 4.5 

_ (07+ 
Решение. Общий член данного ряда а„ =» nin)’ Следова- 

| 
тельно, по признаку сравнения, ряд абсолютно сходится, ибо | a,|~ = 

при П - ©. 

Рассмотрим степенной ряд 

f(x) = У р 
n=l 

Этот ряд абсолютно сходится при {x|<1 и, как любой степенной 
ряд, внутри интервала сходимости имеет производную 

['(x) = ^- = In—,. 
n=] 

Интегрируя обе части полученного равенства, находим: 

f(x) == (1 —х) ш(1— хх С. 

Поскольку [(0) == 0, то отсюда следует, что С =0. Итак, 

[ (x) = (1 — x) Ш (1 —x) +x. 

142



Как видим, здесь вполне применим метод суммирования рядов Абеля 
(см. п. 2°). Поэтому имеем: 

(—1)74+1 1; < xn) = _ 
= lim aE) = jin | ((1 —х) т (1 —x) +4) = 

hon пп уч fol 

= 2In2—1. 

со 

п 

265. > Еее +э° 
a= 

Решение. Представляя данный сходящийся ряд с помощью метода 
неопределенных коэффициентов в виде разности двух сходящихся рядов 

5 = Y ae es) = 7d Ce 

1 1 

=> ИЕП@-а, 

применяем метод непосредственного суммирования. Для каждого и 

двух последних рядов имеем: 

| . & . | | 1 

lim >, arya э = im (3-4) +(¢-3) + 
Nove ay 

р + уз 

кт 9-4 jim у ирре 9 ни 

1 
Следовательно, $ = <. 

266 у (т — натуральное число). 
п (п-т) 

п =] 

Решение. Преобразовывая частичную сумму S, ряда к виду 

би = т k т 
= k= k=1 

m п-т 

У -Ун m kb | 
k=1 k=n-+l 

. | | | 
получаем: S=limS = (1 —-.. ==}. 

у ne» 00 п т 7 2 + m 
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1 1 1 

267. a3 tastiest 
Решение. Приводя данный ряд к ряду 

| 1 | ] I 1 
+((; -Q2 0 he | t+(s47- гв) + Jats, . 

где S—cyMMa ряда, рассмотренного в примере 264, получаем: 

1 1 | | 
Рав tevez tot = in2— a. 

268. У =— 
n=2 

Решение. Преобразовывая ряд к виду 

3 
и используя результат примера 266, находим, что $ = -=. 4 

2n — | 

269. у п? (п- 1)? ‘ 

Решение. Разлагая общий член ряда на простые дроби, находим: 

2n — | 

п? (n+ 1)? = sata +r Е 

где A=4, В = —1, C= —3. Так как 
со 

der! Mare Marah 

2—1 _ о 
то » п? (п + 1)? =7—з3 т. 

| 
270. у n(2n-+ 1) 

Решение. Представляя частичную сумму $, ряда в виде 

—_ 1 2 дом!) 
8. = Ур ЗУ tte) = 

2п-|-1 

I 

=2(1- Уз) 
k=n-+l1 

и пользуясь примером 86, гл. I, ч. 1, находим: S=limS, = 
tl» © 

= 2(1 — In 2). 
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п. Yee (m1), 

Решение. Дифференцируя степенной ряд у Cs 

n=0 

n+ 

и = 2хе“* 

почленно, получаем: 

(n + 1) 27+1 хп 

п! ’ (2xe%)' = 
n=0 

2n I 
откуда, полагая x= 1, находим: ye gas ) = 3% 

n=0 

1 

212. у п? (n+ 1)? (n+ 2)? ° 

Ре ut е н ие. Общий член Pane разлагаем на простые дроби. 

| 

TEPER Wat Tey ит чета = 
тетя "эт Кири tte 

Суммируя ряды 

№ ня =F, Va=4 „У =a == 1, 
n=! n=! 

| п? 39 
окончательно находим: › | (nen La = 4 16° 

n=l 

(—1)"n 
273. > И!" 

Реше н ие. Замечая, что значение степенного ряда 
оо 

(—1)"x2"+1n | (-—1)7х2п ] (—1)7х274+2 _ 

у ЕП = У, (и)! +3 Qn) 
—! 

— 5 (x cos x — sin x) (|x| < oo) 

при x= 1 совпадает с данным числовым рядом, имеем: 

С (—1)"n 
: (2n -+ 1)! 

= (cos 1 —sin 1). 
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(—1)" 
274. У n?+n—2°* 

П=9 . 1 

Решение. Разлагая дробь ети На простые, можем написать, 

ЧТО 

(—1)7х7-1 = (—1)"xn-3 | (—1)7хл+2 

netn—2 3 п!  ”~ 3x8 n+2 
n=2 n= n=2 

+ In(1 +x) — (вау =) (0<|x|< 1). 

— 

Отсюда, применяя теорему Абеля, находим: 

У = lim core = + 2—1 
m+n—-2 о n-+n—2 

N=2 n=2 

2"n! 
75. УЕ! 

n=0 | 

Решение. Имеем: 

1 п l x 

pint * = Vaart (я е? -- 
п—0 n=0 

Yon, x yn? _ 

+ ger =e? +5 iv (v= 9): (1) 

Отсюда дифференцированием получаем: 
со 

yy ee = ey 1. (2) 
n=] 

Наконец, подставляя (2) в (1), имеем: 

У +1 wees 
2пп! 

И, 
276. у (2n)! 
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Решение. Представляя данный ряд в виде суммы двух сходя- 
щихся рядов: 

NY (H1)"1 у у (—1) nx ( 
50) = им + ant (Г < ©) 

n=] 

и замечая, что сумма второго ряда равна COS X, вычисляем сумму пер- 
вого ряда. Имеем: 

~ —])\anx2n 

f(x) = ne = г? (х), 
n=! 

< —1плх?" + 

ге ¢(x) = DiS (Qn — I)! 
n=) 

Интегрируя почленно этот ряд, находим: 

= Хх __ фи х2п71 _ _ * ` 

\ e(x)de= —2) (yt A = — sing, 
0 n=! 

1. x 
откуда $ (x) = —> sin x — 2 COS X. 

Следовательно, f(x) = — > ~(sinx + хсозх), а 

вк sins ([х|< oo). 

Решение. Пусть х> 0. Полагая x = у?, имеем; 
со со 

n2xn _ n2y2n __ 

Lorn паи = YS; (9), 

2,,2n—1 

где S,(y) = oe г. Интегрируя этот ряд почленно, получаем: 
n=l 

y со | 
21—1 

| $ (y) dy = >. вот = 2 5 (9), (1) 
0 n= 

ny?a-t 

где Sz (y) = "И! ° 
n=! 

Аналогично находим: 

2n 1 
j Se (y) dy = ~~ 7. Ls oa 1)! — 5, (sh y— и) (2) 

(считаем, что правая часть этого равенства равна нулю при y = 0). 
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Дифференцируя обе части равенства (2) по у, находим функцию 
92 (и). Точно так же находим функцию 5, (и) из уравнения (1). Окон- 
чательно имеем: 

Ve 

(заметим, что в точке х = 0 правая часть этой формулы, Ha основании 
теоремы Абеля (см. п. 92°), равна ее предельному значению при 

- пхп sh V x _ 

» (2n-+ 1)! =4( x + 1) = —ch Vx) (x > 0 

При x < 0 выполняем аналогичные выкладки. В результате прихо- 
дим к такому ответу: 

со 

n2xn — енто co =3), +0 
— | 

0, = 0. 

С ПОМОЩЬЮ почленного дифференцирования найти суммы рядов: 

(—1)771х2п 

278. У. п (21—1) ` 

Ре mt е. i ие. Дифференцируя данный ряд почленно дважды (в интер- 
вале сходимости степенной ряд можно почленно дифференцировать 
любое число раз), находим: 

” . я ЛИШ 2 P(x) = 2) (Hye) = (141 < 1). 
n=] 

Отсюда последовательным интег рированием NO X дважды получаем: 

Г (х) = Qarctgx +C,, f (x) = 2x arctg x —In(1 + х2) + Cyx + Cy. 

Поскольку f (0) = f’(0) = 0, то С, = С, = 0. Следовательно, 

я я-ьм apn) = 2х arctg x — ш(1- x’). 
n=! 

Так как данный степенной ряд сходится на концах интервала схо- 
димости (x= +1), то, согласно теореме Абеля и непрерывности правой 
части, можем утверждать, что последнее соотношение` справедливо при 
х| < 1. 

Va (a+) +++ а (n—1)d) 279. У. ее x" (d>0). 
A=] 

Решение. Заметим прежде всего, что если а = —Nd, где N = 
= 0, 1, 2, ..., то ланный ряд фактически представляет конечную 
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сумму. Следовательно, в этом случае ряд сходится при всех 
ХЕ (— со, -- со) и имеет вид 

мВ... + (Пим = (1 д) 1. 

Далее, если а == — Ма, то по формуле I, $ 5 легко находим 
интервал сходимости этого степенного ряда: хе (—1, 1). Поэтому при 
1х| < 1 ряд, сумму которого обозначим через $ (х), можно почленно 
дифференцировать. Имеем: 

паза + а (a -+ 2d) 
$ = 7 + +5 2х are lees Зи... ([x] <1). 

Умножая обе части этого равенства Ha (1—х), получаем диффе- 
ренциальное уравнение относительно искомой суммы S (x): 

(1 — x) S'(x) = 4 +154). 

Общее решение уравнения имеет вид: 

S(x) = —14C({1—x|) © (С=сюпз. 

Так как интервал сходимости степенного ряда определяется Hepa- 
венством |х|< 1, то |1 —х| =1 —х. Кроме того, © (0) = 0, поэтому 
С =1. Следовательно, будем иметь: 

а 

S(x)=(1—x) Ч“ —1 (|х|< 1). 

Остается исследовать сходимость ряда в концевых точках интервала 

СХОДИМОСТИ. 

Пусть х= —1. Тогда получим числовой знакочередующийся ряд, 
моторы, как от H3 отношения 

=a) 1 а(а— а) _ a(a+d)-+-(at+(n—1)d) 
aa =1+° я + dapnadn’? a= d-+-2d-+-+-nd 

(см. пример 90), сходится, если а >a. 
„Пусть x = 1. Тогда получим знакопостоянный числовой ряд, KOTO- 

рый, как следует из написанного отношения и признака Гаусса, схо- 
дится при a< 0. 

Таким образом, исходя из теоремы Абеля, можем утверждать, что 
а 

‚ сумма данного степенного ряда в точке х = —1 равна 2 4 — 1], если 
4 >a, а в точке x = | равна — 1, если a< 0. 

С помощью почленного интегрирования найти суммы рядов: 

280. > nx", 
n=l 

Решение. Этот степенной ряд сходится абсолютно при |x| < 1, 
. п —Ф < 

ибо радиус сходимости его R= Ншу n-? = 1. Интегрируем степенной 
По 
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ряд по х дважды (внутри интервала сходимости |x|< 1), считая, что 
Х = 0: 

\(4| sw dr)ax = YT + Gln] x] + Cy, 
n=] 

где S(x)—cymma ряда, а С; и С, — произвольные постоянные. Yuntur 
оо 

n Xx 
вая равенство x" = =—— (|х|< 1), из предпоследнего соотношения 

n=] 

дифференцированием по х находим: 

1+ x 
S (x) = = (|x| < 1). 

x)8 

Xx 

Заметим, что ограничение x = 0 мы сняли здесь потому, что сумма 
степенного ряда при x = 0 равна единице. 

< (2n + 1) хп 281. > ae 

Решение. Обозначая сумму этого ряда через S(x) (|x|< ®) 
и интегрируя ряд почленно, получаем: 

со 

бое у усе" +0. 
ni 

n=0 

Дифференцируя по x обе части этого равенства, находим: 

S (x) = (1 + 2x?) е* (|x| < о). 

Используя метод Абеля, найти суммы следующих рядов: 
1 1 1 

282. 1— НБ... 

Решение. Рассмотрим степенной ряд 

-. 3n+1 

=I" gp 86). 
n=0 

Легко найти, что OH сходится абсолютно при |х|< 1. Далее, видим, 
что в точке x= 1 степенной ряд совпадает со сходящимся (в силу 
признака Лейбница) данным числовым рядом. Следовательно, по’ теореме 
Абеля, будем иметь: 

1 1 1 . 
+7 —10 + ... = lim S(x). 

x+1—0 

Остается найти S (x). Дифференцируя ряд почленно, получаем: 
оо 

$) = У (Hy =e (141 < 1) 
n=0 
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откуда 

1-х dx | 
$ =тЕв=з = In ЕЕ + Fzarcg = Vi 1+-С. 

Поскольку $ (0) = 0, то С = Следовательно, сут e 

2x — 1 nT type И = _ S (x) = ПТ TP arctg V3 - 5у8° 

1 
Поэтому окончательно находим: 1|— Tt + 7 + .0+ = = In 2 +- 

к 

"35 | 1.3 .3.5 
283. 1—5 На — > Sew era ea 

Решение. Поскольку при |х|< 1 справедливо разложение 

(см. $ 5, формулу IV) 
1 со 

— > —1)” (21 — ПН (1 + x?) 2] 4 ( В ) хп 

| 

и данный числовой ряд, в силу признака Лейбница, сходится, то, по 
теореме Абеля, получаем: 

| 
3. 5 о о. 1 
4. В+." = lim (1-4?) — 15° 

Г. 

1—9 5-4 т 2. 1—0 

| | 1.3 1 

el ts eta et 
Решение. Сходимость этого ряда показана в примере 197. Tam же 

мы получили разложение 

оо 

21п— ПИ  x?@n+t . 
+) ( aan в = arcsinx (|x| < 1), 

— 
— 

1 1 1. | 
из которого следует, что 1-5 e455 "= ... =>. 

Найти суммы следующих тригонометрических рядов: 

085. у Этих. 
n=] 

Решение. Рассматриваем этот ряд как мнимую часть степенного 

ряда 

п 
у =. =in(-4y (z= el; O<|x|< 7), 
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где под шг понимаем Ty его ветвь, для которой In 1 = 0. Тогда будем 
иметь: 

со 

$%=У, =n = im In(+,) = aretg -- = 
n=] ig > 

“—" если O<x< т; 
= * sen(tg%) —arctg(te=) =] 7 — 5 SENS] TE 8) | ex 

—5_— » если —r<x< 0, 

Tak как функция S (x) 2x-nepHoqugua и S(kz) = 0 (Е — целое), то, 
используя последний результат, можем написать, что 

(22-1) х —х . 
59 - | 5 ‚ если 2 < х<2(Е-1т; 

0, если х = 2Ёх. 

sin? na sin nx T 286. У Wtene (0<.<=). 
п=| 

Решение. Представляя данный ряд в виде суммы трех сходя- 
щихся рядов: 

со 

У sin? na у = | У sin nx —i¥ cos 2na sinnx = 
n 2 = п 2 n i 

= Ly тих _ | \' sna Cats) _ 1 ту wane) 
a = 

n=l n=l п=1 

и используя результат предыдущего примера, находим: 

$112 па. ] | ] 
—— sin NX = S (x) — 7S (% + 2a) —Z S (x — 2a). 

n=1 

Например, при хЕ [0, 27) имеем: 

ГО, если x = 0; 

<, если О<х< 2a; 

к 
ы =, если х = 2a; 

у ма cin nx = « 8 
n ~ )0, если 2a< %< Qe — 2a; 

. к 
— а, если x = т — 2a; 

—, если Qn —Qa<x< 9. 
“ 

Далее, в силу 2*«-периодичности суммы этого ряда, значения его пов- 
торяются. 

152



n COS NX 287. У) (—1)" SS 
n=2 и 

Решение. Рассматривая ряд как деиствительную часть суммы 
ряда 

у (— г)" (г = e'*, —aT<x <7), 

п? — | 
n=2 

можем написать. 

(—1)" cosnx __ № (— 2)" 
№ п? — | — Ке п? —1* 
п=2 n=2 

При условии, что 2 == —1, последний ряд представляем в виде 
суммы двух сходящихся рядов: | 

И 
п=! n=3 n==2 

4 _ 2  In(l+z2) 
=4(zin( +2) +1 9 2 }- 

Следовательно, 

oo _y)n 
1 

| | 

№ seen ae = 5 Re (zin(1 +2) +1 - 77 nt #2) — 
n=2 

| | : ix — (1 — 60s x — x sin x] (e'* == —1). 

Заметим, что ограничение на ответ (e’* == —1) здесь можно снять. 
Действительно, если e* = —1, то созлх = (—1)". При этом мы полу- 

чаем числовой ряд у = ‚ равный а (см. пример 268). С другой 
n=2 

| | . 3 
стороны, если cos nx = (—1)”, то 5 (1 — 5 cos x — x sin x] =. Итак, 

со 

(—1)” cos nx ] ] . 
oy || — 5 cosx —xsinx 

n=2 

при всех хе [— т, т]. Далее, в силу 2*-периодичности суммы этого 
ряда, значения ее повторяются. 

р cos nx 288. У ких. 
n=0 
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Решение. Легко находим, что 
со со 

Е COS NX — ве У, = = Ree? = Re eos х-1 sin x — 
м о п! 

П=0 n=0 

= eS * cos (sin x) (|x |< oo). 

Найти суммы следующих рядов: 

м (#— 100 289. >. ре (2х). 

Решение. Дифференцируя этот ряд по х дважды (в интервале 
сходимости |х|<1) и умножая вторую производную его на | — х*, 
после некоторых преобразований рядов получаем дифференциальное 
уравнение относительно искомой суммы S (x) ряда: 

(1 — x) S’(x) —х5’(х —4= 0. 

Производя в нем замену независимого переменного xX по формуле 
{ = arcsinx, приходим к уравнению S"(t) =4, из которого находим; 

© (2) = 2t? -|- Cit —{- С. (Ст, С. — const). 

Так как $ (0) = S’(0) =0, то отсюда получаем: 

$ (x) = 2(arcsin x)? (]х|< 1). 

Нетрудно найти, что числовой ряд 

а (и — 11)? an 
» (2n)! 1, 

являющийся значением данного степенного ряда при x= +1, в силу 
признака Гаусса, сходится. А тогда, по теореме Абеля и на основании 
непрерывности функции 2(arcsin x)? на сегменте [—1, 1], можем 
утверждать, что S(x) = 2(arcsin x)? при |х| < 1. 

1 
290. ... РОСА  &FNEPD Г 
Решение. Прежде всего устанавливаем область сходимости. Для 

п! 

~ (41) (e+ 2) + а”) 
(х-= —k, Е — натуральное) начиная с некоторого достаточно болышого 
номера имеет определенный знак, применяем признак Гаусса. Имеем: 

fn = ИЛИ 
On+1 п n(n-+ 1)" 
дует, что ряд сходится только при x > |. 

Найдем теперь сумму S(x) данного ряда. С этой целью представим 
общий член ряда в виде 

этого, замечая, что общий член ряда a, 

Отсюда, в силу приведенного признака, сле- 

] п] 
ета 

(n+ 1)! 7 

pee (n= 2, 3, ...) 
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и вычислим частичную сумму S, (x) рассматриваемого ряда: 

s(x) = 1 ( 2! 3! 
aX) = ТУТ» 7 aw ere] + 
+( 31 __ 41 4 

к ие» (I+ x) +++ Вх) 
re п _ (n+ 1)! = 

(lx) (2-х). 1-х) ах. (n+ д о 
1 (n-+ 1)! 1 (a+1)a 

Ш G@—-NhUd+xXC+rX (tx хи x—1 

Поскольку ряд сходится, а члены ряда положительны и монотонно 
убывают, то, в силу примера 14, справедливо соотношение lim (п + 

п 

-+ 1) а, = 0. Принимая его во внимание, из предыдущего получаем: 

$ (x) = limS, (= (#> 1). 
ay а: а i т. 1... При условии, что x >0, a, >0 291. а-я Га, я аз x 

1 8 
(n= 1, 2, ...) и ряд у —— — расходящийся. 

п 
n=l] 

Решение. Представляя общий член 0, (x) ряда в виде 
а1а5 ... An 

и (*) = (а + х)(аз + x)... (An+1 +X) 

— 1 12... @п —_ 4145 ... Anti } — 

я Ре». та Gp) Ong я | OA 3, =.) 

находим частичную сумму S,,(x) данного ряда: 

ay 1 ( A405 _ а1аз@з а1азаз _ 

S(O) =a te ate РЭУ) | GPa, Po 
__ а1аазал Ч... а1@5 ... An —_ 

(аз ++ х)(аз + xX) (4g + x) (аз + х) (ах)... (Qn + х) 
__ QQ ... Anti } — _ 4 ns ( 4145 __ 

(dg + X) -.. (Qn4i + ) ах сх \ag+x 
__ [102 ... Ante, — 

(аз + X) (ах) ++: (An41-+ х) (1 = 2, 3, ...). 
Ags ... Ant; __ 

Так как < (dg + x) (аз xX) +++ (аа-мы--х) — 
1 1 

= < (см. пример 4, гл. I, 
х х х № п 

— — 1 — eee 1 иииииииининниннннь 

(+2) +2) ( т =) 1+; —— 

q=2 1 

Ч. 1) и ряд с положительными членами может расходиться только 

: 1 Ао... Ana; 
к бесконечности, то lim 12 a —0 

, n+ oo (ay +> x) (ах)... (Qn+i+ x) 

тельно, S(x) = lim $, (x) = “1 . 
По 

Следова- 
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292. ———5 + j X42 г... ., если а) |х|<1; 6) [x|>1. 

Решение. Представляя частичную сумму ряда в виде 

ня) + а-я) + + 

ея) (вы) + 
| 

(Ея гря) + 7 eerie) ipl 

1 ] 2"? 
=4(4K4+7 Toe tT To “V+ ato tea) 

получаем: 

sa) Yel +800 pc (x) = Dy — + a (X) бин рр ’ 

откуда 
1 | x2" 

ол (х) i—x о 1х — | — хп +1 

Поэтому, если |х|< 1, то limS, (x) = 
п 00 

| 
то limS, (x) = 

по 1—х’ 

—, если |x| < 1; 
Следовательно, сумма ряда $ (х) = 1 

Tx? если jx{[ >. 

n+ 
293. у и ‚ если а) |х|< 1;.6) |x| >1. 

n=! 

Решение. Рассматривая частичную сумму S,, (x) ряда 

x? 1 x x2 

Si) = (ay (re Рае path реб pepepy + 
хп 1 

ТЕ. Иа pe pe ==) 
и замечая, что 

xn~l _ ТЕЖЕ... yn? + 
(Ех же (Ех... хп) Lex eee xn 

Pt+oxteeee fxn _ 
+ Ех... xn (n= 2, 3, ...), 

получаем: 
$ № Техн. НИТ x? 1 — хп 

a(X) = 7° Lex eee + ye ~ (1—x)2 | —xntts 

Отсюда следует, что если |х|<1, то S(x)=limS,(x) = т 

Если же |x| > 1, то S(x) = lims,, (x) = —— To» Где S (x) — сумма 

ряда. 
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$ 8. Нахождение определенных интегралов с помощью рядов 

С помощью разложения подынтегральной функции в ряд вычислить 
следующие интегралы: 

1 

294. \ Ш У +) atx, 
0 

Решение. При |х|<1 справедливо разложение 

(2n — I)! х27-+1 —1)n 
м (Ут) =х- у (2п)И Qn +1) 

(см. пример 198). Разделив почленно этот ряд Ha x (x 0) и проин- 
тегрировав его в пределах от 0 до |, получим: 

1 со 

ШУТ) , (—1)” (2n — I)! 
\ x ax=1 + Dai Gn) * 

=I 0 

| 

295. | 7 ш(1— мах (р>0,9>0.. 
0 

Решение. Данный интеграл, вообще говоря, является несобст- 
венным; поэтому 

1 1—=2 

| хил (1 — х9) dx= lim | хп (1 — 49) 4х. 
0 €4>-+0 Е, 

ég>+0 

Поскольку при O< х< 1 справедливо разложение 

xi" indy =) — 

l—e, со со 
еЧП-ЕР __ (l—e ante сЧп-ЕР 

| xe In (l= 9) dx py n (gn + р) = п" ЕР) 

__ . (1 — 5)" НР р \ ef" p ((1 — =5)7)" 
> п (qn + р) ити — =) х n(qn-+ p) ° 

Замечая, что оба степенных ряда сходятся При 1 = в =0, на ос- 
новании теоремы Абеля, имеем: 

1 со 

(ef)n 

| хо ша — м) ах = lim ey 5 "7 

_ ii в \2 ((1 — =>) 7)" 

о Lin биЕР (1) 
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В силу равномерной сходимости этих рядов и существования конеч- 
ных пределов lim =] =0 и lim ‚(1 — е2)4)" = 1, из соотношения (1) 

в1---0 2з— 

вытекает, что 

1 со 

| гта — 14) ах = =) IS . 
0 n=1 

1 

296. | шх -In(1 — x) ах. 
0 

Решение. С помощью однократного применения метода интегри- 
рования по частям приводим данный интеграл к виду: 

1 1 1 ] 

{ Inx + шаха = | шах ах— | шла | OE. (1) 
0 0 0 0 

Считая, что OS < х<1— eg, записываем соответствующие разло- 
жения в степенные ряды: 

In(l — x) = — sa Inv =— C= | 
n=1 п==1 

In(l—x _ (1 — х)7- 

1-х — > n° 

Tak как 
l—é, 

| шх ‘ п (1— х) ах = lim | шх. Ш (1 — x) dx, 
0 Е: + --0 

Е 
Eg 0 1 

то из (1) почленным интегрированием степенных рядов, на основании 
теоремы Абеля, получаем: 

1 со 

| —c,)t+1 — =! 
[nx inl —x)dx— tim yoo +. 

1 
n(n +1) 

(1 — ¢,)7+? — atl ~ > — (1 — в,” 

+» n2 ’ 

откуда, как и в предыдущем примере, следует, что 

со 
1 © . 

| | ка ee EEE ==, 
n=! 1 a= ©

 



Решение. Полагая { = e—2"*, получаем один из интегралов, вые 
численных нами в предыдущем примере: 

+= ! 
| хах _ || In tdt 

ем _ «An? 1—#* 

Поэтому имеем: 

ах 1 
| е2"Х — 1 _ 94 ° 

0 

298. Разложить по целым положительным степеням модуля R 
(0 < Е < 1) полный эллиптический интеграл 1-го рода 

к 

2 
dp 

F(R) =| Vt—k?sin®¢ — 

Решение. Поскольку А?зш?ф < k?< 1, то законно разложение 
(см. формулу IV, $ 5): 

1 —_ (п — ПИ pons 

Ут г (пуп R™ sin™ ¢. (1) 

(2n — В! an (2n— 1)" pon — pen 
Onn ST P< к" < К" и сходимости (2п)!! 

В силу оценки Е?” 

ряда У Ё”, ряд (1) сходится равномерно (по признаку Вейерштрасса) 
п=1 

по $. Кроме того, члены ряда (1) являются непрерывными функциями, 
поэтому, по одному из свойств функциональных рядов, рассматривае- 
мый функциональный ряд можно почленно интегрировать. Имеем: 

$112” фа. 
к (2n — ПИ on 

Е (®) = + (2n)!! 

a
e
 

Отсюда, пользуясь результатом примера 98, гл. IV, 4. 1, окончательно 
находим: 

р: (2n — 1)! \" pon 
г == + ( (2п)!! } в ` 

299. Выразить длину дуги эллипса x=acost, y=Obsint (0< 
<t< 2x) с помощью ряда, расположенного по целым положительным 

степеням эксцентриситета. 
Решение. Ллина S указанной дуги выражается интегралом 

к 
— 

2 

$ = ra У а? sin? ¢ + 6? со? Е dt. 
0 
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Преобразовывая подынтегральную функцию, находим: 

S= 4) Идо Е -- РР = 4а | УТ, (1) 
0 0 

rye = — эксцентриситет эллипса (a> 6). 
Пользуясь разложением 

| | . | 

—_ 2 — (2n — 1)!! x2n 
(l—x)? =1— (2n)i! (On — 1) (|*}< 1), 

a= 

справедливость которого при |x|< 1 вытекает из формулы IV, § 5 
(законность его при x= +1 следует из теоремы Абеля), и полагая 
в нем х=езШЁ. (=|зшЁ| < 1), из (1), учитывая пример 98, гл. IV, 
ч. |, окончательно может написать: 

со 

— (2n —1)I1\? 2 
S = 2ra '-У | (2)! Qn—1) |" 

n=! 

Доказать равенства: 
1 со 

dx 11 

300. | я. 
п=1 | 

Доказательство. Представляя подынтегральную функцию 
в виде 

1 rn если x >0; 

l, если x =O, 

разлагаем ее в степенной ряд по степеням хшх (считаем, что x In x, 
при х = 0 равняется нулю): 

ту OY int x 0) xX — n! п (x > 0). 
n=0 

Так как этот функциональный ряд, в силу признака Вейерштрасса, 
сходится равномерно на каждом конечном промежутке (0, A), то ero 
можно почленно интегрировать. Имеем: 

1 °° I 

| 4х У г \ x" In” xdx, 
0 

хх n 
n=0 

откуда, на основании примера 229 (е), получаем нужную формулу. 

[20 ы 
.. | (—l)" nl 

301. | е—* sin axdx = -= — ЧРИ, 
| 4 2 é | (en )! 
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Доказательство. Несобственный интеграл /(a) в левой части 
анного равенства так же, как и производный OT него интеграл 

+ ce 

Г (a) = | е—** x cos axdx, 
0 

в силу мажорантного признака Вейерштрасса, равномерно (по пара- 
метру а) сходится. 

Учитывая этот факт и выполняя в последнем интеграле однократ- 
ное интегрирование по частям, получаем дифференциальное уравнение 
относительно функции [(а): 2Г’ (а) + а! (а) —1=0. Общее: решение 
его имеет вид: 

а? аа а: 

Га) = Се * -- se 4 | e* da (C = const). 
0 

Поскольку 1(0) = 0, то С = 0. Следовательно, имеем: 

бам 
I(a) = те ; \e da. 

0 

a? a’ 

Разлагая функции е * ие" в степенные ряды, из последнего 
соотношения получаем: 

_ 1 (—1)2 q2n а2п+1 

Га=з у т ды 4 (2n + 1)° 
n=0 n=0 

Перемножая ряды, находим: 

а = У, ван, (1) 
n=0 

где 

| (—1)т 
On = Чт У (2m + Эа — тут * (2) 

Поскольку, с одной стороны, 

1 п 

1 2\n __ (—1)™ 

м| 1—7) ау = > (2m-+ Питт 
0 

(здесь применена формула бинома Ньютона), а с другой, 
1 

ar) a = 4" aay 
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(см. пример 101, гл. IV, ч. 1), то из (1) и (2) следует: 

1 (—1)7 7! 4, 
Г(а) = 5 (n+p @ anne", 

n=0 

ЧТО И требовалось доказать. 
Qn к 

-т» если n= 1,2, ... 3 
302. | e°°S* cos (sin x) cosnxdx = 

4 Qu, если n= 0. 
Доказательство. Разлагая функцию e°*cos(sinx) в ряд, 

получаем: 
со 

. k 7 
eS * cos (sin x) = Re (e”) = Re у т = = cos Re ‚ где z= ем = 

k=0 k=0 

= cos x -+ isinx. 

Полученный ряд, в силу признака Вейерштрасса, сходится равно- 
мерно на всей числовой оси, а функции соз Ах непрерывны, поэтому 
ряд можно почленно интегрировать вместе с функцией соз пх. Имеем: 

со 

| 603 х cos (sin Х) cos ПХАХ = У. т | cos kx cos nxdx = 7 , 
k=0 

если n= 1, 2,..., и 

2n © Qa 

| e°S x cos (sin x) dx = yal cos kxdx = Qn. 
0 k= 0” 

Найти: 
Qn 

303. | e cos ¥ eos (a sin X — nx) dx (n= 1, 2, ...). 

6 
Решение. Tak как e%°S*cos(asinx—nx) = Re(e%—'"*), rae 

oo 

kak 
i —_ » fF z=e*, И et? = Ar» TO 

k=0 

* и hotk 9 . . arel Rx a 
J ens cos (a sin x — nx) dx = Re | e~ine Ye . 

0 k=0 

804. | x sin x dx. 
0 

— 2a cos x -+ а? 

Решение. Пусть Ja}< 1. Пользуясь примером 194, находим: 
к со 

[= | x sin xdx = | у. a"! x sin nxdx («|< 1). 
0 

1 — 2a cos x - а? 
n=! 
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Поскольку функции x sinnx непрерывны на [0, x] и функциональ- 
ный ряд справа, в силу мажорантного признака Вейерштрасса, равно- 

мерно сходится (здесь |а”хзтих| < па" и ряд УЖ[а|" cxo- 
n=1 

дится), TO рассматриваемый ряд можно почленно интегрировать. Имеем: 

fan)" Ко ny _ | а ПА), если a #0; 
п 

n=1 к, 
если a= 0. 

Пусть |а|>1. Тогда, преобразовывая подынтегральную функцию 
xsinx 

К ВИДУ = сохр и пользуясь полученным выше резуль- 

татом, можем написать: 

r=“ in(1-+4} ([а| > 1. 
` Путь a = 1. Тогда исходный интеграл имеет вид! 

—
 m2) г 

~
 

| 
Функция | (t) = aT непрерывна и ограничена на отрезке lo, а 

у." х 
[при [== О и Ё= о Полагаем f(0)=1 4u (=) == 0). Следовательно, 

она интегрируема, т. е. последний интеграл имеет смысл. 

. — |)7+1 ’ 

С другой стороны, ряд у 2 —, в силу признака Лейбница, 
n=] 

сходится. Поэтому, по теореме Абеля, 

Гия У па. 
П=1 

Пусть а = —1. Тогда интеграл 

| ` x 1=5 | xtg ах 

2a x 
расходится, так как xig5~ ——— при хм, 

Таким образом, окончательно получаем: 

(—In(l-+a), если —1<а<0и 0<а< Ц 
[= т, если a = 0; 

| Ein(1 +4), вели [a| > 1, 
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305. \ п (1 — 2a cos x -{ а?) dx. 
0 

Решение. Пусть |а«| < 1. Тогда, пользуясь результатом примера 
245, получаем: 

1= [п —2a.c0s x + 9%) de = —2 15° | cos nxdx = 0. (1) 
П=1 

Пусть |«|>1. В этом случае, преобразовывая подынтегральную 
функцию к виду ш(1 —2acos x +a”) = 2In{a| + ш (1 —2а 1 cos x + 
-++a~*) и пользуясь равенством (1), находим: J = 2x Ш |а |. 

Пусть a = 1. Тогда, по теореме Абеля, можем написать: 

In [2(1 —cos x)] = —2 У 255 («2 Qkr). 
n=l 

Следовательно, 

Па—и1 = | In2(1 —cos x) dx = lim { ш2 (1 — cos x) dx = 
; 0 e+-+0- 

. COS NX = —2lim | YS ar, 
0 n=1 

| Замечая, что, по признаку Дирихле, ряд, стоящий под знаком 
последнего интеграла, равномерно сходится, а функции созих непре- 
рывны, выполняем почленное интегрирование: 

. sin ne 
I leat = 2 lim ne ° 

e-+-+0 n=l 

T [sin ne| | | , 
ак как —y— <-3 и ряд —= сходится, то, по мажорантному 

n>l 

° sin ne 
признаку Вейерштрасса, ряд у -=— равномерно (по параметру =) 

п>1 

сходится. Кроме того, lim sinne = 0. Следовательно, по одному из 
e+-+0 

свойств равномерно сходящихся рядов, получаем: 

Text =2 У, lim А — 0. 
n=1 e+ +0 

Аналогично устанавливаем, что J |,——; = 0. 
Итак, окончательно имеем: 

р 0, если |а|< 1; 
poe 

2x In|a|, если ja] >1. 
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306. Доказать формулу 
-{ оо 

аа. + СИА + cy ae, (0 
0 

mea>Ou0d<6,< 1. 
С какой точностью выразится интеграл 

0 _ 

a dx, 
100 +- x 

если в формуле (1) взять два члена? 
Доказательство. Интегрируя n-KpaTHo по частям, получаем: 

+ 

exdx _ 1 __ И 21 ил (0 —!)! 

] atx а wat og + (—I) aE 

+0 
e x*dx 

+ (—1)" п! \ Gant 
0 

Так как 
00 {+ со 

0 и e~ *dx \ e *dx _ l 

< (a + xytrd < } qntei = “gati > TO 

of- 00 

e~Xdx 0 

| (а оп+Е — пт › где 0< 8, < 1. 

Формула доказана. 
Если в формуле (1) взять два члена, то получим: 

1 а | е Xx 

\ 100+ x 100 — (002 + К, 

где |R| = i <2. 10—56. 

Задачи и примеры для самостоятельного решения 

1. Доказать признак Бертрана: если существует конечный или бесконечный 
предел 

lim (2 an —1)—1)inn) =< 
=> co An+1 

TO числовой знакопостоянный ряд Уран - при 9>1 сходится, а при 9 <1— 
n=l 

расходится. 

Исследовать сходимость рядов У An, если: 
п 

1 а  \* 2. = | ть где Е ЕЕ ° 
k=2 
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1 

~ jin{injin...{Ina]... {|j* 
n логарифмов 

п 

| а —_ 
4. On = УЕ шп n (n= 1, 2, 3, ...) 

k= 

“be —n?x?-+-x 

5 „= J оз ” (n = 1, 2, 3, ) 

t cos nt 6. a,— | HE at (n=0, +1, +2, ...). 
“9 Vite 

о 
—nt 

= | Bat = (n= 1, 2,3...) 
ь АХ Е 

Щ_1 + 
8. a, =— i f (x) | sin nx | dx, f (x) ах #0 (п = 1, 2, 3, ...), где 

функция f (x) абсолютно интегрируема на (0, -|- со). 

+= - 0% sn? 

9. аи = | eax — 1 > n=1,2,.. 10. | sin eae — SS" 
п 

п=1, 2, 

1]. 5 —~ 4nag + dn =O, aj=1, aa =2—V3; n=1, 2, 3, 
— 1 следовать сходимость знакопеременных рядов с общим членом On (n= 

), если: 
+= 1 
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12. a, == (—1)" \ т 4х. 13. баб" 4х. пп. 
0 

sin (n -- 4) 

14 . ® ав = 
n* 

1 
15. (2 + 2) аи3 +2 (0 -+ Папы -Р па, =0, а=-—1 а=5. 

в 

16. a, =n" » ЕР cos? 2n (р — натуральное число). 

k=1 
] ] | 

11. on = (IP [ут т уз Туз). 
+7 

—|1)п 

18. a, = (2 arctg? » ". —1. 

fiz 

sin x 
19. ап = \ —— ax. 20. on — 1 —sin (ny nn) - n?) (n> 1). 

0 
3-—— 

21. a, = sin (x yn +1) (n> 1). 
In* n 



Исследовать на равномерную сходимость следующие функции: 

22. a) f (x, т: при у Но, хЕ (0, + 0); 

6) F(x, 9) = я при у > 0, x€ (0, + =); 

в) f (x, N= ap при у — -- <, хЕ(1, A); 

г) f (x, Е при у > 0, x€ (1, + 0). 

23. f(x, y) = tea, x € (0, 1); а) при у +1 u 6) при у +2. 

sin (x? + у?) 

у Vor 
25. f (x, y) = + ev —1, x€(0, + о); a) при y+-+ 0; 6) при y + —0; 

в) при и > — oo; г) при и -— 1. 

26. f(x, y) = LAE) хе, 4 0); а) при у > +0; 6) при у ++ 0, 
27. f(x, у) = у (х? - 9"), хЕ (0, 1); a) при у > 0; 6) при yl. 
Исследовать на равномерную сходимость функциональные последовательности; 

» ХЕ(1, + 00); а) при у + + о; 6) при y> + 0; 24. Г (x, у) = 

I 

28. fn (x) = | sin (=) dy; а) хЕ (0, 1); 6) x € (0, + 09). 

0 

> 
2 d 

29. о-] = ae Ч; a) x€(0, 1; О xE (1, + =). 

- k2x 
30. р (x) = № arctg— >, x € (0, + 09). 

k=1 

31. in(g =) in(1 + 1, хЕ (0, 1). 

k=1 

Предварительно определив область сходимости функционального ряда, иссле- 
довать его на равномерную сходимость: 

со on 

У (n+ 1) x. 33. у Gar’ 
п—0 

n=0 

(—1)7 sin nx (—1)” cos (2n -- Ie 
4. — ® Ld 

3 >» Vn 4+. x? 35 у 2n-+ 1 

36. Может ли функциональный ряд разрывных функций, сходящийся нерав- 
номерно в интервале (а, 6), представлять в этом интервале непрерывную функцию? 
Привести примеры. 

37. Пусть lim УТа» | =1. Доказать, что ряд >) але" равномерно схо- 
п =0 ` 

дится при х> => 0. 
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Обосновать законность почленного дифференцирования рядоз в указанных 
областях: 

COS Nx 
38. Vas , O<x < 3. 

П==1 

nxn so. Y) oars 
П ==] 

% хп 

40. У j— xn’ [x] < 1. 

П=1 

cos (Ипх) 
41. —, О<х< Qn, 

> п? +. cos (Vn x) 

Inn | 
42. “Ty х> (2 > 0). 

n=l 

43. Можно ли утверждать: а) Если функция f(x) непрерывна в каждом сег- 
менте [а, В] < (а, 6), то она непрерывна в интервале (a, 5)? 

Если последовательность fn (х) равномерно сходится на каждом сегменте 
[«, В] c (а, 6), TO она равномерно сходится и на интервале (а, 6)? 

в) Если последовательность [м (х) ЕС [“, В] (п=1, 2, ...) равномерно 
сходится на каждом сегменте [а, В] C (а, 6) к функции F(x), то в интервале 
(а, 6) предельная функция непременно непрерывна? 

Найти: 

. | (1 —е мх) cos nx .; enn 

44. lim > apes I) ane 
n=] n=! 

о 1 

пу aresin| [вле 
46. jim | Е ту dx. 

n=! 0 

00 = Vi 
2 sin? | x(y —1) 

47. lim (—1)" a : 
yl) cos y+ | —= ) 

0 

48. lim (a пу, Siny у). 
у-0 уп у 

n=1 

Найти радиусы сходимости следующих степенных рядов: 
©  П—] 

У СЕН x" 49. у, У Cer ((2k — 1)!!)2((2n — 2k — 3)!))? (18. 

n=1 k=0 

„у (tg es | х==0 хп. 

П=0 
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61. у. (arctg (2 sin х)) п) |, xn. 

n\ 
п=х 0 

Разложить в тригонометрический ряд Фурье функцию f (x): 
++ 00 

52. f(x)= Deora tata) (a> 0). 
NM ==— © 

53. f (x) = e©°S * (cos (2x — sin x) + 2 cos x + cos (sin x)) — cos x. 

54. f (x) = e °° * (sin (2x — sin x) — 2 созх sin (sin x)) + sin x. 

x x 
55. f(x) =sinx- In (2 cos), 56. | (x) == созх. in(2cos =). 

57. Показать, что так называемое явление Гиббса не является «привилегией» 
тригонометрических рядов, а присуще всем неравномерно сходящимся функци- 
ональным последовательностям и рядам. 

58. Можно ли следующие тригонометрические ряды назвать рядами Фурье: 
со со го го 

м sin nx sin nx cos ПХ nsin nx 
a) =; 6) У, —; в) ) =; Г) у ? nVn — (n-+- Шшл 

П=2 п=2 У! п n=2 п п П=2 

Доказать, Что 
k—1 со n 

k . 
59. у, pryk — у. 7 an Усе -—р"-ь [uli =], 

k=] k=] j=0 

2, ...). 
со со mn? 

| 2 | 1 уч 60. + У" = —| — е * х> 0). 
2 n=1 Vx 2 +d | 

Указание. Воспользоваться примером 52. 
Найти: 

61. У (232 —УзЗм. 62. limVI—x Ух". 
k=l x+1—0 n=l 

Найти суммы следующих тригонометрических рядов: 

cos их cos Вх 
63. у, (n— 1) n° 64. Layee 

П=2 

sin (2+ 1) $ С (2k — 1) И sin (28-1) х 
65. x (2+1 eT (181 <1). 66. У, СИЕ . 

— k=1



Глава ll 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

$ 1. Предел функции. Непрерывность 

1°. Предел функции. Пусть функция f (p) =f (x1, хо, ...,Х)) 
определена на множестве Е с предельной точкой р,. Число А назы- 
вается предельным значением функции |(р) в точке р, (или пределом 
функции при р-> ро), если Ve >0 38 =6(&, р) >0 такое, что 
|1 (р) —А| < как только рЕЕ и О<р(р, ру) < е, где р(р, Ро) — 
расстояние между точками р и p,. Для обозначения предельного зна- 
чения А функции f (Pp) в точке р, используются записи: 

lim 7 (р) = A или [(р) > А, если p— py. 
р- Ро 

2°. Непрерывность. Пусть точка р, принадлежит области Е 
определения функции f(p) и любая в-окрестность точки рь содержит 
точки, отличные от ру. 

Функция [(р) называется непрерывной в точке Py, если 

Jim F (P) = f (ро). (1) 

Точки, в которых равенство (1) не имеет места, называются /04- 
ками разрыва этой функции. 

Функция [(р) называется непрерывной в данной области, если 
она непрерывна в каждой точке этой области. 

3°. Равномерная непрерывность. Функция f(p) называ- 
ется равномерно непрерывной в области С, если Ve > 0 38 = 8 (2) 
такое, что |[(р’) —{(р”|<е Ур’, р” Е С, удовлетворяющих неравен- 

ству р(р’, р") < 8. 
Функция, непрерывная в замкнутой и ограниченной области, равно- 

мерно непрерывна в этой области. 

1. Показать, что для функции f(x, 1) Уи 

lim (lim 7 (x, у =1, lim (lim 7 (x, у = — 1, 
х-0 \y70 y+0 \х-0 

в то время как lim/(x, y) не существует. 
х-+0 
у—0 
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Решение. Имеем: 

x-+0 \и-0 x+0 * 
. _ xX— oo 

lim (lim Г] — lim—% = —1. 
yo \х-0й TY y->0 

| | ‚ , 
Поскольку последовательности { X,, Yn} = {+ ‚> » {Xn In} = 

2 | 
=|2 , 4} сходятся к точке (0, 0) при n > oo, а соответствующие после- 

довательности значений функций сходятся к различным пределам: 

] 

’ , п 1 

би Yo} = 10} >, (F(x, = 1-9 [ad 
п 

при И -> co, то предел limf(x, y) не существует. 

rg 
ху? 

2. Показать, что для функции f(x, и) = и 

lim (lim f(x, y)) = lim (lim f(x, y)) = 9, 
х-0 и-0 y>70 х-0 

тем не менее lim/(x, и) не существует. 
х->0 
y70 

Решение. Равенство повторных пределов следует из того, что 
limf(x, и) =0, lim/f(x, y) =0. То, что двойной предел не существует, 
и-—0 х-+0 

; ] ] 
следует из того, что последовательности {х„, Y,} = | = 1 ‚ Хи» 

, 1 | 
у, } = {4 , —1| сходятся к точке (0, 0), а соответствующие последо- 

вательности значений функции сходятся при И -> co к различным пре- 
дельным значениям: 

] ] —: ; 

i (Xn, y,)=—- > 1, Xn у) = I 4 +0 при f-» оо. 
—- 

n n4 п? 

3. Показать, что для функции f(x, и) = (хи) sin > sin — оба 

повторных предела Ит(Ит](х, y)) и Ит(Ит [(х, y)) не существуют, 
x70 и-0 +0 х-0 

но, тем не менее, существует lim f (x, y) = 0. 
x--+>0 

y+0 

Решение. Пусть yee (п=1, 2, ...), тогда y sin — 5 0. 

] 2 
пя’ м = ира = 1,2, ...) 

сходятся К нулю при п- ©. При этом соответствующие последова- 

Очевидно, последовательности Xx, = 
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тельности значений функции {f(%,, у) } = {0}, (Fy) } = f sin i 
при П-- oo сходятся к различным предельным значениям. Сле- 
довательно, lim f(x, и) не существует. Аналогично устанавливается, 

что lim f (x, и ‘также не существует. Из этого вытекает, что оба по- 

вторных предела не существуют. Однако из неравенства 0< < |(« их 

x sin + sin —| <|x-+y|<|x|+|y|, справедливого при любых x == 

5= 0 и y%O0, следует, что 

1 
lim ((x + y) sin sin) = 0. 

y+0 

4. Существует ли предел lim oe + ? 

ya 
Решение. Этот предел не существует, так как последователь- 

! 1 1 р 1 1 
ности {X,, Yn} = (4, 1}, {Xn и} = (4, п сходятся к точке 

(0, 0) при n-+oo, в то время как соответствующие последователь- 
ности значений функции сходятся к различным предельным значениям: 

2 2 

п? о nd 
E (Xn Ул) = —5- > 1, (хи, Yn) == т т 0 при п- ®. 

n? ттт 

5. Чему равен предел функции f(x, и) == х*е-_©-® вдоль любого 
луча х={с03а, y=tsina (0<t< + о) при [-> | с? Можно ли 
эту функцию назвать бесконечно малой-при Х- co И у- co? 

Решение. Обозначим F(t, а) = f(tcosa, ¢sina), тогда 

F (t, а) = cos? ae—# cos* а sina (0<a< 2Qr). 

Если а == + > , TOF (1, + а == 0 и, следовательно, F (, + =] 

0 при t- + <. 

Если же а = + 5, To с05? а 20 и Ёс05* а — 51 а -> -- oo при 

{ > -- ©. Тогда, по правилу Лопиталя, получаем: 
{2 

ef? cos? а Е sina 

2t 
== cos’a lim 

t+to  (2tcos?a—sina)e 

lim F(t, a) = cos*a jim 
f-+-+ 00 

Й cos? a—ft sina 

. | 
= cos?a lim = 0. 

{оо (costa — sine) еЁ с03?* а —f sing 

Поэтому lim F(t, a) =0 при любых а. 
f-+-}- 00 ; 
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Функция f(x, у) He является бесконечно малой при х-> co и y—> 
—> со, поскольку при x, = п - -|- ©, y, == И? -> -|- со получаем равен- 
CTBO lim f(Xn Y,) = lim n?e—*—n") — lim и? = -+co, — противоречащее 

П-о N= 00 

определению бесконечно малой величины. 
6. Найти lim (lim 7 (x, у И lim (Lim 7 (%, у), если 

y7b \ х-а х-а \y>b 

а) f (x, y) = 4, A=0, b=; 

у 
O) Fy) = pw а= о, b=+0; 

в) [ (x, т а= ©, б= о; 

г) {(х, и) = ив, a=0, b=; 
д) f(x, y) = log, (x + 4), a= 1, b= 0. 

Решение. а) При x #0, yO имеем: 

2 2 
lim (lim 0) = lim lim 4 == 0; 

ху Х-о \у- 00 X-> 00 У о + y? 

у 

lim (tim } 
yoo дю ХИ = mt = 1. у 0 

6) Функция x’ непрерывна при y > 0 (х считаем постоянным), по- 
этому lim x’ = 1; при постоянном значении у > 0 функция х* непрерывна 

y++0 
при всех x >0, поэтому lim x7 = + o. 

хо 

Пользуясь полученными равенотвами, находим: 

1 
lim (lim т ta) = —; 
хо \y>+0 1 + xd 2’ 

xy 
li ] 1. 
рен [и | гея) = 

в) При каждом фиксированном х функция непрерывна по у, а при 
всяком фиксированном и — непрерывна по x. Поэтому 

lim sin x ar 0; limsin 5x = lim sin =: |. 
y > 00 x+y Х-+ 00 Fo Х- 00 g4 4 

x 

Следовательно, 

lim( lim sin = 0; lim (lim sin ——-—-] = 1. 
Хо \Y > 00 Эх у 5 , Yoo \X+ 00 2x -+ Yy 

ху г) При фиксированном x == 0 ры гг ый =1, поэтому, в силу He- 

прерывности тангенса, получаем: lim — _ tg тя = 0. Пусть теперь у 
ую Х 
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a+Q 

фиксированное. Тогда, пользуясь тем, что lim -£2 = 1, имеем: 

to —2— 

м py a1. 

Ha основании этих равенств, находим. 

lim (lim 5 te 5) = 0 lim (lim | te 7745) = 1. 
X70 \y+ 0 y+ © 

д) Имеем: f(x, у) = 108, (х-- у = ЕЙ, х>0, xty 0, 
x == 1. Из непрерывности логарифмической функции следует, что 

. — i In (x + y) _ nx _ lim 7 (%, y) = im = ing = he 
Следовательно, lim 1 (tim f (x, у) == |. 

Поскольку 

+ <<, если —1<у< 0; 

— со, если О<у< +- со; 

— ©, ели —l<y< 0, 

-- co, если О<у< + о; 

ШИ | 
In x 

In x 
In (x+y) -| 

nero | 

если y = 0, bd 

(tim 7 (x, у не существуют, то lim 7 (, у), а вместе с ним и lim 
xl y-+0 

Найти следующие двойные пределы: 

7. lim ии. 

у © 

Решение. Пользуясь очевидным неравенством х? — xy + у? > xy, 
получаем (при х 5 0, y #0): 

ть 0<| = |< 
pe xy tyr | oxy УР |x| 

Отсюда следует, что 

. | | 
0 < lim ху < lim/—+——]=0. Sly | “ни РГ 

у 00 у- © 

хи _ Таким образом, jim fom ти = 0, 
Y-> с 

wa XP y? о 
8. lim x ie 

ху 
Yo со 
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Решение. Пусть x40, y #0, тогда 
x2 + у? x2 y? у? 

0<ay 7" Ate. а Ра (1) 

. 1 | 
Поскольку lim a + 2) == 0, то, пользуясь неравенством (1), заключаем, 

Х-+ 00 
у © 

x? 2 

что lim = = 0. 
Хо хо у 
у-+ со 

9. lim sin =”. 

х->0 

y>a . 

Решение. Имеем: ny — А у. Так как lim——2= 
0 

t ia 
г =1 (xy=t, a#o), то В | ; = а. 

t+0 х-+0 x t+0 y7a 

ya 
10. lim (елеем. 

X->- 00 
Y>+to 

Решение. Пользуясь элементарным еравенством 

2 2\ ›— _ x? у 
(х + уе +H) sats erty За, 

справедливым при x > 0, у > 0, получаем: 
2 

O< lim (2+ лее < lim & +5) = 0, 
é X—+>-}- 00 X-+ -f- 00 е 

Отсюда jim (x? + уе +9 = 0, 

Y>+to 

решение Из очевидного неравенства x? -+ у* > 9ху следует, что 

zip < ps -. Поэтому 0< (=) < (3) —> 0 при х-— - с. Отсюда 

. ху \x* 
вытекает, что lim (aa) = 0, 

х-+-{ со x у 
уф > 

12. Шт (хе + у. 

p20 | 
Решение. Из неравенств xy? <7(x*+y")’, 1 (ее 

1 —(x2-4 у?)? 

> (x? + y’)4 , справедливых при 0< х- y*< 1, и того, что 
в 1 

=~ (x?-+-y?)? . — {2 . In ¢ 
lim (x? + ия = Пт =lime* <1, 
x-+0 2-0 1-0 
у- 

вытекает равенство lim (x? -++ y)*4 = 1, 
x70 
y+0 
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a 

13. lim (1 +4 Lye 
x—> с 

ya 
Решение. В силу непрерывности показательной и логарифми- 

ческой функций, имеем: 

Решение. Пользуясь непрерывностью логарифмической функции 

и тем, что lim х? + у? =1-20, получаем: 
х-—1 
y+0 

lim 2242) — 112 = ng 
xl Vt 
yo 

15. По каким направлениям ф существует конечный предел: 
x 

a) lim e*’+#*; 6) lim e**-# sin2Qxy, если х = рсозф и y=psing. 
p++0 р-р 
Решение. а) Конечный предел 

cos ф 

lim е* ae — lime ° 
e++0 e++0 

существует тогда, когда созф < 0, т. е. если > 5 < ф < т. 

6) Имеем: 

lim ех*—" sin2xy = lim e?*¢s2¢ sin (p? sin 2$). 
p> oo 0 +>-f о 

Поскольку р?-> + со, а зп (о? sin 29) — ограниченная функция, то mpe- Ур р ф р у р 
дел будет конечным, если с0$2% < 0 или sin2p =0. В первом случае 
т 3m Sn 7% 
4 << 1, т << т, BO втором ф = 0, ф= т. 

Найти точки разрыва следующих функций: 

16. и = . 
V + у? 

Решение. Функция x? -+ у’ непрерывна при всех х и у как много- 
член от хи y. По известной теореме о непрерывности суперпозиции 

непрерывных функций, (x? + у?) 2? — также непрерывная функция при 

всехх и у, кроме точки (0, 0), где знаменатель (x? + у?) ? обращается 
в нуль. Следовательно, (0, 0) — точка бесконечного разрыва. 
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17, w= РИ. 
xe-ry 

Решение. Поскольку числитель и знаменатель — непрерывные 
функции, то функция может иметь разрыв лишь в точках, где знаме- 
натель x? + из обращается в нуль. Решая уравнение х? + у? = 0 отно- 
сительно у, находим: y = —х. Следовательно, функция имеет разрывы 
на прямой и = —x. 

Пусть %) #0, y AOU хх и=0. Тогда 

. x+y . 1 | 
lim ——, = lim = . 3 2 2 2 2 

Y>Yo Y+Yo 

Значит, точки прямой y = —x (x = 0) — точки устранимого разрыва 
функции и. Из соотношения 

. Ну: | _ 

ims yl swe = 10 
y7+0 y+0 

следует, что (0, 0) —точка бесконечного разрыва. 
18. Показать, что функция 

2 Hey = [ре нии о, 
0, если 2+ у =0, 

непрерывна по каждой из переменных х и Y в отдельности (при фик- 
сированном значении другой переменной), но не является непрерывной 
по совокупности этих переменных. 

Решение. Пусть y «0 и xX) — любые фиксированные числа. Тогда 
. . 2х 2х 
lim/(x, у) = lim =— a = =~ a 

X+ Xo х-ж * Try x,y 

любом ху #0 lim f(x, 0) =O =f (Xx, 0). Наконец, если у = иж = 0, 
X7+Xo 

To limf (x, 0) = 0 =f (0, 0). 
x+0 

Таким образом, при каждом фиксированном у функция f(x, и) He- 
прерывна по переменной х. Ввиду симметрии функции относительно х 
и у, при любом фиксированном х функция ](х, и) непрерывна по пере- 
менной и. 

Однако функция [(х, у) не является непрерывной по совокупности 
переменных в точке (0, 0). Действительно, обе последовательности 

= [(хь, у). Если же у=0, то при 

п’тп 

ющие им последовательности значений функции сходятся при П- co 
К различным предельным значениям: 

| | 2 1 
—{ H |=, | сходятся при п -> со к точке (0, 0), а соответству- 

2 4 
nz na 

i(t.t)=r ah 2, Пт 5. 
пт) it пт] 4,1" 5 

nn п? ^ па 
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19. Показать, что функция 

2 

F(x, y) = zor если x? -+ у? = 0, 

0, если x? -+ и? =0, 

в точке (0, 0) непрерывна вдоль каждого луча х =tcosa, y=tsina 
(0 <Е< +), проходящего через эту точку, т. е. существует 
lim р (2 с0$ а, Е зта) =} (0, 0), однако эта функция не является непре- 
1-0 

рывной в точке (0, 0). 
Решение. Имеем: 

. . t cos? а sin a 
a = ——. lim f(é cosa, t sin a) lim costa qe sina 

Поскольку f(¢cosa, ?sina)==0 при a= st (k=0,1,2,...), To при 

этих значениях ® limf(fcosa, sina) = 0 = f(0, 0). 
{0 

Если O<a< Qn, ae (k= 1,2, ...), то #?cos*a+sin’a >0 и 

t? costa + sin?a—>sin?a >0 при Ё-—0. Следовательно, lim f(t cosa, 
t+0 

[511 а) = 0 = | (0, 0). Таким образом, вдоль любого луча, проходящего 
через точку (0, 0), функция f(x, у) непрерывна в этой точке. 

То, что функция f(x, у) имеет разрыв в точке (0, 0), следует из того, 
l 1 

что последовательность {4 , 4 сходится к точке (0, 0) при п- oo, a 

| 

lim f(t L) = im м/о, 0). 9 2 
по п n Но 

па‘ nt 
— 

20. Исследовать Ha равномерную непрерывность линейную функцию 
f(x, у) =2х —Зу--5 в бесконечной плоскости Е? = {|х| < +0, 
[и] <<}. 

Решение, Для любых точек (ж, и1) и (%2, у2) бесконечной плос- 
кости Е? имеём: 

| f (ss Yr) —F (Xa, Yo) | = [2 (%1 — ж) —3 (Yr — у) |< 2| м — |+ 

+3] 41 — ye. 

Пусть г > 0 — произвольно заданное число. Тогда при условии, 

что | x;—%.|< = =}, | — | < в = 6, справедливо неравенство 

Lf (%1, Yr) — F (Xa, Из) | < x +- 5< ге, Из которого, по определению, 

следует равномерная непрерывность функции f(x, у) Ha Е*. 
21. Исследовать на равномерную непрерывность в плоскости E* = 

= {|| < +, |у|< +o} функцию u= Vx +. 
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Решение. Для произвольного = > 0 и любых (ла, ии), (х», уг) € Е* 
имеем: 

1% (X1, Yr) —U (Хэ, уз) | = Viti Via + vil = 

— | (4 — *2) (xy + ха) Е (Yi — Yo) (Yi t+ Ye) | | Xy — Xj 1: + Xe | 

V e+9 фу Узи и, Ия Ни, +V x# Pag 

| | ¥i— Ya! | Yr + Yo! ЕЕ | x | 
2 2 < Vetet+Vare “о “уз Va 

lyr} +] 94! 

a a у | < 5 НУ =e, 
1‘ 2 

€ 

как только |X; —%| < 5: = 8, |yi1— ye] < 5 =8. 

Следовательно, по определению, функция и равномерно непрерыв- 
на в плоскости Е*. 

22. Будет ли равномерно непрерывной функция ] (xX, y) = sin 

в области ху?’ < 1? 
Решение. Функция | — x? — у’ непрерывна при всех значениях 

x и у как многочлен oT x и у. По теореме о суперпозиции непрерыв- 
ных функций, данная функция также непрерывна при всех значениях 
х и у, удовлетворяющих неравенству х Vt p<. 

Покажем, что в этой области данная функция неравномерно непре- 
рывна. С этой целью возьмем две последовательности: 

М» (Хи, ин) = [У 1— това, ИУ! эта, 

и 2 2 . 
Mn (Xn, yn) = {V 1— 2p cosa, V 1— эта, 

(1=1,2,...), 0<a< 2", принадлежащие области определения функ- 
’ г 7 | ции. Поскольку р (Mn, Mn) = V (Xn — Xn)? + (Yn — Yn)? = | у! —5: = 

о 
7 

—V 1-77 —0 при п> о, a |f(Mn)—f(Mn)| = 

— зи (= + 2ne] = 1 при всех п, To для e€(0,1) He существует 

числа 8, участвующего в определении равномерной непрерывности. 

23. Дана функция и(х, у) = arcsin =. Является ли эта функция 

непрерывной в своей области определения Е? Будет ли функция и 
равномерно непрерывной в области Е? 

Решение. Область определения Е определяется неравенствами 
|х| <|и|, у=0. В этой области функция’ u(x, у) непрерывна как 
суперпозиция непрерывных функций. 

Ш 5 

| — 2 — и 

sin 2nr = 
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Однако данная функция не является равномерно непрерывной, так 
. 1 1 | 1 

как для последовательностей М» (4 , +) ‚ Ma (J. »— >) (n= 1, 2, ...) спра- 

ведливо соотношение 

ha = УЕ 
при N-» со, а расстояние между значениями функции в соответствую- 
щих точках |u(M,) —u(M,) | = | arcsin 1 — агсзш (—1) | = 2arcsinl =x 
не может быть меньше числа т. 

24. Показать, что множество точек разрыва функции f (x, у) = x sin > 

если y 0 u f(x, 0) =0, не является замкнутым. 
_ _. Xo — 

Доказательство. Пусть ул == пая, "= aT (n = 1, 2, ...), 

где х, — произвольное фиксированное число. Тогда последовательность 
{Xn Yn} при п-— со сходится к точке (ху, 0). Из соотношения 

lim f (%n, Yn) = lim ry sin=© FAO = 9 F(X, 0) = 0 (Xp # 0) 
п= 00 

следует, что (хо, 0) (х 4% 0) —точка разрыва функции f(x,y). A из 

неравенства |] (x, и) | = |x sin— |< |x| следует непрерывность функции 

f(x, и) в точке (0, 0). 
Таким образом, множество точек разрыва функции f (x, и) заполняет 

сплошь ось Ох, за исключением точки (0, 0), которая является предель- 
ной точкой этого множества. Следовательно, множество точек разрыва 
функции f(x, у) не содержит всех своих предельных точек, а поэтому 
не является замкнутым. 

25. Показать, что если функция f(x, у) в некоторой области С не- 
прерывна по переменной х и равномерно относительно х непрерывна по 
переменной у, то эта функция непрерывна в рассматриваемой области. 

Доказательство. Для произвольных точек (Xo, Yo) и (Xo - Ax, 
Yo + Ay) из области определения функции f(x, у) имеем: 

| Af (Xo, Yo) | = |1 (% + Ах, Yo + Ay) —F (%o, у) | < 

< |1 (%.-- Ах, Yo+ Ay) — f (Xo+ Ах, у) | + |1, + Ах, Yo) —F (Xo Yo) |. (1) 

Согласно равномерной непрерывности функции [(х, у) относительно x 
по переменной у Ye > 0 Hd, = 8, (в, yo) такое, что как только | Ay| < 8, 
неравенство | 

| (о - Ах, Yo + Ау) — (Xo + Ах, 4) | < 5 (2) 

справедливо для любых ху + Ах из области определения функции f (х, и). 
Далее, в силу непрерывности функции f(x, y) по переменной x, для 

указанного ранее е > 0 Hd, = 8. (=, ху, Yo) такое, что 

[F(x + Ах, Yo) — F(% | < (3) 
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Kak только |Ах|< 85. Пусть 8 = min (51, 82}, тогда при |Ax|< 8, 
| ^у| < 8 оба неравенства (2) и (3) будут выполнены. Поэтому при 
|4х| < 5, |Ay|<68 из неравенств (2), (3) и (1) следует, что 
| Af (хо, Yo) |<< в, а это и означает непрерывность функции f(x, у) в точке 

(Xo, о). 
26. Доказать, что если в некоторой области G функция f(x, и) 

непрерывна по переменной х и удовлетворяет условию Липшица по 
переменной у, т. е. 

IF, и) — Их, 9) | < Ви — Уз|, 

где (x, y,)€ G, (х, ye) Е@ и L — постоянная, то эта функция непрерыв- 
на в данной области. 

Доказательство. Так как функция f(x, у) удовлетворяет усло- 
вию Липшица по переменной у, то для произвольного з > 0 и любых 
точек (хо, Yo) и (xX, и) из С имеем: 

lf (x, y) —f (Xo, Yo) | < | F(x, у) —T (x, Yo) | ++ 

+|F%, Yo) —F(%o, Yo) |< у | +1 F(%, Yo) —F (Xo, yo) |. = (1) 
В силу непрерывности функции [(Х, Yo) в точке х,, можно указать 
такое 8, = 8, (е, Хо, Yo), что при |х —х| < 5; имеет место неравенство 

lf (x, Yo) —f (Xo, у) |<. (2) 

Из неравенств (1) и (2) при условии, что | x —ж|<би|у—ш |< 8, 

где § = min (8, 57 ‚ получаем неравенство 

| (х, y) — 1 (x, Yo) | < Ls + > = €, 

которое доказывает непрерывность функции f(x, у) в любой точке 
(Xo, Yo) Е G. 

27. Пусть функция f(x, у) непрерывна в области G: а<х<А, 
b<y < В, а последовательность функций 9, (x) (п = 1, 2, ...) сходится 
равномерно на [a, A] и удовлетворяет условию 6 < gy (Xx) < В (n= = 1,2,...). 
Доказать, что последовательность функций Fy(x) = f(x, on (x) (1 = = 
= 1,2, ...) также сходится равномерно Ha [a, 4]. 

Доказательство. Так как функция / (x, у) непрерывна в замк- 
нутой области G, то она равномерно непрерывна в этой области. Следо- 
вательно, We > 0 35 = 65(=) такое, что неравенство 

F(x, у’) — [(х, у’) <е (2) 
справедливо для всех x € [a, А] и у, у’ Е [Ь, В], которые удовлетворяют 
неравенству | y’ —y"|< 8. В силу равномерной сходимости на сегмен- 
те [а, A] последовательности {ф„(х)}, yS >0 (в том числе и для 8, 
указанного выше) AN = М (5) такое, что |Фир (xX) — $n (x)|< 8 wasn, 
УР >0 и yx € [a, 4]. Полагая в неравенстве (1) и’ == фир (Х), y= On(x) 
(Фп--р (Х), Фи (Хх) Е [6, B]), получаем неравенство 

|Р(х, фир (Х)) — [(х, $» (х)) [< в, 
справедливое yr > М, ур > 0 и ухЕйа, 4]. 

181



Таким образом, последовательность F(x) = f(x, $" (х)) сходится 
равномерно на сегменте [а, 4]. | 

28. Пусть: 1) функция f(x, у) непрерывна в области R(a< x< А; 
b< y< В); 2) функция ‹ (х) непрерывна в интервале (a, A) и имеет 
значения, принадлежащие интервалу (5, В). Доказать, что функция 
Е (x) = Е (x, © (х)) непрерывна в интервале (a, A). 

Доказательство. Пусть (x9, yo) — произвольная точка из области 
К. Из непрерывности функции f(x, у) в области Ю вытекает, что 
we > 0 dd, = 8, (€, хо, yo) такое, что 

| F (x, у) —f (Xo, Yo) | < = (1) 

как только |x — № |<, |y—yo| < 8. 
Обозначим y = (х), Yo = ф (Xp). Из непрерывности функции и = ф (x) 

на интервале (a, А) вытекает, что для указанного выше 8, Hd, = 8. (8) 
такое, что 

le (*) — $ (%0) | =|y—Yol< 4, (2) 

если |X — № |< 65.. Следовательно, из неравенств (1) и (2) и того, что 
y = 9 (x) Е (0, В), если хе (a, A), вытекает неравенство 

If (x, $ (%)) —F (Xo, Ф (%0)) |<, 

справедливое при |x — № |< 8 = min (5, 5g) и доказывающее непрерыв- 
ность функции F (x) = f (x, $ (х)) на интервале (a, А). 

29. Пусть: 1) функция f(x, у) непрерывна в области Ю а<х< A; 
b<y< В); 2) функции х = (и, v) Hy = % (и, и) непрерывны в области 
КЮ’ (a <u< А’; b'<v< В’) и имеют значения, принадлежащие соот- 
ветственно интервалам (а, A) и (5, В). Доказать, что функция F (и, v)= 
=f (9 (и, 0), $ (и,9)) непрерывна в области К’. 

Доказательство. Пусть (up, v9) — произвольная фиксированная 
точка из К’, а ж=ф(щ, Up), Yo= (Ш, 90). Из условия 1) вытекает, 
что We > 0 Ho = a(e, Xp, Yo) такое, что 

| f(x, У) —f (хо, о) | < | (1) 

как только |Хх— |< о, |У—\Щ| < в. Из условия 2) следует, что 
для указанного выше с 38 = 8, (9) = 8 (e, Up, Vp) такое, что при |и — 
—Ш| < би |9 — | < 8 справедливы неравенства: © 

lp (и, v) —F (Uo, Uo) | < с, ly (u, v) —ф (Uo, 00), | < с. (2) 

Из неравенств (1) и (2) непосредственно следует, что 

IF (Ф (м, о), ф (м, ¥)) — Г(Ф (що, Yo), $ (шо, Uo) | = | FU, 9) — Е (Uo, M%) | <е 

при и —ш |< 6, 9—6 |< 8, т. е. что функция Е(и, и) непрерывна 
в точке (Up, Uo). Поскольку (Up, Vp) — произвольная точка из А’, заклю- 
чаем, что функция F (и, v) непрерывна в области К”. 
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$ 2. Частные производные. Дифференциал функции 

1°. Частные производные. Пусть функция и = f(x, 

Xo, ..., Xm) определена в некоторой области Gu М, (x1, x oy tees x,)— 
внутренняя точка этой области. Если существует (конечный или бес- 
конечный) предел отношения частного приращения Ах, и функции и 

в точке М, к соответственному приращению Ах, переменной х,: 
о о о о о о о 

A xg! __ f(x) esey Xp хь Ах, АЕ оу Xm) — f(x, cy Xm 

Ax, — AX, 

при Ах, —> 0, то этот предел называется частной производной функции 
и = (1, Хх, ..., Хи) в точке М, по переменной xX, и обозначается 
одним из следующих символов: 

ди Of 
Ox,» Ox,» Ижь» bey 

A, pl 

Таким образом, ie = lim (1 <<”). 
AX p> +o4 

, Дифференциал oy nKuNt Функция и = f (х1, Хо, ..., Xm) 
 азываетси дифференцируемой в точке Mo, если ее полное прираще- 

ние Au = f(x; + Аж, х,- Ах, ..., x Xm + Xm) — [ (хи, х gyn Xm) 

В этой точке может быть представлено в виде 

Au = А. Ах, + А.Ах, + +++ +A,,Ax,, + 0(p), 

где A,, Ag, ..., A,,—HeKOTOpple He зависящие от Аха, Axa, «++, Аха 
2 2 2 

постоянные, а p = V Ax + Ax, + ++++ Ax. 

Если хотя бы одно из чисел “Ag (k= 1,2, ..., т) отлично от нуля, 
то сумма A, Ax,  А.Ах. + +--+ А, Ах, представляет собой главную 
линейную относительно приращений аргументов часть приращения диф- 
ференцируемой функции. При определении дифференцируемости функ- 
ции не исключается возможность обращения в нуль всех чисел 
A, Ao, eeey Am 

Если функция и дифференцируема в точке M,, то в этой точке 
ди ди 

существуют частные производные + — (Е =1,2, ..., т), причем 9х = 
k k 

= Ак. Таким образом, условие дифференцируемости функции и в точке 
Му можно записать в следующей форме: 

ди ди 
АА + 5 Any bee be Ах», о (5), 

где частные производные вычислены в точке Мо. 
Главная линейная относительно приращений аргументов часть при- 

ращения дифференцируемой функции и в точке Му называется диффе- 
ренциалом этой функции в точке М, и обозначается символом du. 
Следовательно, 4и == A,Ax, + А» Ах. + ...-- A, Ax, 

183



Используя то, что для дифференцируемой функции A= = (i= 
i 

= 1,2,..., Ш), а Ах; = 4х, выражение для дифференциала можно 
переписать следующим образом: 

аи = Se dx, + gta ot ape tin (1) 

Формула (1) справедлива и в том случае, когда аргументы 4%, х», 
Хз, +++, Хи ЯВЛЯЮТСЯ дифференцируемыми функциями новых перемен- 
ных Ц, fo, ..., Cp 

ди 
Частная производная от 5x, ПО переменной Xp, т. е. выражение 

д [ди` . 
dx, \Gxg) > Называется частной производной второго порядка и обозна- 

n 

чается одним из следующих символов: 

ди (2) 

Bxp0x,?  ek*n" 

При этом, если R=An, то частная производная называется смешанной. 
Аналогично определяются производные порядка выше второго. Если 
функция 1 раз дифференцируема в некоторой точке, то в этой точке 
любые смешанные производные п-го порядка не зависят от порядка, 
в котором производятся последовательные дифференцирования. 

Дифференциал от du, т. е. выражение 4 (du), называется дифферен- 
циалом второго порядка (или вторым дифференциалом) и обозначается 
символом и. Аналогично: d(d*u)=d®u, а(Фи) = Фи и т. д. Для 
дифференциалов высших порядков имеет место символическая формула 

ЧаПи = (2 dx; 42 dx, -... + Gy dim) и. 
Ox; OX, m 

3. Производная сложной функции. Если функции 

и =f (x1, Хо, «++, Xm), X= 9; (h, te, ..., te) (=1,2,..., Т) 

дифференцируемы, то 

ди _ “ ди 99; 

97, — Dy Ox, Ot, 
j=1 

(k= 1,2, ..., п). 

4°. Производная по направлению. Градиент. Пусть 
дифференцируемая функция и == f(x, у,г) задана в некоторой окрест- 
ности точки Му (Xo, Yo, 20), а направление / характеризуется направля- 
ющими косинусами {cos a, cos В, cos 7}. Тогда производная по направлению 
Z вычисляется по формуле 

ди _ ди ди ди 
ЭТ == 55503 а + 57 COS P + 5; COS 1. 

Градиентом функции и = f (x, у, 2) в точке Мь называется вектор, 
обозначаемый символом gradu и имеющий координаты, соответственно 
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ди ди Ou 
равные производным 5), 5’, 5, ВЗЯТЫМ в точке M,. Таким образом, 

radu = {3 ди =. 
Brady — Vax? dy? 02] › 

причем в этом случае можем записать, что 5. = (а, gradu), где а = 

= {cosa, cos 8, cos 1]. 
Градиент функции и в точке М. характеризует направление и вели- 

чину максимального роста этой функции в точке My. Следовательно, 

(nae Herd | Y/ (55) +] + (5). 
Вектор gradu в данной точке М, ортогонален к той поверхности 

уровня функции и == | (x, у, г), которая проходит через точку М.. 

30. Найти f, (x, 1), если f(x, у) = x + (у— 1) arcsin V2 

Решение. Согласно определению частной производной, имеем: 

fi (х 1) = lim 7 (х - Ах, 1) — f(x, У 

Ax+0 Ax 

Так как f[ (x + Ax, 1) = x + Ах, f(x, 1) =х, To 

' tie, ХЕ Ах—х . AX ыы 
31. Найти | (0, 0) и Ё/(0, 0), если f(x, у) =У/ ху. Является ли 

эта функция дифференцируемой в точке О (0, 0)? 
Решение. Исходя из определения частных производных имеем: 

я (0, 0) = lim Le 0) — = 10 р 726—090. 
* , Ax+0 Ax+0 Ax , 

3 

Г, (0, 0) = lim f(0, Ay) — fF (0, 0) _ = lim V°+ U8 — 9, 

Ay+0 Ay Ay-0 у 

Для исследования дифференцируемости данной функции в точке 

О (0, 0) запишем ее приращение в этой точке: АЁ(0, 0) = У/АхАДу = 

= (Ах, Аи) - р, где p = V Ax? + Ay?, в (Ах, Ay) = У АхАу ттт 

Of (0, 0) Of (0, 0) 
Поскольку A, = — = = 0, A, = = oy = 0, TO ДлЯ дифференцируе- 

мости необходимо, чтобы функция в (Ах, Ay) была бесконечно малой 

при pO, т. е. при Ах 0 и Ду- 0. Пусть Ах=-, Ay = — (п = 

=1,9, ...); очевидно, Ax>O и Ау->0 при п- со. Так как 

последовательность точек М, (4 , 4) при п -> co стремится к точке 

О (0, 0), а соответствующая им последовательность значений функции 
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(1. 1) yn 
5 УЗ 

не является бесконечно малой при Ах->0, Ау->0. Поэтому функция 
f(x, у) недифференцируема в точке О (0, 0). 

32. Является ли дифференцируемой в точке O (0, 0) функция f(x, y) = 

стремится к -- co при п- со, то функция e (Ax, Ay) 

Ув” 
Решение. Находим производные: 

р и.) (Ах, 0) — 1 (0, 0) _ Ах _ и tn В 
fy (0, 0) = ша 2-Й — 20.9 = jim Y = 1. 

ву—0 у Ay+0 FY 

Представляем приращение функции f(x, у) в точке O(0,0) в виде 

Af (0, 0) = У Ax® + ду? = Ax + Ay + (7/ Ox + Ау? — Ax — Ay) = 
о, 0) Ax + [, (0, 0) Ay + (Ах, Ay) « p, где е (Ах, Ay) = 
— У Ал + Ay — Ax — Ау 

У ax? - Ay? 
Замечая, что последовательность 

/ 2 2 
(2 1) ви 7/39 +, +) = =“ (и=1,2, ...) ут ^ У? 

“ | не является бесконечно малой при п -> со (r. е. при Ах = — 0, Ду = 

= > > о} ‚ заключаем, что ep #O(p) при р->0 и функция f(x, у) 

недифференцируема в точке О (0, 0). 
33. Исследовать на дифференцируемость в точке О (0, 0) функцию 

(ху =e “+9 при + y?>0 u [ (0, 0) =0. 
Решение. Как и в предыдущем примере, находим частные про- 

ИЗВОДНЫе: 

| 1 
f (Ax, 0) — } (0, 0) __ ,. — ix? __ 1. (0, 0) = lim “je = lim ge = 0, 

1 
р _ 1 f(0, Ay) — 1 (9,0) |, i - oy? — i, (0, 9) Jim iy lim A, 2 . 

Из того, что приращение функции f(x, и) в точке О (0, 0) представимо 
1 

в виде Af(0,0)=e “А+ =e(Ax, Ау) р, где е(Ах, Ау) = 
| 

Va ду 
что функция f(x, у) дифференцируема в точке О (0, 0). 

34. Показать, что функция f(x, у) = И|ху| непрерывна в точке 
О (0, 0), имеет в этой точке обе частные производные |, (0, 0) и [, (0, 0), 

де _ Го Ax? by? — ое Р* — 0 при р -> 0, непосредственно следует, 

186



однако, не является дифференцируемой в точке О (0, 0). Выяснить по- 
ведение производных |, (x, и) и [,(х, у) в окрестности точки О (0, 0). 

Решение. Пользуясь определением частных производных, находим: 

(Ax, 0) —[(0, 0) _ , yf . Vi0-Ax] _ 
ie (0, 0) = kim Ax _ iim Ax _ 

0, 

yy ИТАу 0] fi, (0, 0) = lim ig = 0. 

Так как Af (0, 0) = У |АхАу| =У Ax? + Ay? Vlaxiyi _ e (Ax, Ay) р, 
V Ax? + Ay? 

т 
У | Axdy | 1 1 = Zo 

где е (Ах, Ay) = уряд, а e(--,— |= = > 73 % 0, TO 

па Г 8 
функция =(Ах, Ay) не является бесконечно малой при Ах>0 и 
Лу 0. Отсюда следует, что функция f(x, у) недифференцируема 
в точке О (0, 0). ___ 

r 1 . ! 1 | 

Из того, что f, (x, У) = > Viz | sgn x при x = 0 и lim /, Е , 4) = 

. п 
= Шп > = -- оо, следует, что производная |, (x, у) не ограничена 

ПИ co 

в окрестности точки О (0, 0). Это заключение справедливо и для про- 
изводной [, (х, и). 

35. Доказать, что функция f (x, и) а, если у -Ои 

[(0, 0) = 0, разрывна при x =0, у = 0, но имеет частные производные 
в точке О (0, 0). 

. 11). 
Доказательство. Из соотношений M,(+,4)> 00, 0) при 

В > oo, 

| 

lim К», as) = = #0=f(0, 0) 
ns 

следует, что функция f(x, у) терпит разрыв в точке О (0, 0). 
Пользуясь определением частных производных, находим: 

(0, 0) = lim 29—10 _ jin 9 — 
|. (0, 0) hen Ax а , 

"(0 0) = ; f (0, Ay) — f(0, 0) _ : 0 _ , 

От, ay ody 

36. Доказать, что функция f(x, и) = = = если х?-|- у? =0и 

[(0, 0) =0, в окрестности точки О (0, 0) непрерывна и имеет ограни- 
ченные частные производные |, (х, у) и [,(х, у), однако, недифферен- 
цируема в точке О (0, 0). 
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Доказательство. При x? + у? +0 функция f(x, и) непрерывна 

как элементарная. Из очевидного неравенства |f (x, и) | = |_———= 
Уж у 

у Yl и того, что tim Wy = 0, получаем: Шт] (x, у) = 0 = f (0, 0). 
У? х0 V2 x0 

у- у 

Таким образом, функция f(x, у) непрерывна в точке О (0, 0). 
Имеем: 

< 

< 

x ху 2 2 
——= ) Xx 0: Vere Vere * TY 

; e A , 0 — 0, 0 e Ё. (0, 0) = lim 1 x = (0, 0) _ lim 

' __ у __ ух 2 2 . 
an У = Fa Уи’ Xx +Yy = 0; 

(0, 0) = 0. y 

Ё; (x, У) = 

Отсюда, пользуясь Неравенством Eee, < 5 , убеждаемся, ЧТО 

‚ | | 3 ’ 3 
ПР Wl < og + pte <, lm /)[< 5, 

т. е. что указанные производные ограничены. 
Запишем приращение функции f(x, у) в точке О (0,0) в виде 

AxAy AxAy 
Af (0, 0) = = = (Ах, А Ax, Ay) = . Л f (0, 0) Vie Tip e(Ax, Ay)p, где е (Ax, Ay) = пята Легко 
убедиться, что функция = (Ах, Ау) не является бесконечно малой при 
Ax +0, Ду—0, а поэтому функция f(x, у) недифференцируема в точке 
О (0, 0). 

37. Показать, что функция f (x, у) = (x? + y’) ия ‚ если x7 -- 

у -=0и [ (0, 0) =0, имеет в окрестности точки (0, 0) производные 
f(x, и) и Г, (х, у), которые разрывны в точке (0,0) и неограничены 
в любой окрестности ее; тем не менее эта функция дифференцируема 
в точке (0, 0). 

Решение. Если x?-+ у’ -=0, то частные производные Г, (x, у) и 
f(x, у) находим, пользуясь формулами и правилами дифференциро- 
вания: 

’ . | 2х 
Г, (х, у) = xsi at аи Сб 

2y 1 , | 
fy (x, y) =2у Sin SR Bp OS Be’ 

Если же х=0и у= 0, то производные f, (0, 0) и 7, (0, 0) находим, 
исходя из их определения: 

| 
Ax? sin — 

Г ® А 9 0 — 0, 0 ® Ax? —_— . | (0, 0) = lim LOB РО = jim = 0; 
Ax+0 Ax+0 Ax 

аналогично находим, что /f,,(0, 0) = 0. 
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Покажем, что частные производные f, (x, у) и [,(х, у) разрывны 
в точке (0, 0) и неограничены в любой ее окрестности. С этой целью 
выберем последовательность {(х„, y,)}, сходящуюся к точке (0, 0) чтакую, 

| 
что COS ——5==1, т. е ——— = 2И*. Пусть, например, 

Xn Ул xn n 

y=-—-. y= 
п Уля’ 2V nx 

Поскольку x, >0O Hu y,—-0O при п- со, TO последовательность точек 
{(х„, у,)} попадает з любую окрестность точки (0, 0). При этом соот- 

ветствующая последовательность значений функции f, (x, y,) = —2V ne 
(п = 1,2, ...) стремится к — со. Следовательно, частная производная 
[, (х, у) разрывна в точке (0, 0) и неограничена в любой ее окрест- 
ности. Аналогичные выводы справедливы и относительно f, (x, у). 

Так как f, (0, 0) = [, (0, 0) = 0, а приращение Af (0, 0) представимо 
. ._] 

в виде Af (0, 0) == (Ах? -++ Ay?) sin дял = PE (2), rae = (р) = psin =->0 

при p = V Ах? + Ду? > 0, то функция f (x, и) дифференцируема в точ- 
ке (0, 0). 

38. Проверить равенство 2“ = 2, если a) и= x”; 6) и= . ‘‘роверить р дхди — дидх 
— 

x 
= агссо$ у = . 

Решение. a) Имеем: 
д 2}, 0? 2 
Se = уж I; aya — 24 "(Е + у? шп х); 

a 2yx4* In x; say = Qyx”—! (1 + y? In x). 

ди ди 
Отсюда непосредственно следует равенство 9%ду — Эидх› СПраведливое 

для всех точек (х, у) из области определения смешанных производных: 
О<х< wo, —х<ух <. 

6) Аналогично предыдущему находим смешанные производные 

ди х ди | —=. -_5. 
de 9 ИХ) °; дя 4 09-Х) 2 
ди x on. Ou x 5-2 DUP —ХУ) *; уч 0-Х) 

x 
и убеждаемся, что они равны в области их определения: O< < 1. 

Эти примеры иллюстрируют утверждение о равенстве непрерывных 
смешанных производных, отличающихся порядком их вычисления. 

x2 — 2 

39. Пусть f(x, и) = Yap ‚ если x®+y?+0, и f (0, 0) =0. 
x 

Показать, что fey (0, 0) + ff, (0, 0). 
Решение. При x?-+ y?- 0 имеем: 

р 8 — 4х2, 
Г (х, у) Узи Кое; 

x? — y? Ax3y? 

WO N= are wee 
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Если x = у = 0, To производные f, (0, 0) и i; (0, 0) находим непо- 
средственно из их определения: 

Е (Ax, 0) —f (0, 0) _ 0 
0,0 lim / = lim — = 0; 

|. ) = Ах-+0 Ах Ax—+0 Ax 
, Ay) — |, (0, 0) = lim 20-49 — 16, 9 — tim 0. = 0. 

Ay70 Ay — лу-о A 

Пользуясь этими значениями, находим смешанные производные: 

” f,(0, Ду) — fF. (0, 0) — Ays 
0, 0) = lim x == lim = — |; bey ( ) = Ay-+0 Ay Ay+0 Ay’ ’ 

, 0—1 0,0. дз 
[их (0, 0) = jim, iy = lim дз =]. 

Отсюда убеждаемся, что f,,(0, 0) = |. (0, 0). 
Заметим, что в точке (0, 0) не выполняются достаточные условия 

непрерывности смешанных производных. В самом деле, при х? + у? -Е 0 
находим: 

|! " 8 2y = и 9) = SH (1+ EG). 
| 

Поскольку последовательность [м, (4 , в] стремится к (0, 0) при 

а? — | 
N-» oo, a lim fry (Мн) = lim fy x(M,) = а (1 Нат we) TO смешан- 

ные производные терпят ' разрыв в точке (0, 0). 

40. Существует ли {,, (0, 0), если f(x, у) = 

и 7 (0, 0) == 0? 

Решение. При x*-+ у? -=0 имеем: f, (x, у) = “ue a. Поль- 

зуясь определением производной, находим: 

f (Ax, 0) —f (0, 0) _ 

ae при x? + y’+ 0 

. 0 
‚ (0, 0) = lim lim = = 0. ie ( ) Ах-+0 Ах Ах-+0 Ах 

Поскольку предел 
2Ay* 

0, A 0, 0) TF lim i ( ) Г, ( = ay 

Ay+0 у ду-0 АЯ 

не существует, то производная f,, в точке (0, 0) также не существует. 
41. Доказать, что если дифференцируемая функция и = [(х, y, 2), 

(x, у, 2) а удовлетворяет уравнению 

ди 
5, +255 = ри, (1) 

то она является однородной функцией степени р. 
Доказательство. Рассмотрим функцию 

Е (t) — f (tXo, LY, Feo) (2) 
1? 

190



Она определена, непрерывна и дифференцируема для всех {> 0, для 
которых точка М (tXo, #4, #20) € G. Вычисляя производную функции F ({), 
получаем выражение, числитель которого равен 

t (Xofy (Xo, ty, t2o) + Yor y (1х0, (о, 120) + 

+ Zo, (хо, (о, 12) — pf (Хо, LYo, (20). (3) 

Заменяя в равенстве (1) x, у, г Ha Xo, Шо, Е, соответственно, прихо- 
дим к выводу, что выражение (3) равно нулю. Следовательно, РЁ” (1) = 
= 0и Р (1) = С = соп$. Для определения константы положим во (2) 
[= 1; таким образом, С = / (%, Yo, 20). Отсюда, пользуясь равенством 
(2), получаем: 

(хо, tYo, 120) = РР (Xos Yor 20), (or У, 20) € С, 

что и требовалось доказать. 
42. Доказать, что если f (x, у, г) — дифференцируемая однородная 

функция степени р, то ее частные производные Ё, (х, у, 2), fy (<, и, 2), 
f, (x, у, 2) — однородные функции (р — 1)-й степени. 

Доказательство. Так как [(х, у, г) — однородная функция 
степени р, то справедливо равенство } (tx, ty, tz) = t?f (x, у, 2), причем 
выражение в левой части дифференцируемо. ео последнее 
равенство по x, получаем: }, (tx, ty, tz)-t = tf. (x, y, 2), или f, (tx, ty, tz)= 
= 1], (х, у, 2). Из последнего равенства следует, что [, (х, у, г) — 
однородная функция степени р —1. Для производных [, и |, — дока- 
зательство аналогичное. 

43. Пусть и = [(х, y, г) — дважды дифференцируемая однородная 
функция п-й степени. Доказать, что | 

[x2 ty 2422) инте — Пи (1) 

Доказательство. Поскольку и — однородная функция, то она 
удовлетворяет уравнению 

ди ди ди 
XR + YG, 129; = Пи. (2) 

Заменяя в этом равенстве х, ‚у, 2 Ha #ж, о (Zo и дифференцируя, его 
по t, ‚получаем: жи, Е Уи, + 20, + 1X9 и, 2 -|- сиу 2 -- tzu, 2 | 

Ht (2X oY oly +.2x 2otly, + и, 2) = пи, + узи, + гои,), где производ- 
ные вычислены в точке Мо (tk), Yo, 120). Полагая в псследнем равенстве 
{= 1, имеем: 

2 м 2 и 2 и и и и 

Xo хз + Yoty + 20 2 - 2 (Хой хи ++ XoZolty, ++ YoZ oly.) — 

— (п — 1) (хи, + Youy ++ 204). 

Отсюда и из равенства (2) непосредственно следует, что 

д д д\* 

Так как (хо, Yo, 29) — произвольная точка, то равенство (1) доказано, 
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44. Доказать, что если и == И x?-+ y?+ 27, то du>dvd. 
Доказательство. Обозначая ф = x? -+ у* -- 2 и последователь- 

но дифференцируя выражение и = V 9, имеем: 

4? а 

du = du _Ve tT OVS WE — 2942 + (de)? 
Ve 29 4V $3 

Так как de = d(d (x" у + 27)) = 4 (2х dx + 2у4у + 22 dz) = 2 (ах? + 
+ dy’? + dz*)>0, то Фи> 0. 

45. Предполагая, что x, у малы по абсолютной величине, вывести 
приближенные формулы для следующих выражений: 

а) (1+ >)" (1+ 9)"; 6) In(l-+x)-In(1+y); в) arctg #2 ети. 
Решение. Пусть функция [(х,у, ..., 2) т ифференцируема В 

окрестности точки (0, 0,..., 0). Тогда 

Af (0, 0,..., 0) = 1 (хи, ..., 2—f(0, 0,...,0) =f, (0, 0,..., 0) x+ 

р, (0, 0, ...у Ои-... + f; (0, 0, eee, 0) z+ o(p), 

где o(p) — бесконечно малая более высокого порядка по сравнению с 

0.5. + y?+-+--+2%. Отбрасывая величину o(p) и перенося 
; (0, 0 ‚ 0) в правую часть, получаем приближенное равенство: 

f(x,y, ..., 2) =[ (0,0, ..., 0О-Ь (0,0, ..., 0х-+ 

+ f,(0, 0, ..., уз... + 1, (0,0, ..., Oz. (1) 

Так как предложенные функции дифференцируемы в окрестности 
точки М (0, 0), то соответствующие приближенные формулы принимают 
следующий вид: 

а) (хит mx + my; 
6) пользуясь приближенным равенством (1), записанным для одного 

переменного f (ft) = f (0) + [ (0), получаем: ш (1-х) =х, In(l+y)= 
— у. Следовательно, ш (1 + х) - ш(1- у) = хи; 

хи _. в) аг ГЕ = * + и. 

46. Заменив приращение функции дифференциалом, приближенно 
ВЫЧИСЛИТЬ: 

2 3. 1,03? а) 1,002 - 2,003? - 3,004"; 6) : 
У 0,98 */Т.05 

в) V 1,023 + 1,973; г) sin 29° . tg 46°; д) 0,971.%. 
Вычисление. а) Записывая равенство (1) из предыдущего примера 

для функшии Геи (ЕЯ ОИ" НЭ) име (1 + 2) 2+ 
+ 5)? (3 +2)? =1. 22. 33-22. 3x + 2. 38y 4 2? . 332. Подставляя в 
это равенство х = б, 002, у= 0,003, г = 0,004, получаем: 1,002 x 
х 2,003? . 3,0043 = 108 +0, 216 4. 0,324 + 0,432 = 108,972. 
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приближен- 6) Записывая для функции f (x, и, г) = — (1 -- x)? 

(бу 
& 
- И полагая х= 0,03, y= ное равенство /[ (x, и, г) = 1 -Н 2х + 5 —1 

= 0,02, г = 0,05, получаем: 

1,032 ~ | + 0,06 + 0,0066 — 0,0125 = 1,054. 

У 0,98 4/7953 

в) Имеем: И (1 +x)? + (2—y? 23+ > —2у. Пусть x=0,02, 

у = 0,03, тогда 

V 1,023 + 1,973 =3-+ 0,01 —0,06 = 2,95. 

г) В приближенном равенстве (см. предыдущий пример) 

т (= (1 хе = tg > 

—cos = 8-7 хз 
COS 4 

полагаем х = 0,017, тогда 

sin 29°. tg 46° = 0,5 — 0,866 . 0,017 +. 0,017 = 0,502. 

д) Записывая для функции (1 —x)'+¥ приближенное равенство 
(1 —х)' 91 —х и полагая в нем х= 0,03, у= 0,05, получаем: 
0,971.65 = 1 — 0,03 = 0,97. 

47. Доказать, что функция f(x, и), имеющая ограниченные част- 
ные производные fy (х, у) и [у (x, у) в некоторой выпуклой области E, 
равномерно непрерывна в этой области. 

Доказательство. Пусть (x, yy) и (X2, у2) — две произвольные 
точки из области Е. В силу выпуклости области Е, точка (x, + Е (x, — 
—X2), у - Ё(у! — у2)) принадлежит области Е при О<Ё< 1. 

Функция $ (1) = [ (5 -Н 1 (х! —^), у -НЕ(у — у)) имеет при 
[6 (0, 1) ограниченную производную 

p(t) = (X1 — Xe) Fe (Xo НЕ — 3), Ци — Yo)) + (Yi — у) РИ + 
+ (x, —%2), у ЕЕ — (1) 

и ¢(0)=f(%, y2), gp(1I)=f(%, и). Используя формулу Лагранжа 
и равенство (1), Находим: 

$ (1) —$ (0) = (жа, и) —F (Xe, Yo) = 9" (8) = (9 — хз) [ (Xe +E (Xi — 
— 42), Yo + 5 (Yr — Yo)) + (Yr — Yo) fy (%2 + $0 — Xe), НЕ! — У»), 

0<#<1. (2) 

Согласно условию существуют такие постоянные Ly, и Ly, что 

[РГ < Li, < 18 ух, ж Е. (3) 
Из соотношений (2) и (3) вытекает неравенство 

ГР, у) Ра, 3) [< | — № Па +] 91 — | Le. (4) 
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Пусть > 0 — произвольное. Тогда, выбирая 8 = min (55 „| 
2 

для любых точек (х1, и:) и (Xe, Ye) таких, что | x,y—x,|< 5 H И 
—1.|< 8, из (4) получаем неравенство Е, и) —f (Xe, И2)| < 6, 
доказывающее равномерную непрерывность функции f (x, и) в области Е. 

48. Доказать, что если функция f(x, и) непрерывна по переменной 
х при каждом фиксированном значении у и имеет ограниченную произ- 
водную по переменной у, то эта функция непрерывна по совокупности 
переменных хи ци. 

Доказательство. Согласно условию, НМ > 0 такое, что 

| (х, у)|< М (1) 
для всех точек (x, у) из области С определения функции f(x, и). 

Пусть = > 0 — произвольное, а (X%), Yo) — любая точка из G. Тогда 

f(x, у) Иж, Yl < Их, у) — Ех, Yod| FIP, Yo) — Их < 
< | (х, Yo + 8 (у— у) Пу — % | +1F(% у) — Иж, Yo) |- 

(2) 
В силу непрерывности функции f(x, у) по x при у=у,, Я = 

= 8, (=, Yo) такое, что 

Ах, у) — Ри |<, (3) 
если |х— № |< 8. Из (2), (1) и (3) получаем: 

Ах, и) Иж и) | < Му-и|-+5<ь, 

если |X — № |< 8, |y—yo| < 8, где ешо, a}, что и требо- 

валось доказать. 
49. Пусть P,(x, у, г) — однородный многочлен степени п. Дока- 

зать, что Ри (х, y, г) =п! Ра» (ах, dy, dz). 
Доказательство. Пусть (x, у, 2) — произвольная точка из 

области определения функции Р„ (х, у, г). Так как P,(x, у, г) — одно- 
родный многочлен степени и, то для него справедливо равенство 

Pi(tx, ty, 12) = ЕР (д, y, 2). (1) 

Вычислим 7-10 производную от обеих частей этого равенства. Оче- 
ВИДНО, 

P) (tx, ty, tz) =n! Ри (х, y, 2). (2) 

Обозначая левую часть равенства (1) через F(t) и последовательно 
дифференцируя, находим: 

, OP pn д д 9 
Е =e 4+ Sa sty Е ae) Po 

Е" ( = oat x? -|- Sty у? + a + Oia 

=(2x+2 “y+ 52 2) P ne 

sae a 7 ye = 
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Далее, методом математической индукции легко доказать, что 

FO) = [2х9 +22) P (tx, ty tz} 
Ox ду У тд: ПУ ГУ’ ° 

Поскольку Р,„ — однородный многочлен степени и, то частные произ- 
водные первого порядка — однородные многочлены степени п —1 (см. 
задачу 42). Отсюда следует, что частные производные N-ro порядка 
являются однородными многочленами нулевого порядка, а следова- 
тельно, являются постоянными, т. е. не зависят от ¢. Поэтому можно 
записать: 

FO) = [С х-бу-+ 2)" Pale, 9, 2. (3) 
Сравнив (2) и (3) и заменив х, у, г Ha dx, dy, dz, получим требуемое 
равенство. 

50. Пусть Аи = хо + YS Найти Au и Аи = А(Аи), если 

а) ити: 6) w= nV EE 

д 
Решение. а) Имеем: дико [а] Ну [а = 

у? — х? —9ху x 

ace + y?)? TY 4et 2)2 и = —и. В силу однородности 

операции и Д*и = A (Au) = А(—и) = —Аи = — (—и) =u. 

. +2 Cay 9 — 6) Аналогично Au = xx (1n Ух - т -- Y 55 (In Vx+ у = 

аи = 1; Au =A(Au) = AL = 0. 

— fau\? [ди\ au Ou , Ou 
Аи = (34) + (34) + (3 ‚ Аи oa Нл Tog 

Найти Али и Agu, если и = 
V x2 + y? + 22° 

Решение. Вводя обозначение r= И x? + у? + 2, находим: 

1 \2 1 \2 1 \2 

9. 9 9 х\? у\* z\> 1 

ви Нар] |=] = (Я) + (Я) +(-#) =, 
02 [1 Oo? [1 07 [1 

м (т) На (2) Нав (+)- 
ара) 1 За, 9 (1 ЕТ 

Поскольку дв (+) = ge(—B)= в: ар) в 
8 [1] ot, 322 _ 8, Зи) 3 , 3 
= (т) = вт, TO Аи = — в гб = pt 
(r+ 0). 

52. Доказать, что форма дифференциалов произвольного порядка 
функции f (6, т, 6) сохраняется при замене аргументов &, 7, © линей- 
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ными функциями: & = a,x -+ аи + а; ч= Dx + boy -+ В; C= Ox + 
+ Coy - саг. | 

Доказательство. Вычисляя второй дифференциал функции: 
фр = feed’ + ford? + [заб + Qfendédn + 2fécd’d ++ 2fndnds + fade + 
+ f,d?y + Ка и замечая, что, в силу линейности функций & т, 6, 

имеют место равенства 4 == 0, 4 =0, 40 = 0, получаем: 

= (2 a+ 2dq+ 2dr) | a ПГ ae 

Методом математической индукции легко доказать, что 

7 д д д п и (ааа) | 

т. е. что форма дифференциалов произвольного порядка сохраняется 
при замене аргументов линейными функциями. 

Найти полные дифференциалы первого и второго порядков от сле- 
дующих сложных функций (x, у, г — независимые переменные): 

53. и= f (Vx? у). 
Решение. Дифференцируя и как сложную функцию, получаем: 

du = Рау) = fp EY, Vet 
du = d(f’) хах +- ydy + Ра (a= = , 

Уха - у? Уж - у 
Так как 

d 7”) — f" хах -+- ydy (= +- а — (ydx — хау)* 

Уяти’ “\Vere)] Умри’, 
то окончательно находим. 

2, ри (xdx-+ ydy)? | г, (ydx — хау)* (о 2 
Фи = f x21 у? + f V (2 + у? (x у # 0). 

54. и= [Е 1), met=x+y, y=x—y. 
Решение. Поскольку аргументы & и 1 являются линейными функ- 

циями, то форма дифференциалов произвольного порядка сохраняется 
(см. пример 52). 

Поэтому, вычисляя дифференциалы 

du = f,dé + Ра; 
Фи = fide? + 2 ал + foodn” 

и вместо 4 и dy подставляя их значения, найденные из paBeHCTB § = 
=х-у, ч=х —у, получаем: 

du == fy (ах + dy) + f, (dx — dy), 
Фи == fy, (dx + dy)? + 2fi2 (dx* — dy”) + fe. (dx — dy)*. 
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55. u=f(—&, yn), где & = xy, T= 7 

Решение. Дифференцируя и как сложную функцию, получаем: 

а ха du =f; (ydx + xdy) +f, 
| tla 2d 2 — 24 2 п а — d 2 

Фи = fi, (уах + xdy)? + off, 7 - = ы Е т у) + 

+ 2ftdxdy — of; хе ey 
у 

56. u=f(x, y, 2, где x=t, y=, г=В. 
Решение. Аналогично предыдущему 

du = fydt + f :2tdt ++ ВЗР = (Fy + ifs + ЗРЬ) db; 
du = fide? + рарРаР + fy,9¢%de® - ара + бора + 1273F%,dr? + 

+ 2f dt? + Gif,'dt? = (ра + Ale + ЭР» tft, + 60°F {5 + 120 fey + 
“+ Qf, + Gifs) de”. 

57. и= РЕ, т, 6), где & = x? чу, = — И, = Qxy. 
Решение. Пользуясь правилом дифференцирования сложной 

функции, имеем: 

du = | (2хах + 2Qydy) + fa (2хах — 2ydy) + № @иах + 2xdy); 

Фи = Afi, (хах + ydy)” + 44», (хах — уу)? + fas (ydx + хау)? +- 
“+ Зое ах" — у?ау") + 8Рз (xdx + ydy) (ydx + xdy) + 8, (хах — 
— ydy) (ydx + xdy) + 21; (dx? + dy?) + 2f,' (ах — dy’) +- 4f dxdy. 

Найти (и, если: 
58. и = [р (ax + by + с2). 
Решение. Поскольку в данном случае форма дифференциалов 

инвариантна (см. пример 52), то 

и = [р (а (ах + by + сг))" = f™ (аах + bdy + cdz)”. 

59. u=f (ах, by, cz). 
Решение. В силу инвариантности формы дифференциалов и-го 

порядка (см. пример 52), имеем: 

n д д д п 
и =(2 ade + 2 bdy + 2 о) f(s, В и, 

где $ = ах, t= by, Г == сг. 
60. u=/f(s, t, г), где = ах + dy +aqz, t=ax+ by +2, r= 

= AsX + Dgy -+ сзг. 
Решение. Используем инвариантность Формы п-го дифференциала 

(см. пример 52). Имеем: и = (2 ds + =; О dt + — 9 dr) f(s, К N= 

= (сы + b,dy + c,dz) x + (agdx + beady + саг) + (a,dx + bsdy + 

+ C32) 2) i (5, р, Г). 
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61. Пусть u=f(), где г= У?-у-2 и | дважды диффе- 
2 2 

ренцируемая функция. Показать, что Аи = F(r), где Аи = as -- st 4. 

+ <4 — оператор Лапласа, и найти функцию Р. 

Решение. Имеем: 

ди ‚ Xx O7u „ X? ‚1 ‚ x? 

9 Г ° р; aa Роя РТ Ра. 

Аналогично находим: 

д?и ny? ‚| ‚ и? д?и „ 22 ‚ 22 

и Р-Р бан РТВ. 
Таким образом, 

„ха t+ 2 .-|- 22 3 py x? 2 2 ” 3 l gy du = pA р PE Ep psp tp 
=f +f =F(. 

62. Доказать, что если функция и= и(х, у) удовлетворяет урав- 
__ ди 

нению Лапласа Au == or Е: =0, то функция v= и 

у 

x 

x2 + у? у 

=) также удовлетворяет этому уравнению. 

Доказательство. Вводя для удобства обозначения ф = ти 

у p= zp me имеем 

dv. OY ‚00 0 _ dg ‚ oy 
ax "4 ox иди dy tay FH ay" 

до п" {OP „ 9 оф оу ’ 0$ ’ 924 

и (28) + 2u Wie 5x xt Из 22 + uy aya TU ae 

dy _ и (de)\" „ 09 OY oy ‚ 9%, „0 
о i (SE) + 2a 58 oe + $ 1 My age Чад 
Отсюда 

«(+ (58) ) +08 (+) на no = ии ((%) + Oy + и. дх -- ду 2 ax dx Е ди dy + 

+ и: Аф и, А. (1) 

Вычисляя производные 

op. oy? — x? 0$ _ __ 2ху 

Ox (д - у)? Oy (у) 
O*p _ 2х (х? — 3Зу?) 0% __ 2х (3у? — x?) 

Om у, OP (И, 
Op _ 2ху db 2 — у? 

0х у д ти, 
0% _ 2и (3х? — уз) 0 _ 2у (y? — 3x") 
0 уз 0 (уз! 
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убеждаемся, что 

dp OV Ov O 

ax ax Г By 5, 5 
биду = 0, До =0, Дф =0. (2) 

Таким образом, из (1) и (2) и того, что Аи = 0, следует: 

| 

Ao = Gaya Au = 0. 

63. Доказать, что если функция и = и(х, #) удовлетворяет урав- 

ди ди | 
нению теплопроводности 9 = = = 55, TO функция v= = e ia x 

a 

хи Е я — 24 4) ((>0) также удовлетворяет этому уравнению. 

Доказательство. Находим производные 

5 ’ ; x2 
ro Ц Хи XU, Uo — 4a2t 

2a V #3 + 4a3VYte ae VS + аб va) 
’ и x? 

” и хи X1Ly И11 — fax 
Ох» — | — — — — — ———je at 

* ( 2a3 У в т 48 Уё ad Ves т ab УР 

и подставляем их в выражение v; —a’v,2. После упрощений получаем! 

x ’ и __ — 4a2t Г о.” 
U — ах: = —е и —a*u,). 

Согласно условию, и, — аи = 0. Поэтому и —a*v,2 = 0. 
| 64. Доказать, что функция и =—, гдег РУ а Fes 

ди 
удовлетворяет при r 52 0 уравнению Лапласа Аи ==25. 0 

Доказательство. Имеем: 
a its aa = 0. 

ди _ lari x-a_ ха 
ox _ п м, 
ди seo) Or 1 3 (x — a)? 
Ren te te 
Аналогично находим: 

ди 1 3(y—b)? Ou 9. 
диз = в Ро бе = —+ 

Складывая последние три равенства, получаем: 

3 3 3 3 
Au = — = + (x — a)? + (y — 0)’ + (@—¢)’) = —GZ4+—a=0 

65. Пусть функции Uy = и, (xX, у, г) и Ug=Ue(X, у, г) удовлетво- 
ряют уравнению Лапласа Au = 0. Доказать, что функция 9 = uy, (х, у, z)+ 
we + у +?) из (х, у, г) удовлетворяет бигармоническому уравнению 

А (Av) = 
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Доказательство. Последовательно дифференцируя, находим: | 

C= -- 2х + (x? + y+ 2) 9 a 

А = 

O2u _ дит диз 
>a = ott Duy + 455 (и +2) =. 

Аналогично: 

a Got + 2 + dy SE (+ +2) 5 ди? 2 y 2 у С ? 

д? 0? 
an = м ou te ау + 22) 5 as . 

Следовательно, 

ho = Аи, би, + 4(х 5 у Sta 4 7 Ma) 4 (x2 + у? + 22) Aus. 

Учитывая, что функции Uy и и› удовлетворяют уравнению Лапласа, 
т. е. что Аи, =0и Аи. = 0, получаем: 

Ао = би, + 4(x 5 у 5-2 $3), 

О?Ао 0249 0?4Ад 
Ox. ? ay? » 022 Находя производные И складывая их, имеем: 

3 3, 03 tly Pug Pug 03 

А (Av) = 14 Au, + 4 (хо “0x3 +. va +2 © oxtd2 Хх * дугдх Ty ae + 

ОЗио lls PP tly 03 es) 

+ 257552 РЯ =a + Удо, + 2 Ze): 

Записывая последнее равенство в виде 

д А (Ао) = 14 Au, + 4х ©. (Aus) + 4y 5 (Aus) + 42 © (Au) 

и пользуясь тем, что Au, = 0, убеждаемся в справедливости равенства 
A (Av) = 0. 

66. Пусть f(x, у, г) есть т раз дифференцируемая однородная 
функция измерения п. Доказать, что 

д д д)" (x2 +92 +22)" Pony d= n(n— 1). (n—m4+ ОН, y, 2. 

Доказательство. Пусть (x, у, г) — произвольная фиксирован- 
ная точка из области определения функции f(x, у, г), am<n. В силу 
однородности, справедливо равенство ff (x, у, г) = | (tx, ty, tz). После- 
довательно дифференцируя его т раз по f: 

В А 
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д OF , 90 д n(n —1)t—F (x, y, a= x? a Ув / се ху и 242 50; at 
д д 

+22 2h =(x аи] Г (tx, ty, tz), 

д т 

п(п— 1)... (п—т- ит (х, у, г = (x 2 у > -- 72) x 

x f (tx, ty, tz) 
и полагая Ё = 1, получаем требуемое равенство. 

67. Пусть х? = vw, yr = ии, 2 =иш и Г, ib г) = Flu, о, и). 
Доказать, что хЁ» + yf, а =uF, +vF, +wF 
Доказательство. Согласно условию, имеем: 

Е(и, v, w) =f (V vow, Vuw, V uv). 

Дифференцируя это равенство по и, о и и, находим! 

ту + fz Via 

Fy, = fk —= Wz + fz —= Va (1) 

Fy = = + his 

Умножая первое из равенств (1) на и, второе на о, а третье Ha W 
и складывая их, получаем: 

UF, + OF, + WF, = fy у fee thee + 

bg + tiga Verh Viel + Veg 

Отсюда, используя условие задачи, окончательно находим; 
t Г : a 7! 7 

uF ОЕ, +wF, = Хх + yfy + fz. 

Путем последовательного дифференцирования исключить произволь- 
ные функции фи Y: 

68. z= «+ 9 (xy). 
Решение. Найдем частные производные по х и по у: 

Сложим полученные равенства, умножив первое из них на X, а второе 
на — у. Тогда получим: 

dz a _ 
x ox Yay * 

69. u=9¢(x—y, y —2). 
‚ ди ‚ ди ди _ С 

Решение. Имеем: a” = 9p ди = — № ‚ 35 = Po Складывая 
ди , ди _ 

эти равенства, получаем: was ay + — ap = 
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70. z= 9 (x) $ (y). 
. OZ _ 020 Решение. Имеем: = = ¢'y, 5. gp’. Отсюда = 5, = oop’ = 

—_ rae 

С другой стороны, =— о = '’ф’. Следовательно, из последних двух 

авенств непосредственно вытекает, что 52 92 — 2.02 р ред , дхду © дхду " 

Xx 
1. 2= ф (xy) +9(4). 

Решение. Используя равенства: 

Oz ” ". 

дх ~ — 9$ ‘+ — и’; a УФ у? 5 "3 ’ 

Oz __ , ’. д? 2 2 Ni ГГ 

ay $ — 9; ду? = XO | zy" + 4's 

получаем следующие соотношения: 

Poa dz 2x ’ 52 9-2 20°2 _ __ 2х 7 

dx Yay ут’ Том Уд yt 
из которых непосредственно вытекает, что 

2 072 02 _ 0. 
д 1 я = Gay 

72. Найти производную функции г = ^* — у? в точке М (1, 1) 
в направлении J, составляющем угол a = 60° с положительным направ- 
лением оси Ох. 

Решение. Имеем: 92) — 92(М) aC 9х cos a + 

—2cos8. Таким образом, 02 am —|]—V)3, 

Oz aj 
cos В = 2cosa — 

73. Найти производную кии z= In(x? + y”) в точке М (Xp, Yo) 
в направлении J, перпендикулярном к линии уровня, проходящей через 
эту точку. 

Решение. Г]оскольку вектор gradu в точке М ортогонален к 
линии уровня с = Ш (х* -- у°), проходящей через точку М, то направ- 
ляющие косинусы вектора / равны направляющим косинусам gradu 
в точке М, т. е. 

дг (М) дг (М) 

Cos a = Ox cos В = oY —Teradw my? SP = Тата М)" 
Н 02 (М} _ 2% 92 (М) _ _2%0 

бя аи’ би аи’ 0 0 0 0 

| grad и (М) | = [220 wy ae (220 wn) — _2 
Ox ay Vea. 

Xr YM 
Xo Yo поэтому COS a = =. 

Уе-и V ety; 
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Следовательно, 

дг (М) _ дг (М) dz (М) —__ 2 2 о 

0 Yy 

2 2 

74. Найти производную функции z= | — (ая) в точке 

М Fa Ve" ба по направлению внутренней нормали в этой точке к кри- 

ВОЙ = У ё = = 1. 

Решение. Тангенс угла наклона нормали к данной кривой опре- 

деляется формулой tga = ~ где и = 2VF—# —x* Отсюда 

" (7 =} 
tga = = ‚ а направляющие косинусы внутренней нормали выражаются 

формулами cosa = — ЕН ‚ ©9058 = — Wat = (мы берем знак 

минус, поскольку нормаль внутренняя). Воспользуемся формулой 
производной по направлению # = {cosa, с0$ В}: 

0 (М) _ oz (М) дг (М) 
aa = 5 605% ay C08 В. 

д2(М) V2 a(M) Уз 
Вычисляя производные ox аи =, находим: 

д2(М) _ БУ? + ау? _ _ У а - 
on а Иа? 5? bVai+ в ab | 

75. Найти производную функции и = хуг в точке М (1, 1, 1) в на- 
правлении [= (cosa, cos, cosy}. Чему равна величина градиента 
функции в этой точке? 

ди (М) _ ди (М) _ ди (М) 
Решение. Очевидно, —5„—^=1, ay =! GT = 1. Mo 

формуле производной по направлению, получим: Ou zie = a cos a -+- 

co os B 4. 94 (М) С cos 1 = cosa -+ cos В -++ cosy. 

величину градиента определим по формуле: 

помет И ВВ ух 
76. Определить угол между градиентами функции и = x? + у? + 22 

в точках A(e, 0, 0) и ВО, «, 0). 
Решение. Имеем: 

gradu (А) = {24 «tA 94 _ 95, 0, 0}, 
‘gradu (B) — ea ’ о ’ a8) — {0, 2, 0}. 

203



Отсюда |gradu(A)|=2]el, |gradu(B)| =2|е|. Togcrapaaa эти зна- 
чения в равенство 

(gradu (а), gradu(b)) = | gradu (А) | | gradu (В)| соз ©, 

получаем со$ф == 0, т, е. © = > . 

77. Показать, что в точке Му (хо, Yo, 2%) угол между градиентами 
функций и = ах? + бу? с, v =ax? + by* + cz? + 2тх + 2пу- 2рг 
(а, 6, с, т, п, р — постоянные и а? + b? - c? = 0) стремится к нулю, 
если точка M, удаляется в бесконечность. 

(gradu, grad и) 

| gradu || gradv|’ 
Решение. Имеем: cosg = где 

gradu = {2ах,, 2bYo, 252}, 
gradu = {2ах. | 2m, 2byy + 2n, 2Wcz + 2p}, 

| grad u| = 2 (ахо)? + (by)? + (сго)?, 

| grado] = 2V (ax, + my - (oy, +n)? + (em + Е 
Тогда угол ф определяется из равенства 

ахо (AXq + т) + Био (Вуо-Ё п) - сё (сго + р) 
У ((axo)® 4 (64)? -F (с2,)) (ах + т)? -F (B49 - 2)? + (czy + Р)З) 

cos ф = 

Вычислим Sing и покажем, что sing > 0, если V x? + ye +220 

Ising | = V1 —cos*g¢ = 

— V (axon — by m)* -- (ахор — сот)? + (byyp — сгоп)? 

(хо) - (yo)? + (C20)*) ((a%0 + т) -F Фу + п) (С р 
Пользуясь  неравенствами =. 22 || Xp | <, 2| Хо2о | < © + 2, 

2| и |< ye +22 и обозначая наибольший по абсолютной величине 
из коэффициентов числителя при xz, у? и г? через 4*, получаем оценку 

(ахоп — bygm)? + (ахор — czy)” + (byop — сгоп)* < A* (x5 у + 2%). 

Не ограничивая общности, будем считать, что а 0, DKON, c# 0. 

Пусть В = шш {|а|, [61,[с|}, тогда a®x? + 6292 + с°2 > В? (x2 + у 2). 
Таким образом, имеем оценку 

AV t+ % _ 
BY x + у, + 2, V (ах - т)? + (буо + п)? + (с2о + р)? 

А 

_В У (axq Fm)? - би F пе (c2o-+ р). 

Очевидно, если Ve + y? + 22 -> о, TO 

У (aXq + т)* + (by + п) + (Cz + p)? о; 

поэтому из неравенства (1) следует, что Sing, a вместе с ним и 9 стре- 
мится к нулю, если точка М, удаляется в бесконечность. 

O<|sing|< 

(1) 
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78. Пусть u=f[ (x, у, 2) — дважды дифференцируемая функция и 

1, {cos a,, COS By, COS xz}, 45 {COS a, COS В», COS Ye}, [5 {coSag, COS Bs, COS 13} 

— три взаимно перпендикулярных направления. Доказать, что 

эВ 
Ou , ди, ди du , ди , ди 

ой Нат Кор ae Тай Каз. 

Доказательство. а) Находим производные функции и по на- 
правлениям Д, риф: 

ди ди ди ди 
ly dx 60391 Gy COS Pa T д; COS Tr, 
Ou Ou Ou Ou 
Hl, — dx OOS 42 T ду COS В» -Р д; COS Ya» (1) 
ди ди ди ди 
51, — dx COS 93 T ду COS Ps T Gz COS To 

Отсюда непосредственно следует: 

ди \* , (au\® , [ди \* _ (du\? 
(7 -- ( + а = (2 (cos? a, + cos? a, -+ cos? аз) + 

о 
2 

“+ |) (cos* В; + cos? В» + cos? Вз) + (3) (cos* yy ++ COS? 12 + COS" ¥3) + 
ди д 

2 я iy (COS a1 COS В; ++ COS a2 COS В» + COS аз COS Вз) ++ 

Ou д 
+92 oe Ae (COS a COS 11 + COS ay COS 12 + COS %3 COS 13) -+ 

+2 5 a (cos В; COS 11 -+ COS Be COS 1 -+ COS Вз COS 13). (2) 

Поскольку матрица 

COS 91 COs By COS 71 

COS a, COS Ве COS 12 3) 

COS 43 COS Bs COS 13 

является матрицей перехода от ортонормированного базиса (1, J, Е) 
к ортонормированному базису (Д, [, Is), то она обладает тем свой- 
ством, что сумма квадратов элементов любой строки (столбца) равна 
единице, а сумма произведений соответствующих элементов двух раз- 
личных строк (столбцов) равна нулю. 

Таким образом, в равенстве (2) коэффициенты при квадратах про- 
ди ди\* [ди\? 

ИЗВОДНЫХ Е , (2) , (3 равны единице, a при произведениях произ- 

диди диди диди 
a, By FAS т нулю. Учитывая это, из равенств (2 
Ox ду’ дх д2?’ ду Oz равны ну ’ р (2) 

непосредственно получаем равенство а). 

ВОДНЫХ 
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ди д Ge 
6) Находим —- = =- ‚ где 24 определено первым из равенств (1! 

al; dl, \ 01 aly 

Ou _ ди о 
= axe cos’ a, + = COS By + 7 cos” Yi+ 

ди д?и д?и 
2 Tey COS 91 COS By + 25 cos a, cos 7, +2 57 32 603 B, COS 11. 

ди 0*и 
Аналогично вычисляем 58’ aE . Складывая полученные равенства, на- 

2 3 

Ходим: 

ди ди 0? и 2 о 
5 cos? a, + cos? a, + cos” аз) -- ar al? + ar = oF 1 3) 

д? 

al ЕТ (cos? В; ++ cos? By + cos? Bg) -- с = (cos? 11 + cos? 12 ++ cos? 13) + 
2 

- +19 ao 55 (COS a COS By + COS а» COS В» ++ COS аз COS Bs) + 
2 

+2 as (COS ay COS 11 -+ COS a COS 12 + COS аз COS 13) + 
02 

+2 бу = (cos В, Cos 11 + COS By COS 12 -++ COS Bs COS 13). 

Отсюда, воспользовавшись свойством матрицы (3), получим равен- 
ство 6). 

79. Пусть и ==и(х, у) — дифференцируемая функция и при у= А 
р и ди 

имеем: u(x, x*)=1 и 9х ==. Найти ди При Y= x. 

Решение. Поскольку, по условию, u(x, x*)=1, то отсюда, 

используя дифференцируемость функции и, получаем: £ u(x, x") =0, 

т. е. 
2 me) Ox — 0. (1) 

Но, по условию, Oe FD x, поэтому из (1) следует, что 9% = =. 

80. Пусть функция и=и(х, и) удовлетворяет уравнению a — 

ди 
— де = О и, кроме того, следующим условиям: u(x, 2x) =x, 

их (х, 2х) = х?. Найти ихх (x, 9х), или (х, 2X), ини (x, 2x). 
Решение. Дифференцируя обе части равенства u(x, 2х) = x пох: 

их (х, 2 + 2и,(х, 2х) =1 и пользуясь равенством их(х, 9х) = %*, 
получаем: x? -+ Qu, (x, 2х) =1. Последнее равенство снова диф ферен- 
цируем по х: 

2x + 2иих (х, 2x) + 4uyy (x, 2х) = 0 

Отсюда, учитывая уравнение Uy, = Uyy и тождество Uxy = Uyx, получаем: 

Quxx(X, 2X) + и (x, 2x) = —x. (1) 
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Далее, дифференцируя равенство их(х, 2x) =x? по x, имеем: 

Uxx(X, 2х) + Quy, (x, 9х) = 9х. (2) 

Решая систему уравнений (1) и (2) относительно их», Uyy и учиты- 
вая, что Их = — Uyy, находим. 

4х 
xx (x, 2х) — Uyy (x, 2х) — 3 , Uxy (x, 2х) = 2] 

81. Найти решение z= 2(x, у) уравнения р = х*-- 2у, удовлетво- 

ряющее условию 2(х, x”) = 1. 
Решение. Интегрируя уравнение по и, находим: 2(х, и) = x7y-+ 

+y?+ (x), где ¢ (x) — пока неопределенная функция. Для нахожде- 
ния неизвестной функции о (xX) используем условие г (х, х*)= 1: г (х, x)= 
= хе -- Но (х) =1. Отсюда $ (x) = —2x*+1. Таким образом, 
z(x, у) = ии —2x*+ 1. 

2 

82. Найти решение г = 2(x, и) уравнения т = х-|- у, удовлетво- 

ряющее условиям: 2(х, 0) =х, 2(0, и) = 
Решение. Имеем: 

и. У) _ (x + у) ах + в, (и) =5 + xy + фь(), 
0 

у 

z (x, = | (лу) = +9, 
0 

g 

где $ (у) = | + (y) dy. 

Используя условие 2(х, 0) = x, находим: 2(х, 0) =(x) =x; сле- 

довательно, 2(х, и) = = -|- wy +o(y) +x. 

Далее, из условия (0, i) = = у? следует 2 (0, 4) =¢(y)=y". Таким 

образом, окончательно имеем: 2(х, и) = ray +y? +x. 

83. Найти решение z= 2z(x, и) уравнения 7 = 2, удовлетворяю- 

щее условиям: 2(х, 0) =1, z,(x, 0) =x. 

Решение. Аналогично предыдущему a =2Qy+¢ (x), г(х, у)= 

= + yg (x) + $ (X). 
Принимая во внимание, что 2 (x, 0) = (x)= 1, z,(x, 0) =o (x) =x, 

окончательно находим: 2(х, y)=y? +x jac. 

$ 3. Метрические пространства 

1°. Определение метрического пространства. Мно- 
жество Х = {х, у, 2, «++, и, 9) элементов некоторой природы на:ы- 
вается метрическим пространством, если каждой упорядоченной паре 
элементов х, уе Х поставлено в соответствие неотрицательнсе число 
р(х, и), называемое расстоянием между этими элементами, или 
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метрикой пространства X, и удовлетворяющее следующим условиям 
(аксиомам метрики): 

1) p(x, у) =0 тогда и только тогда, когда x = y (аксиома тож- 
дества); 

2) p(x, и) =р(иу, x) (аксиома симметрии); 
3) p(x, и) <р(х, z)-+ p(z, и) (аксиома треугольника). 
Элементы метрического пространства Х называются также точками 

этого пространства. Всякое множество Y CX, рассматриваемое с той же 
метрикой, что и в Х, само является метрическим пространством и на- 
зывается подпространством пространства Х. 

2°. Сходимость в метрическом пространстве. Пусть 
Х — произвольное метрическое пространство. Говорят, что последователь- 
ность {Xn}, элементы которой принадлежат метрическому простран- 
ству Х, сходится, если существует точка x, Е Х такая, что числовая 
последовательность р(х„, х)-— 0 при П-о; при этом пишут: 
lim хи = № ИЛИ Хи Х При n> co. 
Пп-о 

3°. Открытые и замкнутые множества. Множество то- 
чек х метрического пространства ХА, все элементы которого удовлетво- 
ряют неравенству p(X, а) < г, где а — фиксированная точка простран- 
ства X, a г— фиксированное действительное число, называется откры- 
тым шаром радиуса г с центром в точке а и обозначается символом 
$ (а, r). 

Множество точек метрического пространства, удовлетворяющее 
неравенству p(X, а) < г, называется замкнутым шаром и обозначается 

символом © (а, г). 
Окрестностью точки а метрического пространства X называется 

любой открытый шар с центром в этой точке. 
Точка ав Х называется предельной точкой множества Мс-х, 

если любая окрестность точки а содержит хотя бы одну точку MHO- 
жества М, отличную от точки а. При этом сама точка а может при- 
надлежать множеству М, а может не принадлежать ему. 

Если множество Mc Х содержит все свои предельные точки, TO 
оно называется замкнутым. 

Множество Mc Х называется открытым, если для каждой точки 
x€ X найдется открытый шар S(x, Г) такой, что © (х, г) CM, т. е. 
всякая точка х принадлежит множеству М вместе с некоторой ее окрест- 
HOCTBIO. 

4°. Полнота метрического пространства. Последова- 
тельность {Xn}, элементы которой принадлежат метрическому простран- 
ству Х, называется сходящейся в себе или фундаментальной, или 
последовательностью Коши, если Ve >O М = М№М(=) такое, что 
р (Хит, Хн-+р) < = для Vn > М и произвольных целых р > 0. 

Если последовательность (х„} CX сходится к пределу жЕХ, TO 
она сходящаяся в себе. В самом деле, пусть x, = lim x,, тогда Ve > 0 

AN = М (=) такое, что т 

& Е 

р (Xn, Хо) < 9, В (Xo, Xn-+p) < Dy 

208



для Уп >N, Vp >0. Отсюда, используя неравенство треугольника, 
получаем соотношение: 

би Sno) < (вы Xp) +0 (os нц») < 5 + =e справедливое для 
Уп > М, Ур > 0. 

Если в метрическом пространстве Х справедливо и обратное утверж- 
дение, т. е. если любая сходящаяся в себе последовательность {х„}<=Х 
сходится к некоторому пределу х Е Х, то пространство Х называется 
полным. 

5. Отображение. Пусть заданы два множества Х = {x} HY ={y} 
произвольной природы. Если для каждого элемента x € Х по опреде- 
ленному правилу или закону ставится в соответствие определенный 
элемент y € Y, то говорят, что задано отображение X BY, или функ- 
ция, определенная на X со значениями в У. При этом пишут: и = | (x) 
(или y = fx). 

Пусть теперь X и У — метрические пространства, { — отображение 
Мс Х BY, а х, — предельная точка множества М. Отображение ] на- 
зывается непрерывным в точке X,, если Ve >0 #8 = 8(e) такое, что 
ру (fF (x), F(X)) < = как только py (x, Хо) < 8. Существует и второе опре- 

деление непрерывности отображения (эквивалентное первому). Отобра- 
жение | называется непрерывным в точке хе М, если из того, что 
любая последовательность {X,} < М сходится к точке X,, вытекает, 
что f (Xn) > 7 (%,) при п - со. 

Отображение, непрерывное в каждой точке множества М, называ- 
ется непрерывным на этом множестве. 

Если отображение /, определенное в метрическом пространстве X, 
каждой точке x € Х ставит в соответствие точку / (x) этого же про- 
странства, то говорят, что f отображает пространство Х в себя. Если, 
кроме того, Ух’, x” € Х выполняется неравенство 

р(Р(х"), F(x") < 66 (х’, x"), ОЗ, 

то отображение | называется сжимающим. 
Точка х* € Х называется неподвижной точкой отображения |, если 

f (xt) = x", 
84. Пусть Х = Е», где E, — множество всех упорядоченных систем 

из и вещественных чисел (х1, Xo, ..., Xn). Показать, что если расстоя- 
ние между точками х = (х1, х2,..., Xn) и у= (Yi, Yo, ..., Yn) этого 
пространства определить одним из соотношений: 

а) p(x, и) = Vs (xi — у)”; 

6) p(x, y= Xie —yil3 

8} pO y= max |x; — у, 
<< 7 

то Е„ — метрическое пространство. 
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Решение. Достаточно проверить выполнение аксиом метрики. 
а) Выполнение аксиомы тождества вытекает из равенства 

p(x, у) = и 2 (x; — y;)" = 9, 

справедливого тогда и только тогда, когда x; = и; (i= 1, 2, ..., п). 
Аксиома симметрии вытекает из очевидного равенства 

p(x, у) = Из (x; — yi)? = и 2 (Yi —*)° = PCY, Хх). 

Пусть х = (%1, Xo, ..., Xn), Y= (И, Yo, ..., Yn) И 2n=(%, 2, 
«s+, 21) — произвольные точки ЁЕ„. Покажем, что выполняется аксиома 
треугольника: p(x, y)< p(x, г) + p(z, и), т. е. что справедливо нера- 
венство 

У 2 (x; — у) < У 2 (x; — 21) + и > (2; — yi)’. (1) 

С этой целью введем обозначения: X; —2; =а, а— у = 5; (=1, 2, 
oo, 7). Тогда хх — у; =а;-+ 5; и неравенство (1) запишется в виде: 

р - 

V 2 (a; + 6)’ < у Sa+V Se (2) 

или, что TO же самое, 

Dat oy < Ха: +2 Sat M+ зы. (3) 
i=] i=] t=1 

Неравенство (3) эквивалентно неравенству 

УХав < Ух, 
i=] i=] i=] 

справедливому для произвольных вещественных чисел а; и 6; (i = 1, 2, 
..., п) (пример 6, в, гл. I, ч. 1). 

Следовательно, справедливо неравенство (3), а вместе с ним и нера- 
венство (1). Таким образом, Е„ — метрическое пространство. 

Проверить выполнение аксиом для метрик 6) и в) предоставляем 
читателю. 

85. Пусть Х = М, где № — множество всех натуральных чисел. 
Является ли это множество метрическим пространством, если для лю“ 
бых k, те М метрика вводится одним из соотношений: 

а) р (К, т) =|k—m|], 
21. 

6) p(k, т) = | — т” |; 
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0, если k= т; 
в) p(k, т) = | 

| min {k, т} ' 

Г) о (К, т) = Е — т]. 

Решение. В случаях а) и 6) выполнение аксиом тождества и сим- 
метрии очевидно, а аксиома треугольника следует из свойств абсо- 
лютной величины. Действительно, пусть А, т, ге N, тогда 

а) p(k, т) =|kR—m|=|k—r+r—m|<|k—r|+|r—m|= 
= p(k, г) + о (т, 1). 

Аналогично 
6) p(k, т) = |152 — т? |= | Шт фм | — 

— 11? | = р(Е, г) + p(r, т). 
Следовательно, в случаях а) и 6) множество N образует метрическое 
пространство. 

в) Справедливость аксиом тождества и симметрии очевидна, а по- 
| | | | | 

скольку p(k, т) = ГЕ т} = пах [т = 1: < ТЕ +- ims 

| | | | | | 

< max | TR? | -- max [ Fr] tals ГЕН Tpmin(nm)} 
= p(k, г) | р(г, т), то множество N с метрикой в) образует метри- 
ческое пространство. 

г) Очевидно, аксиомы тождества и симметрии выполняются. 
Однако аксиома треугольника не имеет места; например, для К =, 
т = 3, г= 2 имеем: р (1, 3) =4>р(1, 2)  р(2, 3) = 1-Е1=2. 

Таким образом, множество N не образует метрического простран- 
ства, поскольку функция р (к, т) не удовлетворяет аксиомам метрики. 

86. Пусть Х = C[a, 6], где C[a, 6] — множество непрерывных на 
сегменте [а, 6] функций. Расстояние между любыми функциями х (ft) 
и y(t) из С[ а, В] определяется равенством 

p(x, 5) = max | x (/) — y(t)|. (1) 

если Ё == т; 

Показать, что множество С[ а, 8], в котором метрика вводится ра- 
венством (1), является метрическим пространством. 

Решение. Достаточно проверить выполнение аксиом метрики. 
Выполнение аксиом тождества и симметрии очевидно. Покажем, что 
аксиома треугольника также выполняется. Действительно, для любого 
6 [а, В] и любых x(t), y(t), z(t) ЕС а, b] имеем: 

Ix) — у) = —20 +20 —у0| < | (0 —2(0|+ 
[20 —иу()| < max | x (0 —2 (0) | + max|2() —у(@ |= 

= р (x, г) + р (2, у). 

Но тогда тах |x (2) —y()| <e (x, г) -Н р (г, у). Следовательно, p(x, у)< 

< p(x, г) р (2, и), а поэтому множество С[ а, 6] образует метричес- 
кое пространство. 
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87. Пусть J, —MHo2KecTBO последовательностей вещественных чисел 

X= (1, №, ..., Xn, ...} Таких, что № < оо, а расстояние между 
i=] 

точками X = {Xy, Xo, ..., Xn, ...} и Y= (И, Yo, ++, Yn) +++} опре- 

деляется равенством р(х, и) = И Зи Показать, что р — 
= 

метрическое пространство. 

Решение. Пусть x, ИЕ, т. е. Уд < ud y<oo, Тогда из 

очевидного неравенства (x; + y;)? < 2 | + y') вытекает, что функция 
p(x, и) определена для всех x, уЕр. Выполнение аксиом тождества 
и симметрии очевидно, а аксиома треугольника запишется в виде: 

V3 (%;— и)’ < Из (x; — 2) + и 2 (2; — yi)’. 

Для доказательства этого неравенства достаточно перейти к пределу 
при п -> со в неравенстве 

У > (x;—y,)" < У > (x; — 2) + У > (z;— yi)’, 

справедливом для любых п (см. пример 84, а). 
88. Что представляет собой сходимость: 1) в пространстве Е» с мет- 

рикой a) (см. пример 84); 2) в пространстве С[а, 6] (см. пример 86)? 

Решение. 1) Пусть последовательность х® = {x х®,..., P|, 
Е =1,2,..., состоящая из точек пространства E,, сходится к точке 

(0 (40) ..0) (0) 
Xx — (x! 9 №2 9 eee 9 Xn ), T. е. 

0 (x, x) = V3 (6 — 4)? _, 0 
I 

п 

при Ё-> со. Поскольку сумма 2 (xf — x)? неотрицательна, то по- 
[ 

следнее соотношение справедливо тогда и только тогда, когда Хх; ay x 
@=1, 2, ..., п) при k-> оо. 

Takum образом, сходимость в метрическом пространстве E, пред- 
ставляет собой сходимость координат точек последовательности к соот- 
ветствующим координатам точки-предела. Такую’ сходимость принято 
называть покоординатной сходимостью. 

2) Пусть последовательность {х„ (1)} Cla, 8] сходится к точке 
Хо (ДЕС[а, В], т. е. p(x, №) = „тах | х (t) —x, (0|-0 при n> <. 

Это означает, что У=>0 ЗМ = М (=) такое, что неравенство 

тах |x, (1) —x,(4)|< = выполняется для всех и > М. Последнее нера- 
we < 

венство эквивалентно тому, что неравенство |x, (1) — № (|<: п > М 
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справедливо для всех Ё € [a, В]. А это означает, что сходимость в про- 
странстве С[а, 6] является равномерной сходимостью функциональной 
последовательности на сегменте [а, 6] к предельной функции X, (1). 

89. Доказать, Что если последовательность {х„} попарно различных 
элементов метрического пространства Х сходится к пределу аЕХ, то 
а — предельная точка этой последовательности. 

Доказательство. Пусть ¢ > 0 — произвольное наперед задан- 
ное число. Так как р(х„, а) — 0 при п-> со, то ЧМ = М (=) такое, что 
o(x,, а) <: для Уп > М, т. е. начиная с номера N + | все элементы 
последовательности {х„} принадлежат сфере S(a, =). Следовательно, 
а — предельная точка последовательности {х„}. 

90. Пусть множество М принадлежит метрическому пространству Х, 
а а — предельная точка этого множества. Доказать, что существует 
последовательность (х„} CM, сходящаяся к точке а. 

Доказательство. Пусть {a,} — произвольная последователь- 
ность вещественных чисел, сходящаяся к нулю. Выберем произвольное 
число г; <|a,| и рассмотрим окрестность © (а, г!) точки а. Так как 
а — предельная точка множества М, то существует хотя бы одна точка 
%,€ M (x, = а), принадлежащая окрестности $ (а, /,). Выберем, далее, 
произвольное число г. такое, чтобы го < р(х1, а) и г. < |а2|. Окрест- 
ность 9 (а, fz) снова содержит точку х› © М (хо = а). Продолжая ана- 
логичные рассуждения, убеждаемся в существовании бесконечной после- 
довательности {x,} (x, #a) (n=1, 2, ...), состоящей из элементов 
множества М и такой, что p (хи, а) < г, < | а, |. Поскольку | a, | > 0 при 
п — oo, то limp(x,, а) =0, что означает сходимость последователь- 

Но 

ности (х„} к точке а. 
91. Пусть Х — метрическое пространство. Доказать, что метрика 

р(х, и) этого метрического пространства является непрерывной функ- 
цией по совокупности переменных в пространстве Х. 

Доказательство. Докажем сначала, что для любых трех точек 
а, 6, се Х справедливо неравенство 

[р (а, 5) —р(а, 6) | <e(c, 5). (1) 
Действительно, из аксиомы треугольника вытекает неравенство р (a, b)— 
— (а, с) <р(с, 5). Меняя местами с и В, получаем: — [р (а, 6) — 
—p(a, с)] <р(с, 5). Из последних двух неравенств, пользуясь тем, 
что р(с, 6) > 0, получаем неравенство (1). 

Докажем теперь непрерывность функции р(х, и). Пусть x, y, € X 
их, > №, И, > и при п- co. Покажем, что р(х„, y,) > р (х, Yo) при 
п — со. В самом деле, пользуясь неравенством (1), имеем: |p (x,, y,)— 

— В (Жо» Yo) | == [6 (Жи, Yn) — В (Жо, Yn) +P (№, Yn) — 2 (Xos Yo) |<| (хи, Yn — 
— P(X, Yn) |2 (%, Yn) —P (Xr 9) | < р Xn» №) + (Yas Yo) > 0 при 
п — co, Отсюда непосредственно следует непрерывность функции р (x, и) 
в точке (%, и). 

92. Доказать, что в метрическом пространстве всякий замкнутый 
шар 5 (а, г) является замкнутым множеством. 

Доказательство. Пусть х, — произвольная предельная точка 

множества © (а, г). Тогда (см. пример 90) существует последовательность 
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{x,} = 5 (а, г) такая, что х„-> xX, при п -> oo. Поскольку р (х„, a) <r 
(п=1, 2, ...), то, пользуясь непрерывностью расстояния и переходя 
к пределу в неравенстве р (х„, а) < г при п -> со, получаем: p(%, а) < г. 

Отсюда вытекает, что x, Е $ (а, r), т.е. что шар 9 (а, г) содержит все 
свои предельные точки и, следовательно, является замкнутым MHO- 
жеством. 

93. Доказать, что в метрическом пространстве всякий открытый шар 
S (а, г) является открытым множеством. 

Доказательство. Пусть x, — произвольная точка, принадле- 
жащая шару $ (а, г). Обозначим г, = р(а, №). Тогда 5 (ху, г— п) < 
< S(a, г). В самом деле, если x€ 5 (ху, 7 —ry), то, используя нера- 
венство треугольника, получаем: р (x, а) < p(X, №) + p(X, а) < (r—ry)+ 
-- г, =. Отсюда следует, что x€ S(a, г) и S(x%, r—r,) CS(a, r). 
Таким образом, всякая точка шара $ (а, г) принадлежит этому шару 
вместе с некоторой окрестностью, а поэтому шар 5 (а, г) — открытое 
множество. 

94. Пусть Х — множество рациональных чисел, расстояние между 
любыми двумя точками которого определяется равенством р (ги, Fe) =: 
= |г, —/»›|. Показать, что Х — метрическое пространство. Является ли 
это пространство полным? 

Решение. Аксиомы тождества и симметрии очевидны. Далее, 
пользуясь неравенством |a-+ b|<|a| + |6|, убеждаемся в выполне- 
нии аксиомы треугольника: р (rj, fe) = | 71 — Г | < | га — Гз| + | Из— Ро | = 
—= (71, Гз) | р(гз, ro). Следовательно, X — метрическое пространство. 

Покажем, что метрическое пространство Х неполное. С этой целью 
1 | 

рассмотрим последовательность рациональных чисел xX, = 2 -++ 7 Е 31 ++ 

1 
+ vee bo (n=, 2, ...). Так как р (Xntp, Xn) = |Xntp—Xn|< 

<=т-0 при Пп-> co, T. е. р (Xn+p, Xn) > 0 при п-> со, TO после- 

довательность {x,} сходится в себе. А поскольку x, > ее Х прип-— со, 
TO последовательность {x,} не имеет предела в пространстве Х, что 
доказывает наше утверждение. 

95. Доказать, что метрическое пространство С [а, 6] (см. задачу 86) 
полное. 

Доказательство. Пусть р (хи-р, Xn) > 0 при n> oo. Это озна- 
чает, что существует функция x(t) такая, что п x, (1) = х(1 а<1<6. 

tl 0 

Покажем, что x(t) — непрерывная на сегменте [a, 6] функция, т. е. 
что x(t)€ C[a, 6]. 

Так как сходимость в пространстве C[a, 6] равномерная, то Ve >0 
ЯМ = М (=) такое, что при Va > № неравенство 

[1% (0 —х (|< 5 (1) 

справедливо сразу для всех { из сегмента [a, 6]. Зафиксируем любой из 
таких номеров п и оценим приращение Ах (t,) = x(t, + At) —х (/,), где 
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t, €[a, В], a At меняется так, что f, + Até [a, 6]. Имеем: 

| Ax (fo) | = | ¥ (ty + At) — * (bq) | < | + At) — Xn (bg + At) | + 
+ | Xn (ty + At) — Xn (fo) | + | Xn (fo) — x (A) - (2) 

Из неравенства (1) следует: 

x (lp -+ At) —Xally FAD <>, |0) —50) <=.  @®) 

Поскольку х„() — непрерывная функция, то для указанного е > 0 
55 =6(=) такое, что 

| Xn (ty + At) — Xn (bo) | < 5 (4) 

как только | At| << 8 =0 (=). Таким образом, из неравенств (2), (3) и (4) 
вытекает, что | Ах (К) |< = как только | At|<8= 8(e), т. е. что функ- 
ция x(¢) непрерывна Ha [а, 6]. 

96. Доказать теорему (принцип неподвижной точки): Всякое сжи- 
мающее отображение A, отображающее полное метрическое простран- 
ство Х в себя, имеет в этом пространстве единственную неподвижную 
точку. Другими словами, уравнение х = Ах имеет в пространстве Х 
единственное решение. 

Доказательство. Пусть x, — произвольный элемент простран- 
ства Х. Так как отображение А отображает пространство Х в себя, 
TO AX, = %,€ X; Ам =хЕХ; ...; Али = Xn € X} 

Покажем, что так построенная последовательность №, Xi, Хз, ..., 
Xn, ... фундаментальна. Действительно, пользуясь тем, что отображе- 
ние А сжимающее, получаем неравенства: 

О (x4, Xo) = — о (Ах, Ах!) < Op (Xp, x4) = ~~ Op (Xp, Ax»); 

р (№, Хз) = р(Аж, Axe) < Op (xy, хз) < 9"p (%, Ах); 

0 (Xn, и) < <6" 0 (Xp Ax): 
0<8< 1, 

ИЗ которых вытекает, что 

О (Xn, Xn-+p) < 0 (Xn, Хи) + p (Хи, Хи) -- eee +. 

+ p(Xn4p—ty Xntp) < (8" + ТН... 92-1) р (х, Аж) = 
0” — g@+P 

== (Xo, Аж). 

Поскольку 0 < 0 < 1, то в итоге получим: 

о (Xn, Xn+p) 75 1 др (Xo, Ax,). 

Учитывая неотрицательность расстояния, а также условие 0”-> 0 при 
п > со, будем иметь: р (Xn, Xn+p) > 0 при П-— co и любом натураль- 
ном р, т. е. последовательность (х„} — фундаментальная. 
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Поскольку пространство X — полное, то существует элемент x* € X 
такой, что x* = limx,. Для предельного элемента х* имеем: 

По 

p(x*, Ax*) < р(х*, Xn) Е р (Xn, Ах*) = p(X*, Xn) + 
+ p(Axn—1, Ах*) < р (х*, Xn) +89 (Xn-1, x*) > 0 

при П-> со. Таким образом, р(х*, Ax*)=0, т.е. х* = Ax*. Следо- 
вательно, х* — неподвижная точка. 

Остается показать, что неподвижная точка (решение уравнения 
x = Ах) единственна. Для доказательства предположим обратное, т. е. 
предположим существование точки z= х* такой, что г = Аг. Поль- 
зуясь тем, что отображение А — сжимающее, имеем: 

р(2, x") = р(Аг, Ах“) < 9р(2, x"). 

Отсюда, согласно предположению, что 2 == х*, т. е. что р (2, х*) > 0, 
получим неравенство | < 6, противоречащее условию теоремы. 

Источник противоречия — в предположении, что отображение имеет 
две неподвижные точки. Теорема доказана. 

97. Пусть отображение A метрического пространства E, в себя 
задано системой 

у: = Dy aijx; + 0; (i = 1, 2, .++, ИП), 
[=1 

переводящей точку х = (х1, Хо, ..-, Xn) из пространства £, в точку 
у = (и, Yo, «++ Yn) этого же пространства. Найти условие сжатия отоб- 
ражения, если метрика задана одним из равенств а), 6) или в), приве- 
денных в задаче 84. 

Решение. а) Если в E, метрика вводится равенством а), TO, 
пользуясь неравенством Коши—Буняковского, имеем: 

p(Ax, Аг) = и > (> aij (xj — 2) 
n n n / n п 

<V ($9 -У Я но, a 1=1 j=1 

a 

Отсюда получаем достаточное условие сжатия. » Sat < < 1. 
1—1 j/=1 

6) Если в E, метрика вводится равенством 6), To тогда 

р(Ах, Az) = > Хи —2)| < > S аи — 2 < 
i=] j=1 

< (max > аи |) У ги = (ах У аи |) 0G, г), 
l<j<n i=l j=1 l<j<n i=l 

<7 
и достаточное условие сжатия запишется в виде неравенств: » | Qi; | < 

i=] 

<§8<1(j=1, 2,..., п). 
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в) Пусть теперь в рассматриваемом пространстве метрика задана 
равенством в). Тогда из неравенства 

р(Ах, Аг) = тах | day (x; —z)|< 
l<i< 

< max ЗИ Иж — г;| < ( max Sail) 0 (x, г) 
l<i<n j=l 1<1<п 

п 

получаем достаточное условие сжатия: У |ан| < 9 < 1 (1 = 1,2, ...,п). 
j=] 

$ 4. Неявные функции 

1°. Определение неявной функции. Рассмотрим уравнение 

F (x, )=0, (1) 
где функция F (x, у) определена на множестве Х ХУ (через X x Y 
обозначена совокупность упорядоченных пар (x, и), где хЕХ, иЕУ). 
Обозначим через Е такое множество значений x € Х, что для каждого 
фиксированного хе E уравнение (1) имеет хотя бы один вещественный 
корень иЕУ. 

Тогда на множестве E можно определить однозначную или много- 
значную функцию у =f (x), ставя в соответствие каждому фиксиро- 
ванному хе E то значение у, которое при этом фиксированном х является 
корнем уравнения (1). Относительно так определенной функции говорят, 
что она задана неявно. В силу определения функции и = }(х) равен- 
ство F(x, | (х)) = 0 справедливо при всех значениях x € E, 

Аналогично посредством системы уравнений 

Реж, Xo, «005 Хт, Yr» Yor +... И) =O (=12,..., п) (2) 

определяется такая система неявных функций 

И: = [р (Ха, ^, ..., Xm) (i= 1, 2, ...у п), (3) 

ЧТО 

Fi (жа, оо у Xm fi (ха, ae ) Xm)» eee 9 bn (X41, eee y Xm)) = 9 

((= 1, 2, ..., 7). 

2°. Теорема существования. Теорема 1. Пусть финкция 
Е (x, и) непрерывна по ссвокупности переменных х и у в прямоуголь- 
нике R:|x—x,|<a, |y—yi<6b uF(x%, и) =0. Пусть, далее, 
функция F(x, у) имеет в этом прямоугольнике производную Fy (х, и), 
непрерывную в точке (X,, Yo), причем Е, (ху, Yo) == 0. Тогда сущест- 
вуют такие числа а > 0иВ > 0, что в прямоугольнике R,: |x — x,| <a, 
|у—щ|< В уравнение (1) определяет единственную, непрерывную 
функцию у =f (x), которая при x =X, принимает значение уу. 

3°. Производные неявной функции. Теорема 2. Пусть 
выполнены условия теоремы | и, кроме того, в точке (Xo, Yo) сищест- 

211



вует производная Fy.(x,, Yo). Тогда функция у =f (x), опргделяемая 
уравнением (1), имеет в точке х = ху производную, причем 

dy (Хо) — __ Рх (Хо, Yo) 

ах Fy (Xo Yo) 

4°, Неявные функции, определяемые системой урав- 
нений. Теорема 3. 1) Пусть: 1) функции Е! (м, №, „-., Хы 
И, Yo, +--+, И) (=12,..., п) непрерывны по совокупности своих 
переменных в окрестности точки Му (X,, №, +++ 4 Xm» И, Yor +» Yn) 

и РЕ (М) = 0 @ =1, 2, ..., п); 2) фучкции Е; в указанной окрест- 
OF; ,. ; 

ности имеют производные ay, (i, j=l, 2, ..., п), непрерывные 
] 

D(Fy, ..., Fr) 
5 0 в точке M,, 3) фучкциональный определитель 

в точке M,. 
Toeda в некоторой окрестности точки Му существует един- 

ственная система непрерывных функций (3), которая в этой окрест- 
ности удовлетворяет уравнениям (2) и начальным условиям 

f(x, Xo, “ee y Xm) = У; (= 1, 2, eee y n). 

Ю (у, .-., Yn) 

Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 3 и, кроме 
mozo, в`точке М, существуют производные 

OF; |: 
дхь (=1, 2, оу п, к =1, 2, ооо у т). 

Тогда функции (3), определяемые системой (2), имеют в точке 
о о о д Я . 

(х1, №, ..., Xm) частные производные я, (@=1, 2,..., п; Е =, 

2,..., т), причем частные производные по Xp, где Е — одно из чисел 
12,..., т, могут быть найдены из системы 

п 

LN OF; 0, | OF; . day; a5, +, = ° (i= 1, 2, ..., п). (4) 

При формулировке большинства задач этого параграфа предпола- 
гается, что выполнены условия, обеспечивающие существование неявных 
функций и их соответствующих производных. 

98. Показать, что функция Дирихле 

__ J 1, если x рационально, 

у 0, если х иррационально, 

разрывная в каждой точке, удовлетворяет уравнению y* — у = 0. 
Доказательство. В рациональных точках значение функции у 

и ее квадрата у? равно единице. Поэтому в этих точках выполняется 
равенство у? — у = 0. Если x — иррационально, то у = 0, у? = 0, имы 
снова убеждаемся в справедливости равенства у — и = 0. 

Таким образом, при всех вещественных значениях х функция 
Дирихле удовлетворяет уравнению y* — и = 0. 
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99. Пусть функция f(x) определена на интервале (а, b). В каком 
случае уравнение 

Г у=0 (X) 

имеет при а< х< В единственное непрерывное решение у = 0? 
Решение. Очевидно и=0 (a<x< 5) является непрерыв- 

ным решением уравнения (Ж) при любой функции ] (х), определенной 
на интервале (a, 5). Пусть у = y(x) (a< x < 65) — другая непрерывная 
функция, являющаяся решением уравнения (Ж), и точка x, € (a, 5) 
такая, что y(x,) == 0. Из непрерывности иу(х) следует, что и(х) = 0 
на некотором интервале (a, В) (a, 6), содержащем точку х.. Тогда 
для выполнения равенства / (x) у (x) = 0 на интервале (a, В) необходимо 
и достаточно, чтобы / (x) = 0 для всех x из интервала (a, В) <= (а, 6). 

Таким образом, если множество нулей функции f(x) не запол- 
няет целиком никакой интервал (a, В) с- (а, 6), т. е. нигде не плотно 
на (a, 5), то у = 0 — единственное непрерывное решение уравнения (><). 

100. Пусть функции | (x) и g(x) определены и непрерывны в интер- 
вале (а, 5). В каком случае уравнение 

i(x)y = g() (1) 

имеет Ha интервале (а, 5) единственное непрерывное решение? 
Решение. Густь уравнение (1) имеет два непрерывных решения 

и=у(х) иг=2(х) (а< хх Dd), т.е. пусть f(x) у (x) = g(x), [1 (<) 2 (х)= 
= g(x). Отсюда следует, что }(х) (и (x) — г (х)) =0 ac х< 5). 

Таким образом, решения y(x) и 2(х) уравнения (1) совпадают, если 
однородное уравнение ] (x) у = 0 имеет единственное непрерывное реше- 
ние y=0 (а<х< 5). Это, в свою очередь, возможно лишь тогда, 
когда множество нулей функции [(х) нигде не плотно на интервале 
(а, 6) (см. задачу 99). 

g (x) Если f(x) 0 (a<x<b), то очевидно, y= (x) — единствен- 

ное непрерывное решение уравнения (1). Пусть f(x) обращается в нуль 
в некотором нигде не плотном множестве точек {§} € (а, 5). Тогда 

.& (х) отношение” не определено на множестве {, а функция у = те 

является решением уравнения (1) только на множестве точек интервала 
(а, 6), в которых [ (х) = 0. Если потребовать, чтобы существовал конеч- 
ный предел 

lim £) _ ©) 

что возможно лишь в случае, когда & (Ё) =0, Ёе {#}, тогда функция 

ae x € (a, b), XeEE (8, 

И — 

lim w= Ее (8 

будет единственным непрерывным решением уравнения (1). 
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Итак, уравнение (1) имеет единственное непрерывное решение, если: 
1) множество точек {#}, в которых }(=) = 0, нигде не плотно Ha (а, 5); 
2) g(&) =0, Ее {=}; 3) существует конечный предел (2) для всех точек 
Ee {2}. 

101. Пусть дано уравнение 

еи=1 (1) 
И 

у=у(х) (—<х<!) (2) 
— однозначная функция, удовлетворяющая уравнению (1). 

1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет уравнению (1)? 
2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлетворяет 

уравнению (1)? 
3) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлетворяет 

уравнению (1), если: а) у(0) = 1; 6) и(1) = 0? 
Решение. 1) Однозначных функций, удовлетворяющих уравне- 

2k 
нию (1), бесчисленное множество. Например, если x, = —1 + | (Е = 

=0, 1, 2,..., п; п=2, 3,...), то для любого п =2, 3, ... одно- 
значная функция 

У! —x?, если ххх, 

и (x) — —V 1 — x? 9 если Хоь-+-1 < х< Xopsas 

0, ecm x= Il, 

где А =0, 1, 2, ..., п, удовлетворяет уравнению. 
2) Если х — произвольное фиксированное число из сегмента [—1, 1], 

то уравнение (1) допускает два решения: y= V1 —x?, y= —V 1—2. 
Таким образом, мы можем определить две однозначные непрерыв- 

ные функции y= V1—x? wn y= —V 1 — x? (—1 < x < 1), удовлетво- 
ряющие уравнению (1). 

3) Очевидно, только одна из найденных в предыдущем пункте 
функций y = 1 —x? удовлетворяет условию и(0) = 1. Условию 6) 
удовлетворяют обе функции. 

102. Пусть дано уравнение 

= у (1) 
и 

у=у(х) (—©= <х< +) (2) 
— однозначная функция, удовлетворяющая уравнению (1). 

1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяет уравнению (1)? 
2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлетворяет 

уравнению (1)? 
3) Сколько однозначных дифференцируемых функций (2) удовлет- 

воряет уравнению (1)? 
4) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлетворяет 

уравнению (1), если: а) и (1) =1, 6) y(0) = 0? 
5) Сколько однозначных непрерывных функций y= и(х) (1—8 < 

<х< 1-5) удовлетворяет уравнению (1), если y(1)=1 и 6 доста- 
точно мало? 

220



Решение. 1) Покажем, что однозначных функций, удовлетво- 
ряющих уравнению (1), бесчисленное множество. Зададим произвольно 
множество {a}, элементами которого являются монотонно возраетающие 
последовательности Xaj, Ход, «++, Xany ++. Такие, что ШП хин = -Ё со 

По 

Mp всех 4. 
Для каждого & однозначная функция 

—|x|, если х < хм, 

у (x) = |x|, если Хал-ф1 < ХХ Хи, 
—|x|, если ха < ХХ Жо, 

где п=1, 2,..., определена при всех значениях х и удовлетворяет 
уравнению (1). 

2) Из уравнения (1) находим |y|=|x| (—o<x< +). Отсюда, 
в свою очередь, получаем: 

= —х, у=х, y=|x|, y= —|x| ([X|< ®). (3) 

Эти четыре однозначные непрерывные функции удовлетворяют урав- 
нению (1). 

3) Поскольку функции y=|x| и y= —1х| не имеют производной 
в точке x =0, то из четырех функций (3) только две: у=хи y=—xX 
являются однозначными дифференцируемыми решениями уравнения (1). 

4) Непосредственной проверкой убеждаемся, что среди функций (3) 
только две: у=хи и=|х| удовлетворяют условию a) и все четыре 
функции удовлетворяют условию б). 

5) Поскольку непрерывные функции у=хи у=|х|, проходящие 
через точку (1, 1), тождественно равны в интервале (1—8, 1-8) 
(О <5< 1), то для всех x из этого интервала только одна непрерыв- 
ная функция у = х удовлетворяет уравнению (1). 

103. Уравнение 

x P= x8 + yf! (1) 
определяет у как многозначную функцию oT x. Для каких множеств 
точек числовой оси эта функция: 1) однозначна, 2) двузначна, 3) трех- 
значна, 4) четырехзначна? Определить точки ветвления этой функции 
и ее однозначные непрерывные ветви. 

Решение. Из уравнения (1) находим: 

ЕЕ если 9 <|х| < И 9. 
(2) 

— И + ут + x*?—x*, если 1< «|< И HY? a x0. 

Отсюда непосредственно следует: 
1) уравнение (1) ни при каких значениях х не определяет одно- 

значной функции (нет общих точек, в которых совпадали бы все четыре 
значения 1). 
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2) Уравнение (1) определяет двузначную функцию, если 0<|х|<! 

| 2 
и |х| = ГУ? 

3) Если х=0 или |х| =1, то равенства (2) дают нам три значе- 
ния и. Поэтому на множестве {—1, 0, 1} уравнение (1) определяет 
трехзначную функцию. 

4) Пересечение множеств, на которых определены две двузначные 

It+V2 
функции (2), дает нам множество 1 <|x|< —5_, на котором 

уравнение (1) определяет четырехзначную функцию. ИЗз (2) убеждаемся, 
что 

| I И 1+V2 
уе И b+ Vie (ric $) ) 

УИ 4-V ite (carpe EY) npn = 41 

являются однозначными непрерывными ветвями. 
Точку (Xo, Yo) будем называть точкой ветвления для уравнения 

F(x, у) =0, если: а) Е(ж, Yo) =0, 6) не существует окрестности 
точки (%х, Yo), в которой бы данное уравнение удовлетворялось един- 
ственной однозначной непрерывной функцией у=](х) и такой, что 

Yo =f (xX). Для нашего случая (+1, 0), | + и: НУ? st) 

’ 

точки ветвления. 
104. Определить точки ветвления и непрерывные однозначные ветви 

у=у(х) ([—1 < х< 1) многозначной функции, определяемой уравнением 

ии = x7 — у. (1) 

Решение. Пользуясь теоремой 1 пункта 2°, убеждаемся, что 

5 =0 в точках (0, 0), (—1, 0), (1, 0), где F(x, и) = д - у — 

— х? -- у?. Следовательно, эти точки могут быть точками ветвления. 
— 9 14+ У 8-1 

2 
как у*> 0, то окончательно находим функции 

yaa УЕ (|x| <1), 

Из которых получаем все однозначные непрерывные ветви: 

y=e(y |/ УЕ (12| < 1), 
где =(х) = —1, 1, sgnx и —sgnx. Так как через точки (0, 0), 
(—1, 0) и (1, 0) проходит более чем одна однозначная непрерывная 
ветвь, то они являются точками ветвления. 

((х|<1), а так Из уравнения (1) имеем: y? = 
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105. Пусть функция [(х) — непрерывна при a<x<b и gly) — 
монотонно возрастает и непрерывна при с< у< 4. В каком случае 
уравнение ф (и) = f(x) определяет однозначную функцию у = ¢* (f (x))? 
Рассмотреть примеры: а) siny-+ shy = x; 6) е = —sin* x. 

Решение. Функция y= go '(/(x)) определяется следующим обра- 
зом: для любого фиксированного значения хе (а, 6) (т. е. для фикси- 
рованного значения } (х)) ставится в соответствие то значение у, которое 
является решением уравнения ¢ (и) = f (x). 

Поскольку функция ¢ (y) непрерывна и монотонно возрастает на 
интервале (с, 4), то уравнение ‹ (у) = А имеет единственное решение 

= !(A), если число А принадлежит множеству значений функции 

$ (И (с <у< d). 
Таким образом, уравнение (1) имеет единственное решение y = 

=o 1 ({ (х)), если множества значений функций $ (у) с < у<а) и 
f(x) (a< х< 5) имеют общие точки. 

Рассмотрим примеры. а) siny+shy=x. Здесь функция $ (у) 
(—с < y< co) непрерывна. Пользуясь формулой Тейлора, убеждаемся, 
что производная 

и =cosy + chy = (1-44. 4 — ...]+ 

+ (14 4444 ...)a2(14 44...) Co<y<te) 

положительна. Следовательно, функция $ (y) (—co < y< +00) моно- 
тонно возрастает. Поскольку множества значений функций о (и) = 
= пи -- зп и (—< < ух + о) и f(x) = х(—< <х< +00) совпа- 
дают, то уравнение зп и + shy = x определяет единственную однознач- 
ную функцию у = в (x)(—~o < х< + <), обращающую это уравнение 
в тождество. 

6) e ¥=-—sin?x. В этом случае множеством значений функции 
© (у)=е- 1 (—с < у< + со) является полубесконечный интервал (0, - со), 
амножеством значений функции } (х)=-- sin? x (—с<<х< + co) — сегмент 
[—1, 0]. Поскольку эти множества не имеют общих точек, TO урав- 
нение 9 = —$11*х не имеет решений. 

106. Пусть 

x=y+¢(¥), (1) 
где х (0) =0и |3'’(/)| < <! при —а< у<а. Доказать, что при 
— < х< в существует единственная дифференцируемая функция у = 
= у(х), удовлетворяющая уравнению (1) и такая, что и (0) = 0. 

ах 
Доказательство. Из условия следует неравенство ду — I+ 

$ (y)>0, —a< y< a, обеспечивающее строгую монотонность He- 
прерывной функции x=—y+o(y), —а<у<а. Пусть в= 
=min {|x (—а--0)|, |х(а—0)|}. Тогда, в силу строгой монотонности 
функции х = y+ $ (у), каждому хе (—e, е) соответствует только одно 
значение ус (—а, а), для которого y + $ (у) = x. Поэтому на (—s, :) 
существует функция у= у(х), обратная для функции x= 4+ (и) 
и тоже строго монотонная. А так как уравнение (1) при у= О имеет 
решение x = 0, то y(0) = 0. 
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Покажем, что функция y = y(x) дифференцируема. Пусть ху, х- 
-НАх с (—в, в) и Ах 40, тогда Yo, Yo + Ay € (—a, а), где и, — корень 
уравнения №, = у о(и), Ay*O и Ay+O при Ах- 0. 

Поскольку существует предел 

Ау-0 ду Ау-—+0 

Ax 1 . 
то из тождества ди — Лу убеждаемся в существовании производной 

Ах 

ax" Следовательно, функция у =f (x) дифференцируема Ha (—=, ©). 

107. Пусть у = y(x) — неявная функция, определяемая уравнением 

где постоянная k + 0, ¢ (у) — дифференцируемая периодическая функция 

с периодом w итакая, что |’ (y)|< ||. Доказать, что у = з + (x), 

где $ (x) — периодическая функция с периодом | Rl wo. 
Доказательство. Отображение А, определяемое равенством 

Ay = 2, преобразует множество C'(—co, со) в себя. Покажем, 

что это отображение сжимающее. Действительно, для любых функций 
y (x) и 2(x) из C(—oo, со), пользуясь теоремой Лагранжа, получаем: 

р(Ау, Аг) = max | Ay—Az|= max те — 
—ю<х< о —юхх< 0% k 

= max © Oly 2) < max ©! max |у— 2] = 
—01 <x < 00 | Ri —0 <X< 00 | | —o0o <X< 00 

= mx Soy, 2), 
—- 00 < XK 00 | R | 

где & находится между у и г. Так как |’ (y)|<[k|, то 0<0= 
ie! (2) | 

= max С < 1. Следовательно, р(Ау, Аг) < вр(у, г), 0<8<1 

и сжимаемость отображения А доказана. 
Таким образом, согласно принципу сжимающих отображений 

(см. задачу 96), существует единственная функция и (х) © C(—oo, оо), 
удовлетворяющая уравнению и = Ау, т. е. уравнению (1). Эта функция 
является пределом последовательности 

0 п_ ИВ, ИРИ (и-2, 3...) 
Переходя к пределу в последнем равенстве, получаем: у = Z + (x), 

1 ,. 
где $ (x) = — + lim ¢ (Yn (5). 

Покажем, что функции © (у, (х)) (п =2, 3, ...) периодические 
по переменной x с периодом |#|®. Для доказательства применим метод 
математической индукции. При п=2 функция ¢ (и. (х)) периодическая 
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по x с периодом |Rk|w. Действительно, согласно условию, х (у + ©) = 
= (и), поэтому 

x+ [Rio —20)) Фев) = 9 (Zt = 9 (ys (x) + © sgn k) = 9 (Ys (5). 
Далее, предполагая, что функция y (Yn—1(*)) имеет период || ®, полу- 
чаем равенство 

обе о) о — Fo Yai (e +11 0))) = 
= (2 — feet (x)) + w sgn k] = $ (Yn(x) + ® sgn Rk) = 9 (Yn (Х)), 

из которого следует, что |k|w — период функции ¢(y,(x)) по пере- 
менной X. 

Предельная функция $(х) также периодическая с периодом || w. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно в очевидном равенстве 

p(x +1 k| 0) — 9 = (9 (e+ 1h) 0) + те 11) + 
+ (те) 

перейти к пределу при п -— co. Поскольку каждое из слагаемых рав- 
номерно стремится к нулю, то в пределе получаем равенство ф(х -- 
|| о) —v (x) =0, доказывающее периодичность функции 4 (x). 

108. Показать, что при 1 ху=Е(х — и), где Е — постоянная 
величина, имеет место равенство 

ах _ dy 
тяги: (1) 

1 ху 
Доказательство. Поскольку х = у, то k= yay" Дифферен- 

цируя это равенство, получаем: 

0— “Раши — аж (dx — аи). 
(x — у)? 

Отсюда следует соотношение (1 + х*) ду — (1 - y*)dx = 0, равносиль- 
ное равенству (1). 

109. Доказать, что если 

ey tet -1=0, | (1) 
то при ху >O справедливо равенство 

7: dy _ 
Vie + Vie 2) 

Доказательство. Дифференцируя равенство (1), получаем: 
2ху’ ах + 2x*y dy + 2х ах + 2ydy = 0. Отсюда находим: 

x(1 + y*)dx + y(1 + x?) dy =0. . (3) 
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Из равенства (1) следует: 

| — y? | — x2 I—_y i—x? 2 2 . — — 
— тя = 2 VY три, = У тр (4) 

Если х и у одного знака, т. е. если xy > 0, то, заменяя в равенстве 
(3) x и у их значениями (4), получаем: 

1 —х ТР тр 
нах У ES +2) dy =0; 

Vi—ytdx+V1—x'dy =0. 

Отсюда непосредственно следует равенство (2). 
110. Доказать, что уравнение 

и = a? (x? — у), а=0 (1) 
в окрестности точки x= 0, у = 0 определяет две дифференцируемые 

функции у = y, (x) Hy = у2(х). Найти у, (0) и у, (0). 
Доназательство. Для досгаточно малого = > 0 и любого фик- 

сированного хе (—е, =) из уравнения (1) находим два значения у: y= 

= 9(x) иу= —9(x), где 

@ (x) = И Уже т —#—©. 

Так определенная функция (x) непрерывна на (—e, e) и $ (0) = 0. 
Поэтому можно определить четыре непрерывные функции: 

— p(x), если О< хз ь, __ | —y(x), если 0<x<e, 

и (*) = | —o(x), если —e< x< 0; из (*) = (x), если —=<х< 0; 

уз (х) = (x) ([-=<х< #)}; и (x) = —9 (x) (—e< ¥< 8), 

удовлетворяющие уравнению (1). 
Исследуем на дифференцируемость эти функции при х = 0. С этой 

целью вычислим $^ (0). Имеем: 

<-_ (0) = lim $ (Ax) — $ (0) _ lim i И Узел +" —av—S = 

Ах——0 Ax Ax+—0 Ax 

| Ax | Иа? — Ax? 

Ax-+—0 / at а? 
Ax V V 202 a4 FA +S 

—Y а? — Ax? | 

Ax+—0 ; a а? 

у QarAx® | S++ Ax® + 5 

| 5
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Аналогично находим: $ (0) Jim ве — Xx 20) _ |. Отсюда сразу сле- 
+ £0 

дует, что функции из (х) и Ш (x) не имеют производной при x =0. По- 

скольку yi— (0) = —9^ (0) =1, yi+ (0) = 9+. (0) =1, то функция у, (x) 
имеет производную › при х=0, равную единице. Аналогично из равенств 

у> (0) = ^_ (0) = уз (0) = —+*. (0) = —1 следует дифференци- 
руемость функции 1 Yo to при x = 0, причем yo (0) = —1. 

111. Найти у’ при х=0и у=0, если 

(ии) =Зму— у. (1) 
Решение. Представим кривую, определяемую уравнением (1), 

в параметрическом виде. С этой целью положим y == tx. Тогда из урав- 
3¢ — в 
(+2)? 

венство и = {х, получим: и = 

нения (1) найдем: х = . Подставив найденное значение x в ря- 

3t? — в 

(1 + 2)? ° _ _ 
при трех значениях параметра ¢: & = 0, 6 = V3, ts = —V3. Остается 
вычислить производную от параметрически заданной функции при этих 
значениях параметре т. е. при х= 0. Имеем: 

(ГР) (61 — 413) — 4t (377 — И) 

= (2) (3 — 32) -98—В) ° 

Отсюда при # = 0, t= V3 nt=—V3 находим: и’ (0) =0, и’ (0) = 
=V3, 4 (0) = —УЗ. 

112. Найти у’, y” wy”, если х ху у =3. 

Заметим, что x=O Hn y=0 

Решение. Пользуясь формулой д oF — й ‚ получаем: 
у 

Чи __ 2х у 
dx x+2y (x — 2y); 

Фу (x +29) (2+ у) — (2x + y) 1-2) _ 18 
at — © 29 аа: (3), 
Фу _ 

48 — рат (1 +2) = в ав © # — 2). 

113. Найти у’, у’ uy” при х=0, y=1, если 

x? — xy + 2y?+x—y—1=0. (1) 

Решение. Трижды дифференцируя равенство (1): 

2x —y—xy' + 4yy’ +1—y' =0; 
oy ew xy” + 4y’* + 4уу" — у’ = 0; 

— xy” -- 12y’y ” + 4yy” — у” — 0 

и подставляя в результаты значения х = Ony=l, получаем систему 
уравнений Зи’ =0, 2+ 3y" У: =0, 2+ Зи” =0, из которой находим: 

2 Mm 
у =0; иИ=—з; у =— 5. 

114. Доказать, что для кривой 2-го порядка 

ах? + 2bxy + су? + 2ах + 3еу + [= 0 
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справедливо равенство 

ст 4 ((и") 3) =0. (1) 
Решение. Из уравнения кривой получаем: 

y= <( (bx + г) + У (5? —ac) x? + 2 (be —cd) x + e? —cf). 

Находим вторую производную: 

о / (6? — ас) x + (be — са) | 

4 = = ( OL Wee TD bene eG 
1 (5? — ас) (е* — cf) — (be — cd)? 

с У (6% —ac) x2 + 2 (be — cd) хе — cf)? 

Отсюда получаем равенство 

y= 

2 

ВЕ 9 а ее окне, С 

2 
а b? 

(y’) = (= 

из которого следует равенство (1). 
Для функции г=г(х, у) найти частные производные первого и BTO- 

рого порядков, если: 
115. 23 — Зхуг == a’. 
Решение. Частные производные функции z(x, и), определяемой 

уравнением F(x, у, г) =0, находим по формулам: 

OF OF 

дг Ox oz wy 
дх OF’ oy OF° 

Oz ‘Oz 
Для нашего случая имеем: 

Oz —3y2 yz Oz X2 о 

ox ~~ 322 —Bxy 22 — xy’ oy z* — xy (2 # ху) 

Учитывая, что 2 = 2(х, и), находим вторые производные: 

д Oz 
ge (Wyse (22 ий Xx 

Ox? (22 — xy)? -_ 

y2 уг 2 __ — — 

(2°— xy)y 22 — xy у? (2 22 — xy у) __ __ 2х432 

(22 — ху)? (2 — xy)?? 
022 2ух32 

Ox Oy (22 — xy)? 
a Xyz __ 2x2? __ } 

— ея ( т а — 3} a (5 xy *) аа ху — 5) (2? =& xy) — (22 — xy)? о (22 — xy)? a



116. 2=Vxr—y'. tg—— 
И — 5 

Решение. Аналогично предыдущему имеем: 

_ x 3 —9 XZ 

д ___V# =p" Tap TV Hees eer: (Узи) 
Ox — 5 о 2 I ° 

|1 — V 2 — y' у" cos Va = у=== 

Из условия следует, что 

2 _ 2 —2 2 _ 2 
був ужа» © уран ии" 

Используя эти равенства, получаем: 

_ Xx 2 хг 22 

we УПИ мм (wat!) gt py 
Ox 2? x? — y? У}. 

x2 y? 

T 6 . Of _ уг 2 2 аким же способом находим: 5, = — sa" (x* <& y’). 

Находим вторые производные, используя найденные первые про- 
изводные: 

Oz 2 2 =-| —xz- a2 (x* — и”) ( + 2 x2 + 2x 

Ox? (x? — y?)? 

x72 
(x? — и?) ( + aa -,) — 22x? 

—_omb 

— ИИ уг 2 2\. 
— (x? — y?)? _ (x? — y?)2 (x a у ); 

дг (—yz) Ах“ __ _ 2 2) y IE ag _ ПС Y) * aye TUE — 
Ox ду — (x? — y?)2 — (x? — y?)2 

xyz ; 
— (x? — уз)? (x° y’); 

Oz 
д? (x? — у?) (: —y 22) — yz (—2y) vz , , 
ye и — (x2 — yy? (x 5 Y’). 

Galina dzu on если: 

117. ~=In= ит l. 

Решение. Считая, что 2=2(х, и), в результате дифференциро- 
вания получаем: | 

zdx—xdz__ у ydz—zdy 
22 2 y? ’ 

yzdx — xy dz — уг аг - г ау =0. (1) 

Отсюда 
_ 2 (уах + 2ау) _ 

dz = Ce (х=Е —2). (2) 
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| Дифференцируя равенство (1) и выполняя упрощения, находим: 

у (x + г) d?z = zdx dy + (z dy — x dy) dz — y de’, 

откуда, на основании равенства (2), окончательно получаем: 

dx — ха 
dz = —2- ya (x == —2). 

118. z—x = arctg —— 

Решение. Дифференцируя, получаем: 

1 (г — x) dy — yd (г —х). 
d(z—x)= ( y | (2 — x)? , 

= 
отсюда 

(2— жи) 4(2—х) = (2—х)4у, (1) 

— (г— х) ау ИЛИ 42 = хуи ту 

Дифференцируя равенство (1): ((2—х)® - у? + и) 4? (2—х) = 
= —2 ((г — x) 4(г —х) - иду d(z— x) и подставляя в результат выра- 
жение для 4(г— x), найденное из (1), получаем: 

__ 2 1) (2—х) ((@—x)? + у? 4 (г— х) = @2= (у те aerate С ea y?. 

119. Найти = ‚ если F(x +y+z, ?+y?+2) =0. 

Решение. Последовательно дифференцируя данное равенство, 
находим: 

Fy (ах + dy + dz) + Е. (2хах + 2y dy - 2z dz) = 0; (1) 
Fy, (dx + dy + dz)? + 2F 7, (dx + dy + dz) (2x dx+2y dy+2z dz) + 

++ Е, d’z+F,, (2х ах 2у dy + 2г dz)?+2F „(ах --ау-аг-2а?)=0. 

Найденное из первого равенства выражение 2x dx + Qydy + 2zdz= 

=—F 2: (ах -- 4у- dz) подставляем во второе. В результате после 

 пеобрёзований имеем: | 

—F Раз + OF PoP — FP 
(F, + 2265) 4*г = =D (dx + dy + dz)? — 

2 

— 2F, (dz? + ах? + dy’). (2) 

Определив из равенства (1) 

(Fy 4 2xF4) ах + (Fy ЗУ! ) dy de = — Prt Pe ts (3) 
вычислим сумму 

2Е5 ((2— х)а —y)d dx + dy + dz = eee (4) 
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Из равенств (2), (3) и (4) находим второй дифференциал 

4 (Ра — 2F PSP yo + FSF iy) 
фг = — (ЕР BeF 93 ((2 — x)? dx? +2 (z—x) (2—y) dx dy+- 

1 (Fy + 2xF 5)? dx? + 2(F, + 2хРь) (Fy + ЗуРъ)ах di + (z—y)*dy?)—2F; 1 2 Е РТВ (Fy + 2yF 9)dx dy a 

F; 9 Е’ 2 42 , 
a 

+ fr POT — 2F, (dx? + dy?) (Е, 4 22F*) 1 

O72 

Половина коэффициента при dx dy равна 59% . Следовательно, 

д°2 _ 4 (г — x) (2 — и) ” On 

Oxdy — (Fy + 22F3)° (F, “Ваз — Р.Е.» + Fe Fy) — 

__ 2 (Е + 2xF3) (Fy -- 2yF 3) и Pn Fy + 22Р + 0, 

120. Найти 422, если а) Е(х-- г, y +2) =0; 6) Е(> 7? 4) = 0. 

Решение. a) Последовательно дифференцируя, получаем: 

F; (dx + dz) + F, (dy + dz) =0; (1) 
Fy, + (dx + dz)’ -- 2Fy, (dx + dz) (dy + dz) + 

+ Fee (dy + dz)? 4- (Fy + Fy) dz = 0. (2) 

Из равенства (1) находим первый дифференциал: 
Fi dx + Е’ ду 

dz = — + —_ 
Fit Fs 

и вычисляем суммы: 
dx + dz = ах — РЕЯ ау _ Fy (dx — dy) 

РР РЕ › 
Fidx+Fydy _ _ Е; (dx —dy) 

di dz= dy — 1 7 2 F , e 

Используя эти соотношения, из равенства (2) находим второй диффе- 
ренциал: 

г = — (Е! + Е, 3 (Fy Fi, — ЭР, ЕЕ, + Fy Fo) (ах — ау}, 

6) Имеем: 
preg ea | pe ety | (3) 

1 2 22 

Умножая это равенство на 2” H еще раз дифференцируя, получаем: 

Е". (г ах dz)? 4 OF", (zdx —х fe oy ye) 4. 

+ Fi, “ed pO)" (xP) + yFy) Pz = 0. (4) 

Из равенства (3) находим первый дифференциал: 

Е. dx + F3 dy 
42 =2. 1 ; 2 

xFy - УЕ 
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и вычисляем суммы: 
уах — хау 

oF SETUPS (5) 

Решая равенство (4) относительно 4 и используя равенства (5), нахо- 
дим второй дифференциал: 

Pz = (xP) + у!) 3 (Fo Fy —2F FoF yo + Fy Е») (y dx — x dy)? 

y dx — x dy, zdy —ydz= — zdx —xdz=2F, SFT OL УЕ’, 
2 

21. Пусть x= x(y, 2), y= yl, 2), г=2(х, у) — Функции, опре- 
д 

деляемые уравнением F(x, у, г) = 0. Доказать, что ay oz ax —1. 

Доказательство. Предполагая, что x= x(y, 2), из тождества 

Е (х (у, 2) г) = 0 находим Ox Ру Поступая аналогично и в у, ’ у, — Oy Fy 

других случаях, получаем: 

y_ Е. 08 _ 
02 ЕР’ Ox” FS 

Из найденных соотношений вытекает равенство: 

= СЯСЯСЯ-— ду ° dz° Ox \ Ft Г АЗИИ С пы 

122. Найти - И Е ‚ если 

xty+z=0, уг =1. (1) 

Решение. Данная система определяет функции x = x(z) и y= 
= и(2), производные которых находятся по формулам (4) пункта 4. 
Дифференцируя ae (1) по z, получаем систему 

НТ =, xo Ну + 22=0 

. . ах  yY—2z, 4у _ 2-х 
из которой находим: 7. и} dy (x # у). 

wo ах dy d*x dy _ __ __ 2 
123. Найти —, 2, дз» qe При x= 1, y=—l, z=2, если x?+ 

| 
и=уг, ху 2г= 2. 

Решение. Предполагая, что данная система определяет функции 
х=х(г) и у= и(2), дифференцированием ее по г получаем: 

ах dy _ dx ау _ _ 
ха; 2Y = 2, в Ка = 1. (1) 

Полагая в (1) x=1, y= —1, 2г=2, получаем систему 

ах ау _ yo 

aoe ae I, 

из которой находим: 2 = 0, 2 = = —|], 
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Для нахождения вторых производных продифференцируем равенства 
(1) по 2: 

1. ax 4?у _ 

rH + ay £4 + 2 (= +2(% у = 1; а ta 9 

dx dy 
Полагая в этих равенствах х = 1, y = — 1, Чё = a —1, получаем 

d*x 1 dy 1 
систему, решая которую, находим: +; = — т, =. 

124. Найти du, dv, d*u, 4?о, если и  о=х- у, узти — хз о=0. 
Решение. Дифференцируя данные равенства, получаем систему 

(1) du + dv = ах + dy, усоз и аи — хсозо 4 = sinv dx — sinu dy, 

решая которую, находим: 

(x cos v ++ sin v) dx + (x cos uv — sin и) dy 
9 da = x cosuv-+ycosu 

dy = (y cos u — sin v) dx + (у Cos u + ти) dy 

— xcosu-+ycosu 

Для нахождения вторых дифференциалов продифференцируем систему 
(1). После простых преобразований получим: 

ycosu du — xcos v Фо = (2 созо dx — x sinv dv) du + 
+ (y sin udu — 2 cos и dy) du, 

Фи + d?v = 0. 

Отсюда 

d? о = (2 cos udx — x sin v dv) du | (y sin u du — 2 cos u dy) dy 
ycosu-+xcosv 

125. Найти du, du, и, о при x= 1, y= 1, и = 0, v= 7, 

a 

x = е sin, уз‘ 
= U x 

если e* coS— = —, 
у V3 

Решение. Дифференцируя обе части данной системы, имеем 

= о ydu—vdy_ ах 
u 

> о xdu—udx ха: 
ех с0$ — . 5 —e* sin—- 5 

у x y y V2 
u и 

—-. uv xdu— ux U ‚ ydu —vady dy 
e* sin— - e* cos — = —. | 

— Полагая здесь х = у=1, и=0, v д 

du — do + = dy = dx, du + du — + dy = dy, 

us 
‚ получаем систему 

из которой находим: 

du = 4 (dx + dy), do = % dy —4 (dx —dy). (2) 
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Далее, дифференцируя равенства (1), получаем: 
u 

2* Cos г ‚фи — 2 (х4аи — цах) ах _ ет”. у? d*?u—2(y du—v dy)dy 

хз у y* 
и 2 о Ц — — ау — а — 

+e* cos (2 = — (1 = 4) )—26= sin X 

x du—u dx ydv—vdy | 
2 у y? о, 

-- 

x 

и 2 12) —_ _ вх sin wt. . Wee 2 (x du u dx) dx 

y x 
u 2 2 

2 d?u — 2 (y dv —v dy) dy 2..9 {{xdu—udx ydu—vd 
x РЕ + e* sin— * п =) J+ 

u 

= о 
+e* COs —- x 

u 
> du—ud du—vd + 2е* cos= . * —~ x у = 4_— (). 

Полагая в последних равенствах х =y=1, u=0, v= + ‚ получаем 

систему 

Фи — 2du ах — d*v +. 2du dy — и ау? + du? — 
2 

— (do —* dy) —2du (dy — dy) = 0, 
Фи — 24 dx + 40 — 2do dy + + dy? + du? — 

2 

—(do—* dy) + 2du(do—* dy) = 0. (3) 

Из систем (2) и (3) находим: и = dx’, d?v= 5 (dy — ах). 

_ 126. Пусть x= ¢4+ 7, y= P40? 2=В--Е*. Найти oe = 
у dz 
ах? dx2° 

Решение. Система определяет две параметрически заданные 
функции: 

x=t+f}, и x=t+fr", 

y=P+r? z=P+t 3, 
Следовательно, 

dy 
dy _ @ _ 2%t—2¢-3 _ , 
ах ах 1|—t-? = 2(t+ +) ((4 +1); 

‘dt 

alas) у  а\ах 2(1—Ё?) 
dx? dx I—f? —=2 (15 +1), 

dt 

dt | fo 8 ЗИ (= +1; 
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d (22) 

4? — dt\dx 6 (#— #3) 1 He) изо 
dt 

127. В какой области плоскости Oxy система уравнений 

х=и-и, y=w+o, =, (1) 
где параметры и и о принимают всевозможные вещественные значения, 

определяют г как функцию от переменных х и и? Найти производные 
дг Oz 
9х И ay’ 

Решение. Система (1) определяет однозначную функцию 2 = 
= (x, и) для такого множества точек (х, у), для которого система 

х=и-о, у=е о (2) 
имеет однозначное решение относительно переменных и и 9. Система 
(2) состоит из непрерывно дифференцируемых функций. Поэтому, если 

D(x, 9) якобиан Рио 

ности этой точки система (2) имеет единственное непрерывно диффе- 
ренцируемое решение 

отличен от нуля в некоторой точке (и, 9), то в окрест- 

и=и(х, у), о=о(х, 5). (3) 
Подставляя равенства (3) в третье из уравнений (1), получаем функ- 
цию 2=$ (x, и). Функция ¢ (x, у) — дифференцируемая (см. теоремы 3, 
4, п. 4). 

Якобиан Ри В (и, о) _ lou 2 20 | 
y—u=V2 (и? + 0?) —(u + о) = V 2y — x? + 0. Поскольку 2y — = 
= 2 (и? +0) —(u + y= (u—v)?>0, то из условия V 2y—x? +0 

следует, что у >5 . Следовательно, для множества точек (x, у), для 
x2 

которого выполняется неравенство Y >->, существует единственная 

однозначная непрерывно дифференцируемая функция z= ф (х, и). 
С целью вычисления частных производных находим: 

=2(v—u) отличен от нуля, если 

dz = 3 (и? du + v* dv), | (4) 

где du и dv определяются системой 

dx = du + 4, (5) 
dy = Qu du + 29 dv. 

Заменяя в равенстве (4) du и dv их значениями, найденными из системы 

(5), получаем: dz = —3uv dx + 5 (и + о) dy (и — оз 0). Коэффициенты 

д 
при dx и dy равны С И i соответственно. Таким образом, = = —duv, 

3 
= 5 (u+2) (и = У). 
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128. Система уравнений 

xeete + Quv= 1, уе — = 2x 
о 

определяет дифференцируемые функции и=и(х, и и ч=о(х, и 
такие, что и(1, 2) =Оио(1, 2) =0. Найти аи (1, 2) и 4% (1, 2). 

Решение. Вычисляя дифференциалы от обеих частей данных 
равенств, имеем: 

хеи-+9 (du + dv) + 2 (и до + udu) + e+" ах = 0, 

уеч—® (du — dv) — (cr a a ude + e4—* dy = 2dx. 

Полагая здесь x= 1, y=2, u=v= 0, получаем систему 

du + dv = —dx, аи — 24 = 2dx — dy, 

из которой находим: du = — zs dy, 4 = x dy — dx. 

129. Пусть 

x=9(4, о), y= Hu, 5). (1) 
Найти частные производные первого и второго порядков OT обратных 
функций: и = и (х, и), ч=о(х, и). 

Решение. Дифференцируя равенства (1), получаем систему 

ах = 2 аи + dv, dy =S* ди -- 2 do, 

из которой находим “ee OT обратных _ 

__ 1 (oy —__ 1 [9% 

Op Op _ 0$ 04 rye [== a a0 Oo Ou" Из равенств (3) получаем: 

ди 1 op ди 1 op ov _ 1 db du 1 og 
— — = — — 

dx” Г Ov’ ду 1 Ov’ Ox T Ou’? ду T Ou 

Дифференцируем систему (2): 

0 = ны ди? 22%. du do +2 do’, 
= 2 Фи -- Fav + Phat 492 du dv + 5% do® 

и находим вторые дифференциалы OT обратных функций: 

dp д _ 04$ 05 dp a) db 0% 
Фи=т ‚(2% ди du oe) du + 2% ди dv ди oe du do -- 

oe OY... ot Fe 
+ (24 до du? dv"), 

ay 0% dy 04 ap 0% de 0? 
Фо = +((% Ou? du ot) di °F 2 (3 дидо ou ot) du do -- 

OY 07$ dp Of 
+(% au du ot} 4). 
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Подставляя в эти равенства выражения (3) для дифференциалов и соби- 
рая коэффициенты при dx*, 2dxdy и 4у?, получаем: 

a= (St + 
+2(% Oe _ 99 ok Oy | Е ay _ 0% oe (2), 
Bae до Ou dv} до ди до 05" до 90%? ] \ди 

ди _ (2 0% _ д oY) 04 0$ 4 
дхду  13\\до ди? ду ди?] dv Ov 

(22 arp dap a (a д? 4 оз) [at oe ay dy ot) oe 24 
+ до дидо до ди до] \д0 ди ' ди dv + до Ov? du dv?) ди du)’ 

д?и в ((* ap db 0% :) (22) + 
ду? — до ди? до д? 

+2(% 8 Ща ay) 98 Oe 4 (22 HY _ oy 29 (22) | до dudv dv dudd) ди до + \du 55" dv O02) (би 
ит. д. 

130. Функция и = u(x) определяется системой уравнений: 

и = f(x, У, 2), g (x, у, г) = 0, h(x, у, г) = 

44 и 
Найти — И a 

Решение. Предполагая, что данная система определяет три диф 
ференцируемые функции и = u(x), у=иу(х), г=г(х), дифференцируем 
систему по X: 

du Of dz 0} dy 
an oy ae bo ах’ 

$ 0g dy 2g 42 
ae + 5p ae ae (1) 

__ Oh dy 1 dz 
О — „+ x 2 ах‘ 

Из последних двух равенств находим производные: 

ау _ tI, 42 _ 13 (2) 

dx 1y’ dx 1,’ 

Dig, h) г Dig, h) |; _ Dig, h) 
Diy, 2)? “* — D(z, x)’ Бу’ 

Используя (2), из первого равенства системы (1) получаем! 

аи of , I, Of , I oF = 1 И oT) = de Ox tT, ду tT, В+ hg 39: 
| Dif, nm, [1-2 в). 

п D(x, y, г) 1 D (x, у, 2) 

где [1 = 

2 

Для определения я дифференцируем систему (1): 

Фи OF | OF (44) Of (22) 92: dy д: dz 
dt = д + д T 92 + 25% dx + 2х 8 4 Г 
_д°| dy dz "af 4у , of dz 

+2 Oy dz dx dx Гу ду 48 Е Oz ах?’ 
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до | dz до dy дв dz 

= Е uy + 4 (| + деду а + *3e02 ах Г 
9 Ge dy dz, ag Фи | dg dz 

+2 бо de Be Oy a oe dx?? 

_ Oh , Oh au) ЦЕ: :) дв dy 
=o Г Op oh ( + on dx + 2 5х ду de T 

49 O*h dz 07h dy dz , oh Чу Oh d®z 

Ox Oz dx Oy oz dx ах ' dy dx? ' dz ах? 

Использовав формулы (2), последние равенства перепишем в более ком- 
пактном виде: 

Чи Of d2y , of dz 
ax plz t leat! За a) 5 4 of dy 4 of а, 

og d*y | Og 42 д a\? 
ду oH 4 2 dx? — ing t+ hg+hg) 8, (3) 

1 

Oh а?у Ой d2z 

ди dat д dat = TF (n2+ng+ng) h. 

Из последних двух равенств находим производные: 

oy (ил о) a—%(424 224 ng) а), 

ma +(#(42 +, + 1,2) g— (1,2 ++ 1,2) nh) 
1 

и вычисляем сумму 

я (EEF) (Павия b+ 
1 

1 (248 (1 | р, f) 
=; Bare чье "ры ах 

д д a\? 
x(n o+ 12+ 152) g). (4) 

Наконец, из равенств (3) и (4) окончательно получаем: 

Фи _ 1 (D(g, В) д д д \? 
dx? = (Dea (hat hg, + lex) i+ 

D(h, f) ‘ог В4 а ( д д 2 
+ not he+ 12) B+ DG, 2)\ tae t ду sae) PY: 

131. Пусть x =f (u, и, w), y= gu, v, в), 2г= В (и, о, w). Найти 
du uy, ди 
Ox’ ду 02° 
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Решение. Дифференцируя данные равенства, получаем систему: 

dx = | аи + р ао - fu dw, 
dy = gudu + во du + Въ 4%, 
dz =h,du + Во du + hg dw. 

Отсюда вычисляем дифференциал: 

dx fo fo 

—-БЕ | & Sol“ Dee h 
D(u, и, w)|dz ho hy О (и, v, и) 

D (5, 1) D (В, Dd D (р 8) 
x (PE a) OX Тр, и) dy Нов de). 

Следовательно, ou = 4, == a a = 4 ‚ где [= aren 7 >, L= 

ww P(@h) 7 Df 7; _ Dt ® 
D(v, и)’ “2 Div, w)’ “3 Div, ®)° 
132. Пусть функция z= 2(x, у) удовлетворяет системе уравнений: 

f(x, у, 2, 0=0, g(x, y, 2, tf) =0, где : — переменный параметр. 
Найти dz. 

Решение. Имеем систему уравнений: 

ках fydy+fzdz+f,dt=0, 
BOS OE EES EOS 

Отсюда 

42 = — Dro Ба рак ty dy fi = ях 

Diz, 9 8х ах + gy dy 8 Бер 7 

х (а — figs) dx а — figs) dy) = — 7 (nde + Indy), 
D (f, &) _ Dif, 8) pls 2) 

me Ре, д, Рид’ Ре, 9. 
133. Пусть и =] (2), где г — неявная функция от переменных х 

и у, определяемая уравнением 2 = х -{ уф (г). Доказать формулу Лаг- 
ранжа: 

дпи дп 1 ди 
— = — aoe 
дут ох Ite (г)) о . 

Доказательство. Применим метод математической индукции. 
Для этого прежде всего покажем, что формула Лагранжа справедлива 
при п = 1. Из уравнения г =х- уф (2) находим: 

дг 92 _ $(2) de | 
Ox 1’ Oy — — 48 (ye . (1) 

Используя эти формулы и равенство и = f(z), получаем: 

aj di 
ди df Oz _ (2) dz ди __df 02 _ 42 
ду az ay dp’ 0х dz Ox dy * 

— у. 1—7. 
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Отсюда 

и = 5, () 
и мы убеждаемся в справедливости формулы Лагранжа при n= |. 

Остается доказать, что из справедливости формулы Лагранжа при 
некотором & > 1 вытекает справедливость ее при К -|- 1, т. е. 

0+1 Ok ди Sot = Flee eye Sh. (3) 

Дифференцируя формулу Лагранжа при n= k, получаем: 

д" +ти oF ди\  д"- 
Spe = реет (ФАН = sa (5p (2 Set): 6) 

Используя равенство = = = (2) 2 = , вытекающее из равенств (1), и фор- 

мулу (2), speospeayeu выражение = о (z))* au Имеем: 

Зо =k в ое 92 SH Oo (et Ok = 
= k(¢ (ei Е. (г) с oe -Е (9 (2))* = Ox о (4) = 

бо % % + 2 (0%) = 
= k(o (ed? 5 & + (Ф (2)! (¢ Sat Fe 5: oa) = 

= {e+ le eps 21% + (yp SE 2 еды. 
Отсюда и из равенства (4) непосредственно следует (3). 

134. Функция г =г(х, у) задана уравнением 

F(x-+ zy", уг) =0. (1) 

Показать, что хо = y oe я, —=2 — ху. 

Решение.  Дифференцируя равенство (1), получаем: 

ах z dy +. Е! dy +. | +в: 
Отсюда 

_ и(2Рь — х2Р1) х(2Рт — yF a) ' de = Дер FoF: dx + OF? OFS) dy, ХЕ! - УР. = 0. 

Следовательно, _ 

92 _ у(2ЁЕ. — х?Р1), Oz _ х(2Еу — и?Еэ) 
дх  х(хРу- yF3)’ 09  у(хР, УР)" 
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Умножая первое равенство Ha X, второе на у и складывая их, убеж- 
даемся, что 

Oz _ у (2 — °F) +x (2Fy — УР) _ 
x5 ety Уби — xFi + УР 

XxFy (2 — xy) + уРь (2 — xy) 
xP,’ + yF3 

135. Показать, что функция г=г(х, и), определяемая системой 
уравнений: 

— = 2— ху. 

х соза -- узпа + шг = f(a), 

—xsina-+ ycosa = f’ (a), 

re a=a(x, у) — переменный параметр и ] (a) — произвольная диффе- 
ренцируемая функция, удовлетворяет уравнению 

3) + (gh = 
Решение. Дифференцируя первое равенство системы, получаем: 

cosa dx + sina dy + (—x sina + ycosa —f’ (a)) da + =Q. В силу 

второго равенства системы, коэффициент при da равен нулю. Поэтому 
. Oz Oz . 

42 = —zcosadx-—zsinady. Отсюда 5, = —2с03а, бу = 2 Sina, 

дг\* дг\* оо 2 2-9 р 
(22) + (©) = 2° с0$° а + 2° $11“ a = г“. 

136. Показать, что функция z= 2(x, у), заданная системой урав- 
нений 

(г —f (а) = (у — а), 
(2 — f(a) Г (a) = ал", 

где а =а(х, и) — переменный параметр и / (a) — произвольная диффе- 

ренцируемая функция, удовлетворяет уравнению р . 5. = ху. 

Решение. Дифференцируя первое равенство системы, получаем: 

2 (2 — f (a)) (dz — f’ (a) da) = 2x (у? — a?) ах + 2x? (ydy — ada). 

В силу второго равенства, коэффициент при da равен нулю, а в силу 

первого равенства, и —a* = = (2— f(a))?. Пользуясь этим, получаем: 

1 а д — | (а д 2 4г = —(z—f (2))dx+ = xy eats 2—7, ЕС (252 f (а)). 

дгдг 2 —} (а) | ху — 
Отсюда вытекает, что 5, By = — .—т@) = 4. 

137. Показать, что функция 2=2г(х, у), заданная системой урав- 
нений 

z= ax + yp (2) + $ (а), б=х- уу’ (в) + У (@), 
где a=a(x, у) — переменный параметр, а o(a) и $ (а) — произвольные 

ифференцируемые функции, удовлетворяет уравнению 02 oz _ (22 | —= Д ; р ру ункции, уд ряет ур ax дв 58%) = 
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Р ешение. Из первого равенства имеем: 4г = аах + зау +(x + 
+ уф’ + $’) 4. Согласно условию, коэффициент при da равен нулю. 
Учитывая это, находим on дифференциал: 

42 = (dx + ¢’dy) da. (1) 

Дифференциал da находим из второго равенства: 

dx + 9'dy + (уф” - $") da =0, da = — way 

Отсюда и из (1) получаем: 

d2z — Че да Г 0 с 
yp” +" ? Ox? yp" + $”? дхду уф”? 

де) 
oy” yp” +p" 

Теперь убеждаемся, что 

O72 Oz 022 (<’)? ($’) " ” 

Ox? dy? (=z) = wer FT Ge tye (У = 0). 

$ 5. Замена переменных 

_ [. Замена переменных в выражениях, содержащих 
обыкновенные производные. Пусть дано некоторое выражение 

4 4? 
w= w(x, у, , в ...), (1) 

содержащее независимую переменную х, функцию от нее у и произ- 
водные от y по х до некоторого порядка. Требуется перейти к новым 
переменным — независимой переменной ¢ и функции от нее и. Причем 
эти переменные связаны с прежними переменными х и у уравнениями: 

x=f(t, u), у=Е(ь, 4). (2) 
Из уравнений (2) находим: 

dy dg , Ogdu d (%) 
dy __dt ot ' Oudt ау _ dt \dx (3) 
dx dx OF 4 Of du’ dx® ах 9 *"* | 

4 ди dt dt 

Используя равенства (1) — (3), получаем 

аи d*u 
w= F(t, Ц, dt’ а ? 

Если старые и новые переменные связаны равенствами: 

M(x, y, Би =0, V(x, у, Би) =0, - (4) 

то, используя правила дифференцирования неявной функции, из (4) 
а dy 4х ad? | 

находим: Е =, ав , ae » eee, а затем вычисляем производные sa 

d*y 

dx?’ 
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2. Замена переменных в выражениях, содержащих 
частные производные. Ограничимся случаем двух независимых 
переменных. В остальных случаях поступаем аналогично. Предположим, 
что нам задано выражение 

АЕ [x, y, 2 (5) 

содержащее независимые переменные x, у, функцию z= z(XxX, у) и ее 
частные производные. Вместо независимых переменных х, y и ‘функции 
2=2(х, и) требуется ввести новые независимые переменные и, и и HO- 
вую функцию и = (и, 9). Переменные и, и, ® выражаются через х, 
у, г с помощью равенств: 

и=ф(х, у, 2), и=фи(х, у, 2), ш=х(х, у, 2), (6) 

где функции х, ф и у достаточное число раз дифференцируемы и 

р ($, $, © 
D (x, 9, 2) 

Для решения поставленной задачи достаточно выразить аргументы 

‚ с, 5, .... С этой целью запишем диф- 

dz 02 
> Ox’? ди’ 9 

+0 в интересующей нас области. 

функции F через и, v, м 

ференциалы равенств (6): 

= 2 9$ | 02 du = dy + 2 dy + о (22 ах + 2 dy и), (7) 
a ay ay [д 02 отделен) (8) 

Ow Ow С 
dw =F du +S? do = +5, У+5 ох [2 ax +7 ay). (9) 

Заменяя в последнем равенстве du и dv их выражениями (7) и (8) 
и приравнивая коэффициенты при dx и dy, monn CHCTeMy: 

ди [9% , 0$ 9 (3 av a) 3 OX dz 
ae (38 - 92 ox +5 - 92 дх + 

>. do , Oy ог) о (34 ф , dy a). ¢ OX Oz 
Ou (22 4. ду +5 T 3 Oy + Oy’ (10) 

. Oz Oz 
Из KOTOPOH находим ox И dy’ 

Owdp , dwdp 0% дд | dwop 9% 

Oz _ ди Ox "ди дх Ox dz du dy | ду oy (11) 

dx dw de | Ow oy oy 0008 000 0 
ди dz "0002 Oz ди dz ' 0002 az 

Частные производные второго порядка определяются из равенств, полу- 
ченных в результате вычисления первого дифференциала от уже най- 
денных производных первого порядка. 

Аналогично производится замена переменных и в случае, когда но- 
вые переменные связаны с прежними переменными равенствами: Ф, (и, 
VU, W, Хх, Ц, г) =0, Ф, (и, у, w, x, y, г) =0, Ф. (и, у, w, xX, у, д = 
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В частности, если x = [(и, v, и), y=gu, v, w), z=hA(u, v, w), где 
функции f, g и A достаточное число раз дифференцируемы, поступаем 
следующим образом. Используя инвариантность формы первого диффе- 
ренциала в равенствах: 

= 2 (Я du + do + Я [ешо ав} + 

+55 (3% pee Ma о] = Shu + St dv + 

+ [9 du 4+ 3 dv), (12) 
сравниваем коэффициенты при du, du и ~— систему 

dz [Of Of dw дг [де , Og Ow) _ oh Ow 

ог [21 - де ди, ди [и = — at Soon ’ (13) 

‘a Of Of Ow д2 [05 , Og ow Ooh ди 

ое (2 + FS) 4 98 (28 4 8 oe = thew 

Й 2 и 2? как нкции и % из которой находим 5, ду К функц an 5, * 

138. Преобразовать уравнения: a) ии” —3y"=x; 6) ууу — 
— 10y’y’y” + 12у"* = 0, приняв y за новую независимую переменную. 

р Решение. Согласно правилу дифференцирования обратной функ- 
ции, имеем: 

Ах 

ау 1. dy а (№) = па/! dy? | 
ах dx’ ах dxdy dx dx dy | dx ПЕЙ, 

ау ау dy \4у (4) 

ах азх 3 [4 

d’y _ 14 [4%\ _ 11а dy? dy? dy dy? 

а = dea 4х3 dx) 
i ay (в) | 

d3x dx (=) 

Фу _ 1 a (#4) | df dytdy "`` \dy?} | _ 
dx* ах dy \dx3} dx dy ах\$ 7 

i ay (a) 
d (@) d3x d2x dx (3 $] 

dys ау) Г '° dy dy2 dy? а 

dy d*y dy у 
Заменяя в равенствах а) и 6) производные |, Ta, дз И qa ТОЛЬ 

dx 
ко что вычисленными их значениями, получаем: a) ait ЧЕ = 0; 

139. Преобразовать уравнение и” + = у + у=0, приняв x за функ- 

цию И {= ху — за независимое переменное. 
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Решение. Дифференцируя равенство [= xy, получаем: di = 
t 

= хау + ydx. Отсюда и из того, что y= >, находим: 

ау _ | 
4 dx x* (1) 

dt 

Вычисляем вторую производную: , 
d*x 

4у ddy ld | t\ _ а 2 4 2 (2) 
dx? dxdx dxdt} dx |  “[qy\3 ож. 

ai © а 
d*x 

Из условия задачи и равенств (1), (2) окончательно получаем: —> — 
dt? 

3 
—t() = 0. 

Вводя новые переменные, преобразовать следующие обыкновенные 
дифференциальные уравнения: 

140. ху’ ху +y=0, если х=е. 
Решение. Имеем: 

dy _dydt Та 14 -sdy 
dx dtdx dxdt edt ° dt? 

dt 

ау = е— 4 (e-* ay) e—4t (a — if . 
dx? dt dt dt? dt 

Заменяя в данном уравнении x Ha e’, производные у’и у” — вычислен- 
421 

ными выше их значениями, получаем: at y= 0. 

3? 

Решение. При x0 имеем: 

141. = если ¢ = In| x]. 

ау _dydt _ dysgnx 
— = —_—_ 

| 
ах аах dt |x| «x 

y Фу _ 1 a (42) 1 fd?y аи). 
dx? x dt\x dt} — , 

dy та 4, (G4 —#)) = 5 (4 — #4 49%) 
dx? x dt\x?\dt? 4 ав dt ЧЁ)“ 

Таким образом, данное — приобретает ВИД: 

ey ae 2 — by = 0 
dt 3 on | 

142. (1 —x*) у’ —ху’ +n’y =0, если x = cost. 
Решение. Вычислим производные: 

dy _ 1 dy _ 1 dy 

ах dxdt sint dt’ 
dt 

d?y _ | ‘ Е 1 4 cost dy 
dx? 9114) sintdt/  sin®¢df  sin®t а’ 
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Подставляя их в данное уравнение и заменяя x Ha cos/, получаем: 
а?у 2 
at? + Wy = 0. 

143. уу the + y =0, ecm x= ша 
Решение. Имеем: 7 

de de’ dt = SINE 

dt 

#4 — sint 4 (sint 4) = sin?t Dt + sint cost $4. 

А так kak thx = —cost, =~ = sins, TO 

п , т? о; [ 42 2 у у Шх- ху = зп (4 + my) = 0. 

Отсюда ot + my = 0. 
x 

_ -> | ри) 

144. y"+p(x)y’ +q(x)y=0, если y=ue *  ., 
Решение. Находим производные: 

x 

—~+ | р(Е)Е _ + | (ЕЕ 
x (x) dy _ du ? р (x |. Е р (x) “) 

dx dx° 2 (ue у ~~ \dx , 
x 

== -5- | p(E)dé 
4?у _ [а?и ,du udp , up? 9) 2 J 
4 = (4 — ааа Ета je * 

После подстановки их в уравнение получаем: 

4? 2 1 , 

4 +(q%) —2® тр (x))u = 0. 

145. ху” + xyy’ —2y?=0, если х=е и у=ие*, где u=u(). 
Решение. По формулам (3) п. 1°, имеем: 

du of 

dy _ & + 24) ° __ (du i 
dx et = щи + 2use, 

d wy) d?u du | , 

dty Ш (3 (i teat au gy du 

dt 

Тогда уравнение запишется следующим образом: 

4? а Gr (и -- 3); + 2и = 0. 
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146. (1+ %*)?y"=y, если x= tgi u =, где u=u/(t). 

Решение. Аналогично предыдущему примеру имеем: 
и’ cost+usint 

ау _ cos? ¢ os . 
qe =u cost+usinf, 

cos? f 

42 и” cost —u’ sint+u’ sint+ ucost , 
= т == (м” - и) cos’ &, 

cos? ¢ 

где и’ = Е. . Следовательно, — (u” + и) cos? t = <j ‚ или и” = 0. 

147. и НУ -У)=0, если х=и-+Ёи y=u—t, где 
и=и (1. 

Решение. По формулам (3) п. 1°, имеем: 

ау _u'’—l1 4 _ 1 (ии — (ии ut” 

ах ш +1? ао u’ +1 (и? + 12 = Gi Te? 

где И’ = ae Подставляя эти выражения в уравнение и заменяя в нем 

x ии соответственно на и+-Ёи u—t, получаем: и” + ди (и’)з = 0. 

148. у" — лу’ ху’ —y=0, если x= я иу= + ‚ где и = u(t) 

Решение. Ilo формулам (3) п. 1°, имеем: 

аи 

п 
ау _ te du 
т ag 

В 

а (22) 
42, dt dx} _ *( Фи du a) 3 42и 
dx? dx Г Cie at a =O ps 

di 
d (#4) 

dy dt \dx? o{ 43 du ed) 
dx? dx ee Se + 30S). 

di 

Таким образом, данное уравнение принимает вид: 

Зи d*u , du 
oO + (34+ 1lhatq|]=?. 

Ay 149, Преобразовать уравнение Стокса у” = Ga (gb Полагая 

х—а 
и= — {= п | и считая и функцией переменной {. 

х— 6’ х— 6 

Решение. Из формул преобразования при — > 0 находим: 

__,_ (a—djet __p,__a—b _ (a—d)u 
а и, * Ще, 9 Toe ° 
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Следовательно, 
Ау __ Аи (1 — её} (1 

Gate = a — Hye ) 
Находим производные: 

dy 
dy _ at _ аи 

dx dx @ Пи и, (2) 
dt 

ое d*y _ аЁ\ах] _ dt? dt 
dx® dx (а—6её * 

dt 

Сравнивая равенства (1) и (2), после упрощений получаем: 

4и _аи _ Аи 
dt? dt (a—b)? 

Аналогично поступаем, если < 0. 

150. Преобразовать уравнение (1 —x’)?y”-+y=0, полагая x= 

р где u= u(t). 

Решение. Дифференцируя у как параметрически заданную функ- 
цию переменной Е, находим: 

= ША y= 

u'’cht—usht 

oY = a =u’ cht—ushf, 

ch? 7 

ot een (и" — и) ch? t, 

ch? ¢ 

Отсюда и из условия следует: a = 0. 

m Uf 3 п t 2 

151. Доказать, что шварциан S (x (1)) = ие ~4(F9 не меняет 

ачения при бно-линейном преобразовании — а т? своего зн pH дро реобр y=— а 

(ad — bc + 0). 
Решение. Имеем: 

‚_ x’ x" 2cx’? \. 

yf = (ad — be) eee и = (ad — [ты 
x" Bex’ x” 6c2x'3 

y” = (ad — 0) a — em + Gem) 
Отсюда 

и” 3 у" 2 м" бсх” 6c2x’ 2 3 (z _ 2cx' } _ 
S(y()) =a — (2) = Tata т Gate? ~T\ аа! >



x” 6c? x! 2 3 (=) бсх” _ 6с?х'* _ 

2 \x’ cx +d (cx + а)? x wate 2\x 
и 3 и \9 

= 2 —3(E) 50). 
Преобразовать к полярным координатам г и $, полагая х = /со$Ф, 

y=rsing, следующие уравнения: 
а x 152, Y 244 
dx х— и’ 

Решение. Используя формулы (3) п. 1°, находим: 

dr , 
dy dg INP + 1 cos¢ 

dx — 47 о —rsin С) do ? ф 

Следовательно, 

dr sin » + rcos 
do ¥ ? __ cos ф- sin $. 

7 0089 — sin ¢ cos p— sine 

’ dr 
После преобразований получаем: дв == Г. 

153. (xy’ — и = 2ху (1 + У”). 
Решение. Используя равенство (1) предыдущего примера, по- 

лучаем: 

r'sing-+rcosp „о y= 2: (5 тег), 
[а rsing) = 2r'sing cos@ |1 r'cos¢—rsin® 

1 — sin 29 72 2. Отсюда Г* = — =. Dep 

154. (x? + y’)? y” = (x + yy’). 
Решение. гиференциру» равенство (1) из примера 152, получаем: 

_ BW) (y’) p21. 20772 рр" ‚ау cr 

у = ах (r’cos@—rsin 9} y= 

4$ 
73713 

Так как (х?-| у)? =, a (x + уу’) = то данное 

уравнение запишется в следующем виде: 

74 (r? 4 27’ 8 — гг”) __ 37/3 

(r’ cose—rsing)®  (r’ cos¢—r sin $}3 ? 

(r’ cos ф — гзш $}3 ? 

г’ cose —rsing = 0, 

или г (7 + 2"? — гг") = г. 

155. Кривизну плоской кривой К = | Yxx | 
3 выразить В поляр- 

"2 

(lb y)? 
НЫХ координатах ГИ Ф. 
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Решение. Используя выражения для y’ Wy”, записанные в по- 
лярной системе координат (см. примеры 152, 154), находим: 

r? -|- 2.’ — rr” | 

К = (r’ cos p — rsin $)3 

г’ sine+rcos¢)\” (+(e) | г’ cos@—rsin 9; 

prt 27/8 — гг” | 
5 3 (r’ cos —rsing =2 0). 
2 2 (г) 

156. В системе уравнений 

а 
Ах у), $= У) 

перейти к полярной системе координат. 
Решение. Дифференцируя равенства х = гс0$$Ф, y=rsing nof, 

получаем систему 

а а а dt dr. 
x “COS @ — rsing St, j= sing + rcos¢ 5, dt df 

из которой находим: 

41 dx dp | dx 
dt “Feosp + sing, м я у cos). 

ах 3: 
Учитывая, что 2 — =rsing + kr® cos 9, = = —rcos¢-+ kr’ sing, окон- 

чательно ‘находим: 4 i= = kr’, = — —], 
2 d2 

157.  Пеобразовать выраженйе W = xo — yo вводя новые 

функции г = Их? - у, o= arctg 4 . 

Решение. Дифференцируя равенство ф = arctg =. ‚ находим: 

„Чи ах 

dp__ at 7 di 
dt хе у? ° 

а 
Отсюда г? хи — — yo. 

Tlucybepenuupys последнее равенство, окончательно получаем: 

4 [ 24$) dy dx 
ral if) = xT Ув © 

158. В преобразовании Лежандра каждой точке (Xx, 1 y) кривой, у = 
= и(х) ставится в соответствие точка (Х, У), где Х =и,, Y = xy'—y. 
Найти У’, У’и У”. 

Решение. Считая х параметром, находим: 

dY 
dy ах Ри _,. 
ах dx у" 

ах



ax? ах yh} axs— ax ил #9 
dx dx 

Вводя новые независимые переменные & и чт, решить следующие 

уравнения: 
Oz д2 

159. 5х = ay? если §=x+yuy=x—y. 

Решение. Имеем: 

Oz сгдч _ 02 02 

dx я = ЕР а 
92 _ 0208 | 920% bebe 
Oy o&cy ' dndy O& On" 

02 C2 _ 5 Oz 02 _ 
Отсюда д ey = 25, = = 0. Таким образом, решая уравнение т = 0, 

находим 2=5 ($), или 2=o(x-+y), где х — произвольная диффе- 
ренцируемая функция. 

160. и хо. =0, если §= xX H ТИ 

дг Oz 02 
Решение. Вычисляя производные Ay = ei 2 | 02 i 2х у = бт ° 29, 

02 pac 
находим: Ys — хо, = = y2 Е —= 0. Отсюда г = (1), или z= 9 (x? + и’), 

где » — произвольная дифференцируемая функция. 

161. asthe 1 (@=2 0), если §=x wn n=y— bz. 

Решение. Имеем: 

Oz _ 02 , Oz Oz\ Oz _ 02 Oz 

02 02 дг\ * az _ ay . 
Отсюда Е GE 1 +В ог) д (1 + 5b Подставляя найден- 

1 
ные производные в данное уравнение, получаем: Е = -—. Из послелд- 

него равенства находим 2 = ы $ (1), или z= -- -$Ф (и— 652), где 

ф — произвольная дифференцируемая функция. 

162. хо и = 2, ели &=хи Y= 4, 

Решение. Находим частные производные: 

Oz Oz 02у 02 _ 021 
д OF Onx®’ ду On x’ 

Таким образом, уравнение представляется в виде iS =z. Отсюда 

z= & (1), или г = xo (+), где х — произвольная дифференцируемая 

функция. 
Принимая и и UV за новые независимые переменные, преобразовать 

следующие уравнения: 
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163. хе у + y?= = ху, если и = шхич= In(y+V1 у’). 

Решение. По правилу дифференцирования сложной функции, 
имеем: 

дг _ 02ди , Ozdv_ oz 1 
дх — dudx Г dvdx дих’ 

(x + 0). 
Oz _ Oz Ou , д2ду _ 02 1 . 
ду 0иду ' dvdy бути’ 

Используя эти равенства и TO, что х =e“, у = зВо, из условия полу- 
Oz , Oz и 

чаем мт sh v 

164. (x+y e—e—)Z = 0, если u=InVx?+y и v= 

= arctg 4. . 

Решение. Аналогично предыдущему имеем: 

des oye, ey ЭНЕН 
дх 2-1 0и xP? av’? Oy x*?@+ty? au! 2+ yO" 

Подставляя эти выражения в данное уравнение, получаем: р: — 2-0, 

165. cSt yg =.+ Учи А, если и=- и v=2+ 

+Ve4+y42. 
Решение. Имеем: 

х-2 02 
Oz, Ozu, 0200 _ a | Ox 
Ox дидх ' dvox x? du Verge | ox до! 

Oz 

г _ dzdu , д200 _ 102 УТ 2a, az | de 
ду dudy добу x du \ Vaca + ay) do" 

Отсюда 
у Oz x 02 1 oz у Oz 

ae Жди Го 200 0 _ x da! o—2d0 
Ox Ги 92 > oy [9 92 ° 

U—z du и— 20 

2 2 2 

Таким образом, данное уравнение представимо в виде ~ Ty re x 

Oz дг | 
K 5 = 5, ИЛИ дю 9 

Oz Oz x __ 2 — 4 166. Xa Ya, = a если и= 2X — 2° HU=—. 

Решение. По правилу дифференцирования сложной функции, 
имеем: 

Oz 02 [ 002) 021 И 02 
|| 22) +S (4 Е 
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Отсюда 

002 1 02 
Oz _ ди Oz _ z Ov 
Ox Oz, y Oz’ oy Oz, yoz° 

Г 22 и Раз 65 Г 22 ор Г 2506 

Тогда данное уравнение запишется в виде: 

Oz , Y Oz 

2x aa ro _ x 
Oz, yor 2° 

ит Op 
о И x u+ 2? . 

Полагая здесь 2х =и--2, = =v, = 577» После упрощений 

Oz zu+t 2? 
получаем: = 

do v022—u (И = u). 
167. Преобразовать выражение 

Oz Oz о A=(z+ ++) — ее, 

‚ Приняв за новые независимые переменные 

Е=иу- ге *, ц=х- ге". 

Решение. Из системы 

(1) 

Oz _ 02 —* 92) 1 о: —y 02 -¥7) = [1-е Е Ра \e e #2}, 

полученной в результате дифференцирования 2 как сложной функции, 
находим: 

02 
— — —у-^ 

dz ЕГО 0. 08 an 
0% yg Oy OZ? OY | ох 02 _ оу 2 

0 On 5 Oy 

Далее, путем простых преобразований получаем: 

(z +- e*) (% — ze * 2) + (z+ г?) (2% — ze ¥ 2) 
— On 0 og On} __ (22 — ert) = 

| тех 92 gy 02 

08 On 

—_ erty — 22 —.02 -ид2 } 

[en 02 — си 02 ие м0), 
on 

где x и у определяются системой (1). 
2 

.68. Преобразовать выражение A = (22) + (% 

y= > (м? — 9"). 
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Решение. Дифференцируя г как сложную функцию, получаем 
систему 

д: _ 020х , дгду _ Oz Oz 
ди — дхди | dy Su dx? © dy 
Oz _020х | Ozdy 02, 02, 
дю oxouv ' Oydu 9х oy’ 

из которой находим: 

4) dz + 0: u Oz —v 02 

Ox Ш д + # 0). 

Следовательно, 

дг дг\* дг 2)! (22) ( a2) 
A= ние] + (u% 0% — lea) т 65 

— (из + и?)? _ u2 +- y2 ° 

169. Преобразовать уравнение («—2) 2 + и = 0, приняв х за 

функцию, ау и 2— за независимые переменные. 
Решение. Запишем равенство (9) п. 2°, полагая в нем и=2, 

v=y, ш==х. Получим: 
Ox [ Oz Oz Ox 

Сравнивая коэффициенты при dx и dy, получаем систему 

Ox Oz Ox dz , Ox 
1 = Son? Oo = деду К ay 

из которой находим: 
дх 

02 1 0_ 0 
ox 0х’ Oy 0х’ 

Oz Oz 

Данное уравнение преобразуется следующим образом: 

y Ox 

x—2 ду _ Ox x—z 
дх Ge =O ИЛИ ay y (y + 0). 

Oz dz 
д 

170. Преобразовать уравнение (у — г) 2 + (y+ 2) iy = 0, приняв x 

за функцию, а u=y—z, и=у-г— за независимые переменные. 
Решение. Полагая в равенстве (9) п. 2? ш=х, и=у— 2, US 

= у +2, имеем: 

дх Oz Oz Ox Oz дг 

Сравнивая коэффициенты при 4х и 4у, получаем: 

Ox Oz , Ox OZ, _ Ox  Ox0z , Ox , Ox OZ 

l= — aud Год} ° 
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Отсюда 

Ox , OX 

dz Oz _ би Г 5% 
Ox ox Ox’ Oy | Ox Ox’ 

du ди dv ou 
Ox , OX 

— 

Oz д2 _ и ди ' dv _ 
тит =a oe бд ax 

dv ди dv ди 

После упрощений окончательно находим: 

Ox , OX u Ox , Ox 

ини (050, я) 

дг\* дг\* 
171. Преобразовать выражение А = a -- ay)? приняв х за 

функцию и и= xz, о = уг — за независимые переменные. 
Решение. Аналогично предыдущему имеем: 

_ Ox dz dz дх dz dz | 
dx = (ede + x dx + x Е dy) + ох (2 dy + уда + 5, YY . 

Ox _ Ox 
Для определения a, И 5, Получаем систему 

Ox Ox Oz Ox 02 

b= 25 К Хоидх + Удо oe? 
Ox д: Ox Ox Oz 

O= KF oy + 2a TY do ay" 

Отсюда 

Следовательно, 

2 names (PB) AK хи хи lar) + |5. (= ое 0] 

x4 (u Ox о ax) YOu ov | ди ' ~ dv 

172. Преобразовать уравнение С. ++ 5. + > = 0, полагая & = x, n= 

=Y—KX, Е =2—х. 
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Решение. Дифференцируя и как сложную функцию, находим: 

_ ди ди 
— ——_ — ae - — -— 

du , Ou , Ou Следовательно, 5 + 5 +> 

du du _ du du _ du 
ac’ dy On’ Oz 09’ 

ди 
x = 0. 

173. В уравнении 

ди ди ди 
(уг и На ут У-Э у; =xryte 

ПОЛОЖИТЬ: © = X — и, м = у-и, и =z2Z—U. 
‚ ди _ ди | дидл , ди 4% 

Решение. Имеем: = = 5 5 + in Ox + а 5, + Отсюда, пользуясь 

равенствами 

ИК. ИН 
ax © (1 dx)? Ox ° dx? On | Ox? 

находим: 
—= ди 

ди _ 0 

Ox 20 | jn OU | „60 
ire 08 те мг? 0% 

Аналогично 

ди ди —1- —_—^ 
ди _ é On _ Ou бт 
ду Е OU | Ou , Ou ’ Oz Е OU | OU, ди 

1 е ae + e те x 1-е ЕТ at? + 

ъ ди ди ди 
Используя найденные выражения для >, бу И gg» а также равенства 

хуи г = Зи - е: е-е, уе-+и=зЗи-е- её, 

хи = Зи + ее, xtytu=sute +e, 

из исходного уравнения получаем: 

ди’, Ou , ди И On Е C — aE На На tou +e +er1te=0 

ди ди ди 

Перейти к новым переменным и, 9, W, где ш= (и, Vv), в следу- 
ющих уравнениях: 

Oz Oz, - __ 49 2 i | __ 
174. Y 5, —* 5, = (9 —*)2, если u=x°+y', v= у, w= 

= Inz—(x+y). 
Решение. Пользуясь формулами (11) п. 2°, получаем: 

Ow Ow 1 Ow ow | 

a би фт! ew TT! 
Ox” | до ] ° 
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Следовательно, данное уравнение запишется в виде 

Ow yz 0w Ow , xz0w _ 
2xY2 = — vax, | 52 — 2ХУ2 a Нед — 2 = (y — x) 2, 

„ OW 
или после упрощений 5, = 0. 

Oz Oz | 1 | 1 2 2 Що oe о — 175. x° = an РУ ay = 2’, если и=х, оу, w=;3 Pa 

Решение. Применяя формулу (11) п. 2°, находим частные про- 
изводные 

Ow | ow | 

ee mt а 5 a _ 
Ox Л 0 [| 

ge 2 

Ow 
подставляя которые в данное уравнение, получаем > = 0. 

176. (xy —2) 5 P+ (l-YF arty, если и = уг —х, v= xz — у, 

w= ху — 2. 
Решение. Используя ту же формулу, что и в предыдущем при- 

мере, находим: 
| Ow Ow Ow 

dz до Oz _ au ~~ * 
Ox = ow > Oy 05 dw . 

ди УР et! , ди + 5”! 

Отсюда и из данного уравнения получаем: 

ди dw о ди ди 
ail ate eda 4 24 | 

= xX -+ y2 
ee y+ = x +1 

Ow 
или, после сведения подобных членов, >= 0. 

Oz 22 Oz Oz — ye”, y= vew __ 
177. (x о: + (y%) = ax oy? если х = ue”, y= де", BO. 

7. w Ow 
Решение. Для определения ри 5 как функций от a, И 5 

запишем систему (13) п. 2°: 

Oz Ow Oz Ow Ow 
2 (1 +2) 4% a = (1+9) т, 

Oz Ow Oz Ow Ow 

Ox“ du +2 (1 + 092) = (1 + ) бо 
Отсюда 

Ow Ow 
de bu dz _ (1 + @) 5 

ox 7 9 ow > oy dw dw ди dw’ 
Lue bos + wo au 95 бы teas ду 
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Таким образом, в новых переменных и, ии W данное уравнение 
имеет следующий вид: 

ди\* ди \* до Ow w ue w a 222 2 (ue (1+ a) 22)" 4. (v6 (+) | _ we Aa jo ET w) 

Ow Ow dw ди\* ди dw\* ) 

(неее 4 0 9 + wo $2 2) (1+ 92 обе 4 aw Oe 

дш\* , ¢ 
или после упрощений [и о + (о ое = Waa 

178. Преобразовать выражение 

х— и 
А= de 02’ ХУ, 

Ox oy 

полагая u=InVx?+y?, v=arctgz, w=x+y+2, где ш=ш (и, V). 
Решение. Пользуясь формулами (11) п. 2°, находим частные 

ные 22 и 57; производные 5, И у, : 

dw x, ow yy 
д2 _ ди © - у? д2 _ ди xP +? 
0х 1 ow >a i'd 0% | ° 

1 + г? ду 1 + 22 du 

Подставляя их в данное выражение, получаем: 

11 ow 
A= х— и — 1 + 2? dv 

x Ow у ow 1 ow ° 

ау? ди e+ you = x+y? ди 
1 dw 

Е 22 0 — 

| 
Поскольку x? -+ у? = e*, гра = cos? 0, то окончательно имеем: 

ди 
179. В уравнении cE НУ te 25. U + = Е ПОЛОЖИТЬ Ё = 

® 
|<
 

=, 6 =2, ш =, где ш=ш(Е, 4, 9. 
Решение. Испбльзуя свойство инвариантности первого диффе- 

ренциала, имеем: 

_ dw £0 y dz ди 
dw = с =e )+# Е ie) ee 

> dz + — ах dy y+S dz). 
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Сравнивая коэффициенты при dx, dy и dz, получаем систему 

Low 1d 
2 0% =z Ox’ 

dw 1d 
zon 2 dy’ 

x OW у Ow OW _ u 1 ди 

FETA TH AT TKR 
из которой находим: 

ae — ——ы — —— i ——— 

= ди ди Ow ди _ и x Ow y ow | , ow 

Е’ dy On’ Oz 2 2 0 2 01 0c * 

Пользуясь найденными производными, данное уравнение преобразуем 
Ow 

К виду а = fy. 

Преобразовать к полярным координатам г и 9, полагая х = rcosg, 

y=rsing, следующие выражения: 
ди ди ди\? 

180. а) Хо Yay? 6) w= хо Е В) = (5) -- 

+) Oy} * 

Решение. Имеем: 

ди _ дидг , дидф ди — 0407 ди дф 1 
Ox Ordx Г дъ0х’ ду Or dy ' dpdy' (1) 

OF Or 9 Or 
Производные ax? Ox? dy И 3y находим из систем, полученных в резуль- 

тате дифференцирования равенств x = 7 с0$Ф, y=rsing по x H y: 

Or ; дф дг . OY 
TSF og TSG ae СК 

0=singS + reos¢ 58; ; = @ “4+ reos¢ 5 

Отсюда 

Равенства (1) запишем в виде 

ди _ ди дизтф ди _ ди. ди cos ф 
dx dr 8? р ду — ar SING 1 9% ae (3) 

Таким образом: 

. ди i 
—rsing ar 203$ — 55 

5. cos 5+) — ди. 

а) w =rcos¢ [2% sing + $ 

__ ди дизт ф 
yw = rcos¢ (9% со5ф — 348 J+ rsing (% sing + = 

__ (du dusing \* , [ди ди cos cose) — (x + (24) 
2) w= (Fi cose — FE) + (FH sing PT oer) =\ar) Tle) ° 
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_ ди | ди. = 3% би pO. yy 181. a) w= Fa Ро, 6) w=x? Ну У Soy + Y aye? В) w= 

ди ди ди ди ди ий Oxy A 208 — lO on 
= Ye — 2 Fay TY ap (x ax ГУ ‚2: 

Решение. Дифференцируя равенства (3) и используя равенства 
(2) из примера 180, находим: 

Ou д [ди\ дг д (9и\ 0$ _ д*и ди sin? $ ди cos фзтФ 

oe = (5 (и = ae COS) РТН 
д?и sin? 9 | 

ди д [ди ди\ дФ _ д?и о cos e sin 9 
дхду Or ВЕ д Oe о (3) 2 ду — are COS $ SiN — +5 as = x 
in2 —_ 2 2 i sin? $, — с03*ф  dA*ucos sing , 

? г? Og? г? 

ди _ д [ди\ 0 д [0и\ 9$ _ ди; о ди cos? $ ди COs $ Sin 

ay = 5. (а 5) = д Ри оп т 
д?и cos? $ 

+ 32 Oe re * 

Ha основании этих равенств получаем: 
0, Lo 1M, 6) п дм. Dy Ou 

a) WwW — a r or r2 Oy? 9 Or 2 ’ O92" 

182. В выражении | = ди до __ du dv сделать замену xX = гс0$ 
P — дхди dyax “^ у += ф, 

y=rsing. 
Решение. Поскольку (см. пример 180, равенство (3)) 

Ou OW ogy — Musing _ Woo. __dusing 
Ox Or OP? — Bor бк Oro? der ? 
ди _ ди Oucos?, 09 _ 4. ду с0$ $ 
ay ar + 957? ди ИФ - 6 Г’ 

l= (ude био 
TO 1 = др d9 dr)” 

ди о ди 
183. Решить уравнение эп = @`5=, ВВедя новые независимые пе- 

ременные & = x —at, д = х-| аё. 
Решение. ме: 

си _ ди ди On 
ox + =& an 

ди д [ди ди\ on _ д?и 
д? OE 3 (2) дх T д dn \д о (5 ЗЕ x г + 2 oe ae + д? 

7 ди дЕ ди On 
=a RT —ах аз, 

tu 8 д [93 ди )\ On gq? ot о ди о 0?и 
ar 2 (2) & +2 (% ) = ag — 2 9 TU д. 
Таким образом, данное уравнение принимает вид 
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Отсюда последовательным интегрированием находим: `. | 
x =f), и= | 19 4 +9 (1) =э® ++), 

где $ (5) = | i (5) 4 и $(1) — произвольные дифференцируемые функ- 

ции. Возвращаясь к прежним переменным, окончательно получаем: 
u(t, х) =9(x —at) Е ф(х + al). 

Приняв ии U за новые независимые переменные, преобразовать 
следующие, уравнения: 

072 072, Oz , 
184. 2 sat oe — a Ра + ay = 9% если и=х-2и +2, v= 

=x+—y—l. 
Решение. [lo правилу дифференцирования сложной функции, 

находим: 

дг _ дгди , 920% Oz Oz 

Ox дидх T 35 дх ou Tp 

972 _ 09 [92 дг\ ди _ 022 022 022 
дх* Ou (22) 2 Ox + до о (2) дх ou? +2 диду + д? ° 

Аналогично находим остальные производные: 

Pe 90% 4 92 д? д°2 02 _ 002 _ 02 92 402 922 022 
дхду ди? ' dudv 00’ ду “ди dv’ dy ди? `дидо > 90? ` 

Подставляя вычисленные производные i ove уравнение, после све- 

дения подобных членов, получаем: 3=—- indo 42 о = 0. 

185. (1 +) S24 (1 +) 55 +x F + 99: =0, если и = Ш (х + 

-ИТ- 22), v=In(y+VI+y). 
Решение. Аналогично предыдущему примеру находим: 

Oz Ozdu Oz 1 
— = т -- 

Ox Oudx дут x’ 

д? д (Oz dz а 1 _ 02 1 dz x 
Ox? Ou (52) get acae( VS —=) = дит -- хз Ou VW (а 
дг _ д24у _ Gz | 
oy du dy — 9 Ут’ 

д?2 _ д [д2\ 49 , dzd 1 02 | Oz y 

дя — в) a way (TE) art yd VIF ys 
2 2 

Следовательно, уравнение преобразуется к виду с = a === (), 

02 
186. sata = 0, если U=app = ия. 

Решение. Имеем: 

дг _ д2гди , OzOv_ 02 и — x? 42 Oz 2ху . 
дх дибя + 35 д0дх ди (ХР 92)? Г du (x? + y?)?? 

0-2 0 (22) 2 о (92) ® до _ 022 (у? — х?)* 02 4ху (y®— x") , 022 
Ox? ди\дх/ Ox + до \дх/ дх ди? (x? + y?)4 " Gudu (x? + y)4 95? 
4х2? Oz 2x (х? — Зи?) Oz 2y (у? — 3х?) 

у T ди (x? - у) у x 
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Аналогично находим: 

9г _ _ 02 __2ху + 52 у? — x? 

dy u(y Oo OB Y)®? 
OPz _ 0*2 4x? у? O?z 4ху (у? —х?) , 022 (у? — х?)? 02 2x(x2—3y*) 
dy? ди? (A YA Oud (PY) TOT) Ue TYP = 
Oz 2y (у? — 3x?) 

Ou и 
022 , O72 

После этого данное уравнение принимает вид 33 Г доз = 0 

022 072 1 oz -- 
187. 53 — Ида = TH (y>0), ecm u=x—2Vy,v=x+2Vy. 

Решение. По правилу дифференцирования сложной функции, 
имеем: 

д2 0дгди , д2ду 

дх — дидх Гдобх — о +9 05; 
oe = 3 (% du д a2) ® — 02 Oz , 

( Ox ди? +5 до? а 2 Qudv ’ 0х? du \dx} dx ' du \dx 

dz dzdu | дд dz 1 oz 
ди oudy ' dvoy ди V7 OW y’ 

022 д [dz dv Oz ,d0z\0/1)\_ 021 072 
о ди Г: ду Г do (2%) dy F (— uae) ду a, = gui y 205 Х 

д*г 1 , dz 1 dz 1 
x - ~+ = 

до? ди 2уУу 42,Уу’' 
Заменяя в данном уравнении частные производные их вычисленными 

072 
значениями, получаем: > = 0. 

022 072 x aa 2“ — — — ^^ 188. да — У и = 0, если и = ху, 7° 

Решение. Поступая так же, как и выше, находим: 
дг _ 02 Oz 1. 0*2 _ y? 02 1. 
dx oud Y + 5 Quy’ ox? — = Say + 2 дид5 waa + доз Ov? у?’ 

Oz Oz Oz x. 022 _ 02 о 072 x? ate x2 д22х 
ду du doy? д: — ди 2 дидь ив oe yt | dys" 

O22 1 Oz 
Таким образом, уравнение преобразуется к виду 9095 Ondo’ 

189. С помощью линейной замены €= x+y, п=х-Л№у пре- 
образовать уравнение 

д?и д?и ди _ 
Axa + 2В 55, + Сор = 0, (1) 

rie A, Ви С — постоянные и АС — В? < 0, к виду 

д?и 

Найти общий вид функции, удовлетворяющей уравнению (1). 

262



Решение. Вычисляя частные производные 

ди _ ди. ди _ ди д?и ди. 
Ox = +5 т, ca Og? д=0т т о 
ди _ ‚ би Oru 2 д?и 2. 
oy = hy 4% ir hos se ~~ 0 My и 9 Ze we — 1А2 +a On? Ло; 

ди Ou) 
дхду - д hy + = =n — (hy + ho) + о <A 

И Подставляя UX B a (1), получаем: 

(СА + 2Bh, + A)? ot ++ 2 (Cry ho + B м + ha) + A) и sont 

+ (Ch? + 2Bry -+ A) 2 xa = 0. (3) 

Если №; и Ag являются корнями уравнения С»? -- 2ВХ + А = 0, т. е. 

hie = —3 = ув -— AC (С #0), то в уравнении (3) коэффициенты при 

vs и iat обращаются в нуль. Поскольку АС — В*<0, то Хи -2), 

и С». + ВО + 42) + А=0. 
Следовательно, уравнение (1) преобразуется к виду (2). Решением 

его будет функция (см. решение уравнения (1) примера 183): и = 
= (& (1). Возвращаясь к старым переменным, получаем: и = 

= 9 (x + №19) ++ + dey). 
190. Доказать, что уравнение Лапласа Аг = с : 2 92 ет. —( не Me- 

няется при любой невырожденной замене переменных X =ф (и, 9), 
у=ф(и, и), удовлетворяющей условиям: 

ди dv’ dv ди‘ 

Решение. Дифференцируя г как сложную функцию и исполь- 
зуя условие (1), получаем: 

Oz 0209 dz0p 02 _ 920$ | 920% 

ди Oxdu  dydv’ dv 0х0 - ay du" 

2 2 

Аналогично вычисляем вторые производные с И са: 

Oz _ Oe (22) — д? 0009 de ЧЕ e) 4. 920% Ф__ 02 9%, 
ди? дх?\ди дхду ди dv ay" Ox ди? ue 

az 0722 22) dz d¢ dy “4 (% e) dz 0% 
д? — =F + 2 ay дхду ди до +57 + 5х Ox д? +5 iy sais 

Складывая два последних равенства, получаем: 

022 , 022 дз \* (22) é& a a2 a 3 dz 
a Г доз = ((22) +55) ] (52 7 ду? + ди? +5 du} ax ° (2) 

Далее, дифференцируя первое из равенств (1) по и, второе — по и: 
ap _ ab 0% ary 

ди? duou’ ove дидо ’ 
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убеждаемся, что 
02 

oe 44 (3) 

Наконец, из того, что замена невырождена, из равенств (1) следует: 

02 0% og OP 

Diu v) oa} | oe de) = \au + (3) #0. 
Ou dv Ov Ou 

022 , 02 
Таким образом, из равенства (2) находим: = ия + a7 = 0. 

191. Преобразовать уравнения: a) Au =f 5 -- = 0; 0; 6) А (Аи) =0, 

полагая u=f(r), где = ИУ - уг. 
Решение. а) Имеем: 

ди аи ду _ аи х, Ou d?u x? dur? — x? 
e = — —- — —_— — — — 

Аналогично находим: ди ии | dua 
ду dr? т? dr? 

_ du, idu 
= are > dr’ | 

6) Поступая, как и выше, получаем: 

д (Аи) _ 43и x d*u x du x 

Следовательно, Au = 

— —. => _ — 

ox drr dr® г? dr r?? 

G2 (Ди) _ dtu x? и 1 и г? — 3х? du г? — 3x? 

д ат T ars ¢ ттт dr в 
д? (Ади) _ d*uy? , аЗи 1 и г? — 3y? du г? — 3y? 

ди ат VT dre r Га? rn dr re 

2 au 1 d*u 1 du 
Таким образом, A (Au) = <. — = + а Bar + я 7" 

192. Преобразовать выражение A = хо а и ae +9 ых полагая 

xty=X, y= ХУ. 

Решение. Поскольку здесь X=x-+y, Y= wy , то, диффе- 

ренцируя и как сложную функцию, получаем: 

du ди uy 
дх OX OY ore 
ди Ou ig _OPU 4 ou ди yr | 2y 
Ox? OX? ЗЕ у) "би ее 
д?и ди ди x—y ди ху ди x—y 

Ч Sena eR geet < 

дхду — OX? OXOY (x+y)? OY? (x+y)* OY (x-+ y)?° 

Следовательно, 

у _ у Ou 
= (ху ”) — х--у ОХдУ ах = Х эхз — У aay + ax- 
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193. Показать, что уравнение 

2 д д 
sat oxy? + 2(и— 9") 52 + уе = 0 

He меняет своего вида В результате преобразования переменных: 

1 . 

= uv, у=—. (1) U 

1 
Решение. Из системы -(1) получаем ци = xy, и = у. Поступая 

обычным образом, находим производные: 

дг _ oz 02 02 „021, д*г _ 0%2 4 
bx ди бу ди” 00%’ Ox? ди 

При этом данное уравнение преобразуется к виду 

Oz Oz Oz 
aya t Qu? s+ 2(u—v") s+ u*v'z = 0, 

что и требовалось показать. 
194. Преобразовать уравнение 

д?и ди д?и 
XY aay Е 92 Syon 1 Х2 Экдр = 0, 

полагая x = 70, у=&, z= 4. 
Решение. Поскольку u(x, у, г) = и(16, &, Ё), то, по правилу 

дифференцирования сложной функции, имеем: 

ди _ ди ди ди _ ди ди ди _ ди ди 

Отсюда определяем Ou Ou, Ou а затем 
ox’ ду 02’ 

ди ди ди ди 
25; = Е tug, + oe 

ди ди ди ди 
245, На Па, Toe» 

ди ди ди ди 
220: = 1G, СЕ: 

ди 
Теперь вычислим выражение 4% a5, 

du _ од ди) _ „д ди д ом 

д ди\ _ д [, ди д [ ди д („ди дц 

Но) = (Е) та (п) +6 5 (6%) + eng 
Аналогично 

2 д [- ди д ди д ди ди 

tue pas — ae (EG) пита) — Cae (Soe) + a mae 
Ou д Cu д ди О?и 

axa gee = Ва (FR) + 15 (0 Se) — (СЯ) 2-х. 
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Используя последние три равенства, получаем преобразованное урав: 
нение 

д [{, Ou д [ du д [„ди\ _ ди ди дн 

(ES) +71 (1 55) С (6) = 2 (мя + mae +] 
195. Преобразовать уравнение 

022 022 02 02 022 022 

да Ро Роя | бд, | бах Г дед — 
полагая Yy = X_ + Хз — А, = На — м Yg = Xy + — №. 

Решение. Дифференцируя г как сложную функцию 
3 

dz дг дук ›. = ope (=1, 2, 3), дх р ду, OX j 

находим: 
Oz Oz Oz Oz Oz Oz Oz Oz 

Ox; = бу: + Gy, Г Dye’ Oxy ди, у, dys’ 
о _ 02 | de oe 
дхз дут OY, Oy3 

Далее, вычисляем вторые производные: 

022 д [02 д [02 д | Oz 

st = — tea (on) + aig de) + ж (= 
_@2 0% 0% 9 0% о 9 1 9 de 

ду Oy, диз ду: ду» ду: дуз дуздуз 

Oe 0 (92) 0 (92) 4 0 (82) _ 
OX 0X» _ OY, OX, ду Ox, дуз OX, = 

022 O72 022 022 
2. 

дут ду» дуз Y19Y2 

Вычислив аналогично остальные производные, запишем преобразован- 
ное уравнение 

022 022 022 5 =0 
at Рой ay 

196. Преобразовать уравнение 

O7u ди д?и д?и д?и д?и 27 * 20 27 ——— —— — = 
XO aga РУ ив + 2 да 2% оду + 2x2 50; + 22 д; = 0, 

полагая =; =<, Е =y—z2. 

Решение. Имеем: 

ди _ fdude , Oudy\ _ ди ди 
яя) = hae Пот’ 

ди (2% Е ди 
7 TO oes Уд —Y Е dy + dy 

ди _{dudn , Oude) _ ди ди 
геи] = 15. “a ° 
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Если оператор A определить равенством 

Аи = хо; +45, + Oz? 

то данное уравнение запишется в виде A*u—Au=O0. Tak как для 

РИ __ о __ д %) _. 
нашего случая Au = а А*и = А (Аи) =A(c% = C+ Cx) = 

2 

== = Dae . = -- co А , — Au = 2g a , то окончательно получаем: _ = 0 

(y+ 2). 
197. Выражения 

__ [ди ? au\? (22) Ou , ди 
Аш = (%4) + (4) + dz Agu = T+ T+ 528 

преобразовать к сферическим координатам, полагая x = rsin§cosg, 
y=rsinOsing, 2 = гсо03 6. 

Решение. Представим данное преобразование в виде композиции 
двух преобразований: 

x= Reosy, у= Юзшф, 2=2; (1) 
R=rsin#, 9=9, 2=1с0$0. (2) 

При замене (1) имеем (см. пример 180, в): 

ди\* ди\? 1 [ди uy 

(5) + (FE) = gel) + (ia) 
ди\* , (du\? 

Следовательно, Ayu = а (24) + (34) + (4) . 

Применяя преобразование (2) (см. пример 180, в), получаем: 

Tela) 2G) +) ayaa OR dz} г? \08 Or}? Ю?\0%Ф] ~ r® sin? 6 \dg/ * 

Окончательно находим: 

__ fau\? 1 (du\? | au) 
Аш a (34) НЯ (4) + sin? 6 Ё у 

Аналогично, осуществляя преобразование (1), получаем (см. при- 
мер 180, а): 

1 ди 1 0? , ди 

Ази = + OR Г Rag? Го" 

Согласно преобразованию (2) (м пример 180, а), 

0$ 1 ди 1 ди 

sm t+ Sh = Be тт г or тр 90. 

Полагая в ‘равенстве (3) из примера 180 у = А, ф = 6, где Ю =гзш6, 
получаем: 

Г ou и 1 I (24 ди COS "= 1 Ou cos 0 ди 

RO 7 rsin 0 \ д 7a Г sind 30° 
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1 02и 1 д?и 
60% 7? sin? 0 de® находим: Из двух последних равенств и того, что 

д?и 1 ди 1 ди 1 ди cos§ ди 

Аи = д На Тов Гуа К р + 
1 du _ 1 [д [а ou 1 of... a) | о 

+ Яр а] + 2 5 (sino % + Sato д ; 
2 2 

198. В уравнении 227 oe) = (32) + (2) ввести новую функ- 

цию и, полагая w= 22. 
Решение, Имеем: 

ди о. 02 Ow 9, 02 

Ox Ox’ ду Oy’ , 
ди Oz\" | 9022 0% Oz 022 

sr = 25) + 220, м =2 (52) + 22 дул. 
Отсюда находим: 

dz 1dw 02 _ 1 dw 
Ox 220x’ ди 2204” 

Oz 1 dw 1 (22) Oz 1 dw 1 (32) 
2 DO? Fo lox) >? “dy? 20  Folay 

Используя найденные формулы, запишем данное уравнение в виде 

aw , 0ш\ _ aw)" (22) 
ое + Se) = (5) + (№). 

Приняв и и о за новые независимые переменные и W=w(u, и) — 
за новую функцию, преобразовать следующие уравнения: 

199 02 1002 2 если и= А о=х ш=гх— 
° Уд? Oy x? yt оон у. 

Решение. Применяя вторую из формул (11) п. 2°, получаем: 

Ow x 

Oz _ ми)! 191 
ду — —х ~~ -y Ou x ° 

Вычисляя вторую производную 

Oz  __10wou , 20% x Ow, 20 
ду? у? 008 ди ' узди  ytou® © уз du? 

0% 
убеждаемся, что данное уравнение принимает вид = = 

022 072 072 sy _ 2 
200. дз — 2 Seay Ра = 0, если и=х-у, =, WZ. 

Решение. Применяя формулы (11) п. 2°, находим: 

dw ду у 2 

дг _ 242 (а | dw ydw, 2 
ox — i — би x x? 

~~ ¥% 
Ow , Ow | 

dz du ' dv x ow, ow 
oy I ди ' dv 

Хх 
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Продифференцировав полученные равенства, получим вторые произ- 
водные: 

072 02 у 0 2 0% Ow 

ae Gar 2х ade BO Tin? 
022 — yo —(* __ 1} Ow yw | dw 

дхду “ди? x Ou dv =x? 00? + бо у 
022 0? 02% | 02% 

ди? — * ‘диз ибо Г хде ° 

Заменяя в данном уравнении вторые производные. найденными их зна- 
924) 

чениями, После сведения подобных членов, получаем: 9? = 0. 

201 0 10 | если и = х-Ны, и= = ° ax? ox oy Г dy? ~? и— ух фу ш=ху->. 
Решение. Применяя те же формулы, что и в предыдущем при- 

мере, находим: 

Oz ди dw 02 Cw , Ow 

Ox a a0 1 By би Гб + 
Далее, 

ez Pw _ о ди Pw Oz _ — oe Ow 1 
дз — Gut * dude бт’ Seay бт, 
022 _ — 7 то rw ew 
д? ди? Qudu 0%? * 

0 1 
‚Таким образом, орз —э = 

022 022 д2 | 1 
202. 53 + ухди | ox = % если u= > (ХУ, 9= + (x — и), w= 

— 267. 
° 

Решение. Согласно формулам (11) п. 2°, имеем: 

ow | 4 ow Г 
az_ ui TT _ 1, (a2, a 
Ox ой = 9 ©" \ Gu © Go] ° 

Находим нужные нам вторые производные: 

022 1 фу [022 Oz 072 
i 4° (sa +2 dros + я). 
072 фу Е 02 о dz о | 
Oxoy 4 ди? 0% “ди “ду 

932 02 
Записываем теперь преобразованное уравнение: 5... + Эд = 2. 

02 022 y \ 072 
203. 9—2 аку t (1 +7 О, если их, о=х- И, w= 

= X+y +z. 

Решение. Применяя формулы (11) п. 2°, находим! 

dz dw , dw 02 _ Ow _ 
д Gu К им! 
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Дифференцируя последние равенства, получаем: 

Oz Orw Cw , Aw 
дх?* ди? ди до Г до? , 
Oz Aw , Aw Az dw 

Oxdy дидо | 05?’ ду?  du2° 

В новых переменных уравнение принимает следующий вид: 

Cw _ 19 Ow _ 
ди? ц | 90? 

022 022 Oz Oz . 
204. (1 —*) 55 + (1 — 9) ая = x4 + Y5,. если x—=sinu, y= 

— $110, z= e”, 
Решение. Составляем систему (см. формулы (13) п. 2°) 

Oz _ №9 02 oy OW 
jx COS И = & Ou? dy (OSU = & 50 * 

Отсюда находим: 

Oz e” ow dz e” dw 

Ox cosuou’ ди cosudau’ 

Вычисляем вторые производные: 

a’z _ д (dz\du д fdz\ 1 _ 1 (= 0% e” /dw\* зти 
дх? ди\дх| dx ди |дх dx ~~ cosu cosu диз Г cosa ди. + costa Х 

и 
ды 

x go 2) 

022 д [92\ dv д /9г\ 1 1 (=> 02% ev (22) зто 2 
— = i ee emer ——s5 | — + —— e*— |. 

ду? Odv\dy}] dy dv\dy dy cos 0 \cos uv du? cos uv \du cos? u~ gu 

о 

Подставляя эти производные в данное уравнение и приводя подобные 
члены, получаем: 

02 92% Ow\2 Ow \2 

ди? | Ov? | (бы | | ta 0. 

Oz Oz 

022 , 022 ox Foy ЗУ 
205. 9х2 + ду? == 2 ey — (8 — уз)? (| x| > ly |, если и=х-|- 

74 
y, U=X—yY, =. +y y, w= 
Решение. Производные первого порядка находим по формулам 

(11) п. 2°: 

0 Ve ple | 0), 
Е =ИХх PG. Не, 

Oz — 5/0 _ с __ _¥2 
ду Ух y (5, Ov | 2 ae 

Дифференцируя последние равенства, получаем вторые производные: 
Oz 1/83 [0 (Ow ‚ ди\ди , 0 (dw | ды\ dv dw , dw 
age = V ¥ (salsa + 35) ae + 95 (2 + ar) ax) + (бы + 50) X 
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д x х 02 == [02 0? 

xRV PP и) + wpa VF (а Ни + 
ди 2х Ow Ow zy? 

+в | +73 = (5. +55] (х? — у")? 

ve _ Ve [00 _9 He | да 2 [00 00) _ 2. 
Oy? у [5 ди dv ‘0%? ИУ? (5, до (х2— 92)? 

Заменяя в данном уравнении производные 02 02 9-2 ov HX ВЫЧИС- 
Ox’ ду’ Ox?’ ду? 

ди 
ленными значениями и приводя подобные члены, получаем: ae 4. 

д? — 
206. Доказать, что любое уравнение 

Oz Oz Oz . 
дхби | ye Г 65, Е cz= 0 

(а, b, с — постоянные) путем замены г = ие“, rae a и В — постоян- 
ek 

ные величины и UW = U(x, у), можно привести к виду ira +cu=0 

(cy = const). 
Доказательство. Пусть a и В — постоянные, которые опреде- 

лим ниже. Дифференцируя равенство 

z= uerx*tby (1) 
находим: 

Oz _ [ди axtoy 02 __ (Ou x48 se (ae ие, a = [бу + Ви) сч, (2) 
022 д?и ди ди 

деду (Seay + ди + Вх + ви) emt 
Заменяя в данном уравнении функцию г и ее производные их зна- 

чениями из (1) и (2), после сокращения Ha е“*+ получаем: 

дер та 9+ (6-4) 5% + (ah + а + + ди=0. (3) 
Числа a и В определим так, чтобы а-- В =0, bD+a=0, т. е. a= 
== —В, b=—a, А тогда a8 +ac+ В с=с— ав = с, и уравнение 

- 2 

(3) принимает вид ТЕ аи = 0. 

207. Показать, что уравнение 
02 2 Oz 
ав = > (1) Ox ду 

x | 
не изменяет своего вида при замене переменных §& = у) П= — т, 

x2 

w=V yelvz. 
Решение. Воспользовавшись формулами (11) п. 2°, найдем: 

9% уУуди 3,’ (2) 
_ 2 _ 

x x Ya 6 Vy 2 ot 
Ъд t@ Vy Ou * yrVyo dy ' 4y? у 
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022 
Остается вычислить Эхе! 

x2 

az e 4 @wau ! oe 9 (5) г x oz 
— — OE 

Ox Vy 0? 9х Гуууди axie %) dy Qy dx 
x? x? 

е 4 0 хе 4% ди 2 2x" (3) 

x2 

Отсюда после сведения подобных членов и сокращения Ha y 
| 

=е 
Уу 

2 w 
ди? dv? 

208. В уравнении 

91-9 — (1 +p +9 +200) ид + (1 +p) SS = 

получим равенство ЧТО И требовалось показать. 

где р= 5 и =, положить U=X+2, v=ytz, ш=х-у-2, 

считая, что & = и (и, 5). 
02 дг 

Решение. Находим производные = = p и ди =9 (см. формулы 

(11) п. 2°): 

— — |] — — | 
ди ду Ow , Ow 

p=——q-,d=——G-, Ne А I 
Отсюда 

oe (20 1) ae (= |) 
ди \ Ov Ov \ ди 

9(1 9) = — AZ , РР Az ’ (1) 

I д 
L+ p+9+ 209 = (1—9, — 5, 3 +2 и 

Замечая, что 
Ow Ow I 

ди ‘Ou. до Ou 

Ow | Ow 

ди ‘OU Ou “OU 
ny i ‚= 1 Т9= 7 
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Находим вторые производные: 

0% _ |\ ow (2—1 
0*г _ орды , дроу _ д | ди dv д | ou ди __ 
fe spo apo a (an Jag A А 

— — A (25 (2) —2 22% (1-42 —1)), 
АЗ \ ди? \ du ди ду ду \ ди ди? \ ди ’ 

0*2 дрди , Opdv _ 1 [wdw (dw ди (dw , dw 
ary = day t de = Baad de (№ — 1) + ди (ди Нд —1)+ дхди диди ' dvdy Аз 
ди dw (dw 

Чад (ae — 1); (2 
д*г _ dgdu | 090% _ 1 (Pw/dw\? 4 Ow dw ow | 4. 
ay? dudy ' дд = А (55 ‘Ou ди dv ди \ dv 

Ow (Ow 2 (8). 
2 

Из равенств (1), (2) и данного уравнения следует, что ae = 0. 

209. В уравнении 

eo у о + aoe = (x x) + (y iy) + (2 2.) 

Положить х = е, у=е, 2=е`, и= е®, где ш = WEE, т, 0). 
Решение. В силу инвариантности первого дифференциала, имеем: 

du = 3 dx + Se dy + 52 de = F de, ИЛИ 

du = ee dé + Ser dy + He de = aga -+- x a + 4. 

Отсюда 

ди _ „0 dus, Ow Ou Ow 

Ка, Yay Hr FHF (Г) 

Дифференцируя первое из этих равенств по X и пользуясь тем, что 
d= 

2 = e-*, получаем: 

20u ди _ ди\? yPw\ ey (Pw Ow\*\ ¢ нее ++) 
Отсюда и из (1) находим: 

ах 

Аналогично 
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Таким образом, в новых переменных данное уравнение имеет сле- 
дующий вид: 

Cw , dw 02 

a a де = (2° —1((х =) +(5) + (5 ry )+х + oS 

0*z 022 072 
дх? dy? — (ray 

при любом распределении ролей между переменными х, ии 2. 
Решение. Пусть, например, x — функция, ay и г — независимые 

переменные. Используя инвариантность формы первого дифференциала, 
получаем: 

2 

210. Показать, что вид уравнения } = 0 не меняется 

дх Ox /дг Oz dx = ay WY + 5; [4х + 5,49). 

Сравнивая коэффициенты при ах и dy, получаем систему 

l= Ox . Oz 0 — Ox Oz 

dz Ox’ Е: dz Oy’ 

Ox 

из которой находим: 02 | o_o 
" Ox Ox? Oy дх* 

dz Oz 
Находим вторые производные: 

07x 

Oz  O/1\ 02 _ 92? . 
м-в (28) ~~ 1Ox\8’ 

zl (ae) 
02x Ox 02x Ox 

072 д +9 Oz __ 92°. ду 0дгдиуд2. 

`дхди ди ii Oz x ди _ (= 
дг dz dz 

Ox Ox д2х (Ox\2 5 O?x дхдх , д?х [дх\? 

az Of ду o[” day \e au (32) “Oz dy dz Oy "92 (55) 
ди = би ox | d2| 5% Jay Ins 

dz dz (5: 

Следовательно, 

Oz 02 022 д?х O%x Ox \?\ (дх\?__ 0 
дх? ду? — (55 д ‚= (= ду? (sea) } (=) я 

07x 07x д?х \? 
т. е. 92? ду? — (528; = 

Аналогично ноступаем, считая у функцией, ахи г — независимыми 
переменными. 

211. Решить уравнение 

дг\? д*2 _ Oz dz Oz , (dz\? 0*2 _ 
ta Ox? Ox Oy Ox Oy ox} Oy? ~? 

приняв X за функцию OT переменных у и 2. 
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Oz 02 O22 
Решение. Подставляя в данное уравнение вместо Bx? ди’ ба’ 

22 02 
xa ду И дуз ИХ вычисленные в предыдущем примере значения и приводя 

07x a 
подобные члены, получаем уравнение 55 = 0. Отсюда 5, = $ (2) их = 

oy? 
= yo (2) + $(2), где Ф(г) и $(2) — произвольные и необходимое число 
раз дифференцируемые функции. 

212. Преобразовать уравнение 

dz 02 dz 0д2г\ O02 Oz Oz\ 072 _ 
А (5, a) a2 28 (ae ai) беду + С (5. a5) aut = 0, 

применяя преобразование Лежандра | 

дг Oz dz 
ХУ, Zax ty — 2, (1) 

где Z= Z(X, У). 
Решение. Предполагаем, что функция г =2(х, у) удовлетворяет 

условию 
д?г 072 022 y= р (Х, У) 

Г бе 32 (9хд| = аи #0. _ @ 

Дифференцируя третье из равенств (1) по x и по у и учитывая, что 
OX _ 022 OX 022 OY OO Oz 

дх 0’ ду Oxdy ox’ Oy д’ получаем. 

92 Oz | OZ 022 у 022 

OX 0х? Г OY dy ox ^ Fe У ди Os дх 
OZ 022 OZ 072 022 

dX дхди | OY ду? — ee ty se 

Отсюда, в силу условия (2), находим: 

x= ox » Jr OY м (3) 

Далее, дифференцируя равенства (3) по х и по у, имеем две системы: 

0°7 022 OZ 0722 
1 = 9х д OX OY Ox dy’ 

0— 02 2 | OL Oe 
~ OX OY Ox? ' OY? Ox dy 

И 

gu We 92 | OZ 0 
— OX2 ax oy Г OX OY ду?! 

| OZ 02 | 022 0% 
_ OY OX oxdy ' дУ?* dy* 

с определителем, отличным OT нуля: Ри 7+ 0, D(X, У) — 
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Поэтому указанные системы однозначно определяют вторые произ- 
водные: | 

927 027 927 

д?г OY? 0% _ ОХ0У 0 _0Х? (4) 
Ox? 7-41? одхду _ [72% 0 Г\’ 

Используя равенства (1) и (4), записываем eee уравнение 

A(X, i — 2B (Xx, Y) oo +C(X, у = 

$ 6. Формула Тейлора. 
Некоторые геометрические приложения 
дифференциального исчисления 

1°. Формула Тейлора. Если функция f(x, хо, ..., Xm) задана 

ип +] pas дифференцируема в некоторой окрестности точки Мо (х, 
х.,....Хи), TO длЯ всех точек М (x1, X%, ..., Хи) из этой окрестности 
справедлива формула 

(жа, XQ, soe, Xm) = F (%, х., ...у СЫ 

+ (a да Ни Sn) Ger) Fa Hap oe Bin) + 
+ R,, (хл, Xo, see, Хт), (1) 

где 
R y=! ar) . д 

п (X41, Noy eee y Ат) = (n +1)! (4 — Day, + (%2 — %9) 50 

о д п--1 о о о ° +n а) аа), +02 — a) + 
жи +9 (Xin — Xn), 0<8< 1. 

2°. Ряд Тейлора. Если функция f[ (x1, X%2, ..., Xm) бесконечно 
дифференцируема и lim R, (х1, хо, ..., Xm) = 0, то эта функция допус- 

кает представление в виде степенного ряда 

(м1, Хз, eee y хи) = (хх 99 * + у Xm) + 

и k YE (98 + dS + tea) x 
Ха, ха, e+ Ам), (2) 

который называется рядом Тейлора для функции f(xy, Xo, ..., Xm) 

в окрестности точки M, (x1, x gree x). 
Частные случаи формул (1) и (2) при x, =0, x, == 0, x, = 0, ; 

= О соответственно носят название формулы `Маклорена и pada 
Maxaopena. 
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3°, Особые точки плоских кривых. Геометрическое место 
точек, координаты которых удовлетворяют уравнению F (x, и) = 0, будем 
называть кривой. 

Простым отрезком кривой будем называть геометрическое место 
точек, координаты которых хотя бы в одной прямоугольной системе 
удовлетворяют уравнению и =] (x), м < х<х., где X, и х. — постоян- 
ные числа, a / (xX) — непрерывная однозначная функция. 

Точка М, (х, И) называется обыкновенной точкой кривой 
F(x, и) = 0, если существуют такие положительные числа а и В, что 
попавшая в прямоугольник |х— |< а, |у— |< В часть кривой 
F(x, и) =0 является простым отрезком. Если же таких чисел а и В 
не существует, то точка М. (хо, Yo) называется особой точкой. 

Особыми точками кривой F(x, и) = 0 могут быть только те точки, 
в которых выполняются условия 

F(x, у) =0, Fy(x, у) =0, Е, (х, у) =0 (3) 
(здесь и далее мы предполагаем, что функция F имеет достаточное 
число частных производных). 

Если в особой точке M, выполняются условия (3), а условия 

А = Fr, (ж, Yo) = 0, В = Fi, (Xo, Yo) =0, С = Ру (хо, Yo) = 0. (4) у 

не выполняются, то точка М, называется двойной особой точкой. Если 
же выполняются условия (3) и (4), а среди производных третьего по- 

рядка F хх, Рух» хи» F yyy ХОТЯ бы одна в точке Му отлична от нуля, 
то точку Му называют тройной особой точкой. В общем случае, если 
в точке My, все частные производные до (и — 1)-го порядка включи- 
тельно равны нулю, но среди производных И-го порядка есть хотя бы 
одна отличная от нуля, то точку Му называют я-кратной особой точко\1. 

Для классификации двойных особых точек рассмотрим уравнение 

Fret 2Feyf (Хо) + Риш ® (хо) = 0, (5) 
полученное в результате дифференцирования тождества F (x, [(х)) = 0, 
где у =] (х) — простой отрезок кривой, и предположения, что функция 
F(x, и) дважды дифференцируемая. 

1) Если корни уравнения (5) комплексные, т. е. если АС — B? > 0, 
то простого отрезка, содержащего точку Мь (х,, Yo), не существует. 
В этом случае точка М, называется изолированной особой точкой. 

2) Если корни уравнения (5) действительные и разные, т. е. если АС — 
— В*< 0, то существуют два взаимно пересекающихся простых от- 
резка. В этом случае имеем узловую особую точку. 

3) Если же корни уравнения (5) кратные, а в этом случае АС — 
— В* =0, то обе ветви кривой имеют в точке My, общую касательную. 
Здесь может быть: 

а) точка возврата 1-го рода, когда обе ветви кривой расположены 
по одну сторону от общей нормали и по разные стороны от общей 
касательной в точке М); 

6) точка возврата 2-го рода, когда обе ветви кривой расположены 
по одну сторону от общей нормали и по одну сторону от общей каса- 
тельной; 
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в) точка самоприкосновения, когда обе ветви расположены по обе 
стороны общей касательной и по обе стороны общей нормали; 

Г) изолированная особая точка. 
В случае А =В == С = 0 возможны более сложные типы особых 

точек. 
4°. Касательная прямая и нормальная плоскость. 

Пусть кривая в трехмерном пространстве задана уравнением 

—$ (0, y=), г=х(), Е6 (а, 0), (6) 
где функции х, фи ух имеют производные, не равные нулю одновре- 
менно, T. е. 

(9° (t0))” + ($' (to)? +(x" to)” > 9, to € (2, 5). 

Пусть, далее, Xo — ф (C0), Yy — ф (Zo), 20 — Xx (7) И Xo — ф’ (0), Yo = ф' (to), 

20 = x’ (to). Тогда уравнение касательной прямой к кривой (6) в точке 
М. (х, Yo: 2) имеет вид: 

0 _ Y— Yo 2 20 (7) 

Хо Yo 29 

Уравнение нормальной плоскости в этой точке запишется следующим 
образом: | 

7 г 7’ 

(x — хо) ж + (Y — Yo) Yo + (2 — 20) 5 =0. _ (8) 

5°. Касательная плоскость и нормаль. Пусть поверх- 
ность задана уравнением 

Е(х, y, г) =0, (x, у, 2 ЕО, 

где функция F непрерывна вместе со своими производными F,, Ё,, 
Е, в точке Мо (%, Yo, 2) Е D, причем 

(Е, (Mo)? - (Fy (Му + (Fz (Mo)? > 0. 

Тогда уравнение касательной плоскости имеет вид: 

(x — Xo) Fy (Мо) + (у — Yo) Fy (Mo) + (2 — 20) Е, (Мо) = 9, (9) 

а уравнение нормали в точке Му 

Я — Xo У — Yo 2 — 20 (10) 

Ри (М) РМ  ЕДМо’ 

В частности, если поверхность задана уравнением г = / (x, и), где { — 
дифференцируемая в точке (Xo, Yo) функция и 2, = [ (хо, Yo), TO 

Of (хо, Of (Xo Yo) (x — xq) Lie Ho + (y — y.) Eo to) — 22, (11) 
— уравнение касательной плоскости и 

м И 220 

Of (Xo Yo) Of (Хо Yo) —1 (12) 
дх ду 

— уравнение нормали. 
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Если поверхность задана уравнениями 

x= x (и, 0), y= y (и, v), г — 2(и, 0), 

где функции х, уи г — непрерывно дифференцируемые в некоторой 
области О и в точке (ху, Yo) ЕВ функции xX, у и г принимают COOT- 
ветственно значения ху, Yo И 2%, TO 

(х — Xo) A + (у— у) B+ (2 —2)С=0 (13) 

— уравнение касательной плоскости, а 

<A = 2 (14) 

— уравнение нормали, где 

ду Oz dz Ox Ox ду 

ди ди _ | ди ди __ [ди ди 
А = ду 02|’ B= dz дх|’ C= Ox диу|° 

ду ду до д ду ду 

Здесь значения частных производных вычислены в точке касания. 
6°. Огибающая семейства плоских кривых. Огибаю- 

щая кривая однопараметрического семейства кривых F(x, y, 2) =O (a— 
параметр) удовлетворяет системе уравнений 

F(x, у, а) =0, Fa(x, у, а) =0. (15) 

Если, например, выполнены условия: 1) в окрестности точки (ху, Yo, 2), 

удовлетворяющей системе (15), производные Fy, Fy, Fax, Fay и Ра. не- 

прерывны; 2) в этой точке Е" + Fi? = 0, Fo. # 0. Тогда дискриминант- 
ная кривая (геометрическое место точек, удовлетворяющих системе (15)), 
проходящая через точку (Xo, Yo), является в окрестности этой точки 
огибающей рассматриваемого семейства кривых. 

213. Функцию f(x, у) = 2х —ху—у — 6х —Зу--5 разложить 
по формуле Тейлора в окрестности точки А(1, —2). 

Решение. Данная функция имеет непрерывные частные производ- 
ные любого порядка. Поскольку все частные производные порядка, 
выше второго, равны нулю, то остаточный член R, Уп > 2 обращается 
в нуль, и формула Тейлора принимает следующий вид: 

Fe, у = Ра, —9 Ти Руа + 

+5 (A ey toe t Qe) 
91 (1, —2 + oy +2). 

Находим частные производные: 

1 Y) — 4y —y —6; ot Й — _»~_9y — 3, 
x , y 

P(t, У) д. Pin и) |. PF(% о 
дх? ’ Oxoy ) Oy? у 
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Вычисляя в точке A(l, —2) значения функции и ее производных 
— — 2; — 

дх ’. ду ’ Ox? , 

oF, —2)_ _, PHL 2) _ о 
дхду ) Oy? 

и пользуясь разложением (1), получаем: 

h(x, у =5+2(¢—1P —(% — 1) (y+ 2)—Y 4 QV 

214. Функцию f(x, у, 2) =x? + y° + г — 3xyz разложить по фор- 
муле Тейлора в окрестности точки А (1, 1, 1). 

Решение. Госкольку все частные производные порядка выше 
третьего равны нулю, то остаточный член R, формулы Тейлора равен 
нулю для всех n> 3. Следовательно, в данном случае формула Тей- 
лора принимает вид 

F(x, у, д) = КА) + df(A) + 3 F(A) + F(A), (1) 

где dx =х— 1, dy=y—1, dz =z—1. Вычисляя в точке А(1, 1, 1) 
значения функции и ее дифференциалов 

Г(А) = 0; df(A) = 0; af (A) = 6 (x —1? +y¥—1? + — 1" — 
—(x—-I(y—1) —&-—)E—-1I)—-—Y—-NE—I)); РКА) = 
= 6 ((х— 1)? + (y —1)° + (2 — 1)? — 18(x — 1) y— 1) (@— 1) 

и пользуясь разложением (1), получаем: 

F(x, y, 2)=3((x—l? + (y¥—1? +@—1? —(%— 1) (y —)— 
«Пе @—1) + &— 1° + Y—-1P + &—- 1° - 

— 3(x— 1)(y—1)(2@—}). 
215. Найти приращение, получаемое функцией f (x, и) = х?у + ху? — 

— 2xy, при переходе от значений х =1, и= —1 к значениям Xx, = 
=I +h, и = —Е-А. 

Решение. В данном случае разложение функции f(x, и) по фор- 
муле Тейлора в окрестности точки (1, —1) можно записать в виде 

Ак —l =F, y—F, —0 = ип у 

+ 1) а (>! и — 14271 a (x —1)(y+1)+ 

471 а (y + 1) + a (©! о (x —1)°+3 a (x—1)"(y + 

41) 4 32) @— yy ++ Ву. 
Полагая здесь x=1-+h, у= —1-- А и вычисляя указанные пронз- 
водные, получаем: Af(1, —1) =й — ЗЕ — 1? —2hk + Е? + Ak + hk’. 

216. В разложении функции f(x, у) = x’ по Формуле Тейлора 
в окрестности точки А (1, 1) выписать члены до второго порядка вклю- 
ЧИТСЛЬНО. 
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Решение. Находим сначала частные производные до третьего 
порядка включительно: 

[5 (х, у) = ух", |, (х, у) = м Шх, 
fet, у) = y(y—l)x-2, f(x, y= (1+ ylnxyet, а, y) = 

= XY In? x, 

fis (x, 2 y) = y(y—I)(y— 2), fty(%, y) = (2y—1+yy— 
— I) In x) x9-?, 

Fey? (x, у) = (y ln? x +2 1nx) xe, fy? (x, у) = x¥ In? x. 

Затем вычисляем значения функции и ее производных первого и BTO- 
рого порядков в точке А (1, 1): Ff, 1) =1, AU, 1)=1, 7,0, 1) =9, 
fed, Il=0, fd, D=1, Fed, 1)=0 и записываем дифференциалы 
первого и второго порядков в этой точке: @(1, 1) =ах, 4(1, 1) = 
= 2ахау. 

Искомое разложение запишется в виде 

F(x, = а, ОЕ, +4, 1) + В (1 + вах, 1 + Ody) = 
= 1 + ах + ахау + R,(1 + вах, 1 + вау), 

где дх=х—1, dy=y—l; 0<9<1; (ут y= 
у — — — == (ue р 2) ТНУ | 

6 х2 

2 

+ 32 In are NX axdy? + In® хауз), 

217. Разложить по формуле Маклорена до членов ` четвертого по- 

рядка включительно функцию f(x, у) = V 1— x? — у. 
Решение. Находим дифференциалы функции | до четвертого по- 

рядка включительно: 

df (x, y)= > 1 —x* — fy? (—2xdx — 2ydy), fix, y=(1—? —y?)?, 
В 
2 df (x, y= — + (1 — 2 — 12) ? (—2xdx — 2ydy)? + 

1 

ТИ —— 9) ® (—2dx* — 247), 
5 

ane y) = > (l—x?—y?) ?( —2xdx — 2ydy)® —* (1 — x? — 

—y) 2 5 (—2хах — Qydy) (ade — -24 y’), 
9 

d*f (x, у) = = —y) z (—2xdx — 2ydy)* + д (1 —? — 
5 3 

—y) ® (—2xdx — 2ydy)? (—2dx* — 24) — 2 (1 —x* —y*)® x 
х (—2dx? — 3ау?)?. 

Полагая здесь х=иу=0, dx=x, dy=y, получаем: [(0, 0) =1, 

47 (0, 0) =0, 47 (0, 0) = —(э-у), @F(0, 0)=0, 410, 0)= 
= —3 (x? + у"). 
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Теперь легко записать требуемое разложение: 

f (0, + A.) sr FEO, O + gr AO, Отт, 0) = 
Ее (x? у). 

218. Вывести приближенные Формулы с точностью до членов вто- 

рого порядка для выражений: а) —— ; 6) arctg : art. 

Решение. a) Пользуясь формами 

t? | 
cost = | > + 0 (¢*), т@- 9-9 + 0(9°), 

справедливыми соответственно при #-> 0 и 9-> 0, получаем: 

| xt + 0 (x3) 
COS * __ — _t 2 О] 1 2 ')= 

У + 20 (у) о). 

6) Обозначая [(х, и) = arctg + * aon вычисляем | (0, 0), df (0, 0), 

d’f (0, 0): 
j (0, 0) = arctg 1 =; 

_ 2 (1+ и) dx — 2xdy oa. 
df (x, y) = (li—x+y)?+(1+%*-+ y) ? df (0, 0) = ах; 

@Р(х, y) = —(2(1--у)4х—2хау) (2 (lL—x-++y) (—dx-+dy) 2-х у (ах ау)) 
aa (Ixy)? Ех? 

af (0, 0) = —2dxdy. 
Далее, пользуясь формулой vee 

F(x, у) =F (0, 0) + 47 (0, 0) + 5 (о, 0) ++ 

где dx= x, dy=y, получаем искомую приближенную формулу 

аси 4x — xy. 

219. Упростить выражение cos(x + y+ z)—cosxcosycosz, считая 
х, у, 2 малыми по абсолютной величине. 

Решение. Используя формулу Маклорена для cost, имеем: 
22 2 

cose 1-—*-; cosye1—%; cosz1—F; 
2’ 2 

cos(x ty +ay~l—a(ety +2) 
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Заменяя в данном выражении косинусы полученными приближения- 

МИ И отбрасывая величины выше второго порядка малости, находим: 

cos (x + y + 2) — воз xeos ycosz= 1 — 5 (ии) — 

— | +5 (2+ yt 2)—F (PP + ye) + Pye? 

= — (xy + хг + yz). 

220. Функцию F(x, у) = (F(x +h, yy +(x, УР) Е, 

у +f (x, y—h)) —f (x, и) разложить по степеням Ac точностью до At. 
Решение. По формуле Маклорена, имеем: 

F(x, = tole t+ Flot gle о НЕ 
+f РН + (8) + PAR + 

+ 5 hee he tag he + 0h") НР Ву + 
ИЯ +00) Ь 

где значение функции { и ее производных [® (я =1, 2, 3, 4) вычис- 
лены в точке (x, и). после приведения подобных получим: 

F(x, И У + ВУ) +0. 

221. Разложить по степеням Ah и К функцию 

Aut (%, у) = Р (хи, y+k)—f(x +h, y)—F(x, y+) +P (x, y). 

Решение. Сначала запишем разложение функции f(x +h, y+) 
по формуле Маклорена: 

fix+h, у =f (x, y) + pL») D4 ple Dy ROP У 

0? Е? 0? 1 ОБИ КИ +У1 аи) f(x,y). (1) 

Представляя символическую запись п-го дифференциала в следующей 
форме: 

п 

0 д)" = ,’ n! mtn—m OF (x, y) (eee i (x, ) = Yai hn дхтдут=т` = 

т=0 

_ п! Mbn—m 07} (x, y) n O"f (x, у) (x, и) п OF (x, 9) 
У т! (п— т)! hk ox™moyn—m +h хп _ А ~ oye? 

283



разложение (1) запишем в виде: 

Ро, y bk) =, аб 4 ple, ТЯ 
co М—| 

O*f (x, и) 4 ы et у) Amkn~m ОП] (x, у) иен У ст ое 
n=3 m=1 

1 п Of (x, 1) п O"F (x, и) 

У дхп +R oy” } 

Далее, используя это равенство и разложения функций f(x +A, y) 
и f(x, y+): 

со 

д h? 02 hn дп; (x, 

P(x +h, у =f (x, y) +h Ге: и Bis И nl ie 2% 
n=3 

д Е? 0? kn gn He y= fle, уе и Pe ole 
n=3 

записываем разложение функции A,,f (x, м 

— pp Ot, и) why Amkn=m Опр (x, У) 

222. Разложить по степеням р byueumno 
2* 

F (e) =a | Fe + pose, y+ psing) dg, 
0 

где f(x, у) дифференцируема любое число раз и разлагается по степе- 
ням р в степенной ряд. 

Решение. Запишем разложение функции f(x + рсозФ, и + psing) 
по формуле’ Маклорена: 

Fe +pcose, y-+psing) =F (x, 9) У, (052 + тей] F(x, У) 
k=1 

Предполагая почленное интегрирование этого степенного ряда возмож- 
ным, получаем разложение функции Ё(р) по степеням р: 

2 

Е) =F УЕ me) (0598; +sing2) Fe, да 
Так как 

Е 
Е д д —_ Е! ORF (x, y) kj 

(cose: sine] fe = Maret elayei COS’? SIN", 
{=0 
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то разложение функции F (р) можно записать в виде: 
Qn 

Ty oF Ё! ok | 
Е (2) = f(x, у) + у, у. УС slat >| 8! sin*~ledg. (1) 

k=1 j=0 

Рассмотрим интеграл 
Qn 

I(j, k—i) = 32 | сое sintiede, (2) 
0 

Если j = 2m—1, то cos/g ушах = Pr_s(sin ¢) а (sin $), где Pp (sing) — 
многочлен степени k—1. Отсюда следует, что 

Гот — 1, k—Im-+1) =z | Pes (п) d (sing) = 0. 
0 

Аналогично, если k= 2n—1, то I(j, 2n—1 —j)=0. 

Следовательно, интеграл (2) отличен OT нуля только в том случае, 
если Е = 21, j =2т: 

2* 

[(2m, 2n — 2m) = 5- 3: | cosy sin?”"—2modo, 
0 

Вычисляя этот интеграл интегрированием по частям, получаем; 

1 (2m, 21 — т) = = 1 (2m —2, 21 —2т + 2). 

Отсюда следует, что 
__ (2m — 1) (2m — 3) -..3.1 

Г(2т, 2п — 2т) = ea ant р С" — 2m +3); 2—9 Gah! (©, 2n)= 
т — п — ат — 

@ — Dll Г(0, 2n). —ыа 

Пользуясь тем, что (см. пример 99, гл. ТУ, ч. 1) 

2 > 

(0, 2n) = on L | sinedg = £ \ sin?"ede — ет || , 

0 0 
получаем: 

__ — @т— 01! —2m — ПН (Qn — 1)! 
(2m, 2n — 2m) = On Il °^ пи 

_ (2m — 1) (21 — 2m — ПИ 

— (п)п 

_ Далее, учитывая, что (2k — 1)!] = (2k — aa и == Gh ‚ окончательно 

имеем: 

__ (2т)! (2n — 2m)! 
[ (2m, 2n — 2m) = Эти (а — т * (3) 
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Заменяя в разложении (1) k на 2n, | —Ha 2m и используя равен- 
ство (3), получаем: 

__ р?" (2n)! (2m)! (2п —2т)! O*Af (x, у) _ 

F (р) =F (x, y) + dam > (2m) (an — 2m) 222n!ml (п —m)! дх2тду?п ат ^ 

— (5 i o°nf (х, у) 
=1(%, 9) + Эс (п!) ml nk дх?тдузи-эт ~~ 

=F (x, y) + У aor (Е) AG 9, 
n=] 

д? 0 
где A = Ox + — aye" 

Разложить в ряд Маклорена следующие функции: 

223. f(x, у) = (1-5 х)" (1 уу". 
Решение. Имеем: 

F(x, y) = ЕО, 0) +4 (0, 0) + 541 (0, 0) +++ (1) 

Вычислим в точке (0, 0) значения функции и ее дифференциалов: 

[(0, 0) =1; 
df (0, 0) = mAx + пли; 
a7 (0, 9) = m ("— 1) Ax? + 2mnAxAy + n(n — 1) Ay; 

Полагая здесь Ax =x, Ay=y и подставляя результат в равенство (1), 
получаем разложение функции | (x, и) в ряд Маклорена: 

h(x, у) =1 4 mx + nx + > (mm (m — Па Imnxy + пп —1) 9)... 

224. f(x, у) = Ш(Е-Ех У. 
Решение. Поскольку аргумент логарифма 1-- x + у — линейная 

функция, то форма дифференциала любого порядка обладает свойством 
инвариантности. Поэтому 

со 

n—1 ХУ)" (—1)* п! тит-т — 
I (x, y) = i (-1) n =У n У area 8 — 

П=1 n= n=1 

—1)2(n — 1) 
=». Я жутт (ху <. 

n=1 m=0 

225. f(x, и) = е* siny. 
Решение. Ряд Маклорена для функции 

Г, =, ОУ (ку 70, 9 
n=0 
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преобразуем следующим образом: 
со со п 

| п!хтуп_т_ 01} (0, 0) _ 

fis d= San (eae +454) PO.) = Уи У sara a mage 
=0 n=0 т=0 

-уУ хтуп- т дп} (0, 0) 

7 т! (п — т)! ox™dyn—m* 
n=0 т=0 

Полагая п — т = К, получаем: 

хтуй дтч+Ё} (0, 0) 
(у) = vy miki дхтдуй * (1) 

k=0 m=0 

Для нашего случая 

дт-+*} (х, у) _ amt (exsiny) ox =| 
Femayk = Oumgyk = ЗУ). 

Отсюда 

дт+*} (0, 0) _ = {1 если k= 2n-+ 1; 
Oxmgyk sins 5 0, если Е = 21. 

Подставляя последнее выражение в формулу (1), получаем: 

—1)пхт 2п--1 

ту VY Bear (1 < <, 14| < ©). 
n=0 т=0 

226. f(x, и) == e* cosy. 
Решение. Используем формулу (1) из предыдущего примера. 

Для этого находим производные: 

От} (х, у) _ am+* (ex cosy) _ = 
дхтду = дхтдуй 2 COS у 2 

и вычисляем их значения в точке (0, 0): 

omtkF (0, 0) ken {9 если К = 2n, 
дхтдик = Sa = 0, если R= 2n-+1. 

Пользуясь формулой (1) из предыдущего примера, окончательно полу- 
чаем: 

—1)пхт 21 

excosy = У, — Ол (х|< <, |у| < <). 
n=0 т=0 

227. а) f(x, y)=sinxshy; 6) f(x, и) =cosxchy. 
Решение. a) Находим производные: 

дт-+*} (х, у)  omt® (sin x shy) _ sin (x + т В у, если Ё = Qn; 

дхтдуе  — дхтдуЕ — 
т (х-- mE спи, если Е = 2n-+lI. 
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Полагая здесь x = 0, y =O, имеем: 
gm+k 0, 0 

om ) = (—1)°, если m=2s+1, k= 2Qn- 1; 

am+*F (0, 0) 
дхтдук 

Используя формулу (1) из примера 225, получаем: 

—1)8x2S+1y2n+] 

sin x sh у = YY Tana 91 < ©, ly]< ©). 
s=0 n=0 

—=0 —в остальных случаях. 

6) Аналогично предыдущему случаю находим: 

amsk (x, y) ame (cos x chy) _ Cos (x — ch у, если k = 2n; 
дхтдиЁ — дхтдие ‚дхтду Хоу sos +22) shy если kR=2n +1. 

Отсюда , 
om+ 0, 0 

a } = (—1)*, если т = 25, k= 2Qn, 
OM+RFE (0, 9 фо стальн ‘ бятдуЕ = в остальных случаях. 

Подставляя найденные значения производных в формулу (1) из примера 
225, получаем: 

со со 

— | )5х23и2п 

cosxchy = У) SESE (1х| < <, |y|< o). 

s=0 n=0 

228. f(x, у) = sin (x? + и). 
Решение. Используя известное разложение 

со 

. (—1)271u20-1 
sind = и — И , 

n=1 

справедливое при |и| < oo, получаем при и = x? -- у? формулу Макло- 
рена для sin (x? + и*): 

—1)"- 2) 2п—4 
sin (x? +=) 1) it (P@+t+y7< оо). 

229. Написать три члена разложения в ряд Маклорена функции 

h(x, у) = (Е-Е x)¥dt. 

Решение. При |х|< 1, < | имеем: 

На, д = (14 Рху +4 ву, 1) +...) 4 
0 

После интегрирования находим: f (x, y) = 1+ z (x a Ytere 
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230. Функцию et’ разложить в степенной ряд по целым положи- 

тельным степеням биномов х—| и у—1. 
Решение. Поскольку степенной ряд является р ядом Тейлора для 

функции f(x, у), то для получения требуемого разложения применим 
формулу (2) п. 2, которая для нашего случая запишется в виде: 

| д д \" пед га, D+ У(е-рачи-о) И. © 
Преобразуя данную формулу следующим образом: 

oo 

ie, Уи биение) fa, y= 
n=0 

_ nl (x — Пт (y— 07-т ang (I, 1) 
ye nt у mi (n — m)! дхтдуптт 

n=0 

и обозначая п — т = К, получаем: 

—1) — 1) om+FkF (1, 1 f(x, y) = yy ee Ee. (2) 
~ т=0 

Находим производные 

дт+*} (x, у) _ omtk (ех+у) _ бтех dhey — ее. 0 — очи. 
дхт ук Oxmgyk  дхт ду ’ 

ame (1, 1) 2 
дхтду* 

затем вычисляем их значения в точке (1, 1): 

ставляя в формулу (2), получаем: 
со со 

— 1)™ (и — [А 

Е, dae WY ИТ (хо, || < ©). 
k=0 т=0 

231. Пусть г — та неявная функция от х и у, ‘определяемая урав- 
нением 2’ —2хг | у= 0, которая при х=Т и y=1 принимает зна- 
чение 2г=1. Написать несколько членов разложения функции 2 по 
возрастающим степеням биномов x —1 ии— 1. 

Решение. Из условия задачи следует, что г (1, 1) =1. Находим 
частные производные от 2 как от неявно заданной функции: 

ee ae 
дх = 8z2@— 2x’ ду = Bz? — 2x?’ 

Oz Oz 2__ ve of az _ 2 (32° — 2x) ax 2 (62 Ax 2) 2 . 

Ox? — (32? — 2x)? у 
02 Oz 

0%» _ 6z Ae _ * dy 
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В точке (1, 1) 

92 0. Oy. 92 _ 
ox” Oy — 

2 = 10: 92 — 022 —16 $ в = 
’ дхду — 

Используя формулу (2) предыдущей задачи, получаем: 

2(х, y= 1+ (2 (х—  —(у—1)) — (8—1) — 10 (« — 1) (y—1) + 
+3(y—1)%)-+ ++ 

232. Написать разложение в ряд Тейлора функции [(х, и) == 

—] —6; ... 

в окрестности точки М (1, 1). 
1+ &—1 
1+ (y—!)” 

замечаем, что числитель уже является разложением по формуле Тей- 
лора. Используя формулу Тейлора для функции (1 + (и — 1))7?: 

Решение. Представляя функцию ] в виде f(x, и) = 

(+ (y— 1) = 1—1 (уф 1, 
получаем: 

(к, Y= + —1) У (-)"y—I)" (х| < 0, 0<у< 2) 
Изучить типы особых точек следующих кривых: 

- 233. y? = ах? №. 
Решение. Обозначим F(x, и) = у? — ах? — хз. Составим систему 

уравнений 

F(x, и) = у? — а — № =0, 
Е, (х, у) = — ах -— 3х? = 0, 

Ру(х, у) =2у=0, 
решив которую, найдем: x, =0, y, = 0. 

‚ Найдя вторые производные Р,,(х, у) = —2а — 6х, Fy, (x, y) =0, 
Fi, (x, у) = 2, вычислим их значения в точке (х,, Yp): 

А= Е", (0, 0) = —2а, В= Е” (0, 0) =0, С=Р^” (0, 0) =2. 
у у 

Поскольку А = АС — B® = —2a, то при а< 0 М (0, 0) — изолирован- 
ная особая точка, а при а>0 М(0, 0) — узловая особая точка 

3 
(см. п. 3°). Если же а=0, To из условия следует, что y= + X2. 
Следовательно, М (0, 0) — точка возврата. 

234. a) ху’ —Зхиу=0; 6) P+y=—x*+y*, в и =x; 
г) (и) =а (x* — у) (а=0). 

Решение. а) Обозначая F(x, у) = х* +y* —3xy и решая систему 

F(x, у) + и — Зху = 0, 
Е, (х, и) = 3х? —Зу= 0, 

Е, (х, и) = Зу* —3x = 0, 

получаем ху = 0, y, = 0. 
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Находим вторые производные: Fy (x, и) = 6x, Fy (x, у) = —3, 
Fi, (х, и) = бу; в точке (0, 0) получаем: | 

А=Ё,. (0, 0) =0, B= Fy, (0, 0) = —3, С=Ё,, (0, 0) =0. 

Поскольку А = АС — В* = —9< 0, то (0, 0) — узловая особая точка. 
6) Аналогично предыдущему пункту составляем систему 

F(x, у = =0, 
Е, (х, y) = 2х — 4x° = 0, 

Еу(х, у) =2у — 4y’ =0, 

решая которую, получаем x, = 0, и, = 0. 
7 

Далее, вычисляем вторые производные: F,,(x, у) =2 — 12x’, 
Е, (x, у) =0, Fy, (x, у) =2 — 12°, а затем находим числа 

А= Е” (0, 0) =2, В= Е” (0, 0) =0, C=F/,(0, 0) =2. 
у 

Из того что А = АС — В* =4>0, следует, что (0, 0) — изолирован- 
ная особая точка. 

в) Из системы 

Е(х, yy ЕО — 6 =0, Е, (x, и) = 2х — 6% =0, 

Е, (х, и) =4y’ =0 

находим, что хх =0, и =0. Поскольку Ё,.(0, 0) Fy, (0, 9) — Ру (0, 
0) =0, то (0, 0) является или точкой возврата, или изолированной осо- 
бой точкой, или точкой соприкосновения. Для дальнейших исследований 
представим уравнение кривой в виде и“ = x*(x*—1). Так как при 
|х| < 1 правая часть этого равенства неположительна, а левая часть — 
неотрицательна, то (0, 0) — единственная точка, координаты которой 
удовлетворяют данному уравнению и абсцисса которой принадлежит 
интервалу (—1, 1). А это означает, что (0, 0) — изолированная особая 
точка. 

г) Решая систему 

F(x, y=(P + yy —a (x? —y’) =0, 
Fy (x, и) = 4x (x? + у?) — 2a°*x = 0, 

Fy (x, и) = 4y (м + y’) + 2a’y = 0, 

находим х = 0, и = 0. Поскольку F,,(0, 0) + Fy,(0, 0) — Fy) (0, 0) = 
= —4a*< 0, то (0, 0) — узловая особая точка. 

235. Исследовать особые точки следующих кривых: a) y*®—1 + 
+e-* =0; 6) г — 1-е =0; в) (y—x*)? — © =0. 

Решение. а) Пусть F(x, и) = и — 1-е. Легко проверить, 
что в точке (0, 0) 

! г id т Ма 

Е=Ё,=ЁЕ, = Fy =Fy=9, Fy =2. 

Таким образом, FY,F/,— Fy, = 0. Из данного уравнения находим: у = 
= И |] —e-**. Отсюда непосредственно заключаем, что (0, 0) — точ- 
ка самоприкосновения. 
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6) Значения производных первого и второго порядков такие же, 
как и в предыдущем примере. Из данного уравнения находим: y= 

= +V1—e-*", х>0. На основании графика функции нетрудно 
заключить, что (0, 0) — точка возврата 1-го рода. 

в) Легко убедиться, что (0, 0) — особая точка. Значения производ- 
ных первого и второго порядков в этой точке такие же, как и в пре- 

дыдущих двух примерах. Поскольку обе ветви y= x? + x? x(x> 0) 
данной кривой расположены по одну сторону общей касательной и 
по одну сторону общей нормали, то (0, 0) является точкой возврата 
2-го рода. 

236. Написать уравнения касательных прямых и нормальных плос- 
костей в данных точках к следующим кривым: a) х=азяп*Ь y= 

= bsint cost, 2 = ccos*f в точке =; 6) и=х, z=x* в точке 

М (1, 1, 1); в @+y+2=6, x+y+2z=0 в точке М (1, —2, 1). 
Решение. а) Находим производные: x’ = 2asintcost, у’ = 

= b (cos?¢ —sin?#), 2’ = —2ccostsint, затем вычисляем x, =х 4 = 

_ а —__ \_ Ob п с. , [т _ , 

=o Ид] 9, 4% =“ 4/5) %0* VGH = 

= y’ + = 0, 2, = ‚(= = —c и используем формулы (7) и (8) п. 4. 

x2 вое 
g I~ 9 2 x z 

В результате получаем: о ИИ =: = 1, y= 

b . . 1 о 
== — уравнение касательной прямой; ax — cz = 5 (9? — с") — уравне- 

ние нормальной плоскости. 
6) Задача приводится к предыдущей, если x принять за параметр. 

Тогда уравнение кривой имеет вид: х=х, ух, 2= х?. Отсюда Ha- 
ходим: X,=1, y= 1, д =|, Ж=И, и =1, Z =2. Используя те 
же формулы, что и в предыдущем пункте, получаем: x—l=y—I= 

— | 
== 5 — Уравнение касательной прямой; x + и + 2z = 4 —- уравнение 

нормальной плоскости. 
в) Считаем, что прямая задана уравнениями x= x(t), и=и(0, 2 = 

= z(t). Тогда 

PO+PO+20=6, x«O+yO+z20=0. 
Дифференцируя эти равенства по ¢, получаем систему 

2хх’ + Qyy’ + 2гг' = 0, 

ху +2 =0, 
из которой при x,=1, щ= —2, 2 = 1 находим: x =1, И =0, 
zo = —1. Используя формулы (7) и (8) п. 4°, получаем: х-2=2, 
у-- 2 = 0 — уравнение касательной прямой; х— г = 0 — уравнение 
нормальной плоскости. 

237. Написать уравнения касательной плоскости и нормали в ука- 
занных точках к следующим поверхностям: а) г = х*-- у’ в точке 
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x 

M,(1, 2, 5); 6) x*+y?+z2*= 169 в точке M,(3, 4, 12); в) 2% + 
у 

+2? =8 в точке М, (2, 2, 1). 
Решение. а) Имеем: f, (1, 2) =2, |, (1, 2) =4. Используя фор- 

мулы (11) и (12) п. 5°, _ получаем: 2x + 4y —z—5 = 0 — уравнение 

касательной плоскости; —— = Z до = = — уравнение нормали. 

6) В этом случае F(x, у, 2) ==? и? + г? — 169. Вычисляя зна- 
чения производных Fy (Му) = F, (3, 4, 12) = 6. Е, (Мо) = 8, Е, (Мо) = 
—=24 и применяя формулы (9) и (10) п. 5°, получаем: 3x + dy + 

— — —12 
-+- 12г = 169 — уравнение касательной плоскости; х— 3 _ pot = = — 

уравнение нормали. 
Xx 

Уравнение нормали можно представить в следующем виде: 3 = 

2 =. = 
4 12° =

‘
 

x 

в) Находим производные функции f(x, и, г) =2? +2? —8: 

In 2 ' 
ПА, Co age 1, f(x,y, д = 

x 

г Г; (х, у, 2) =2 

~—(w Е 

и вычисляем их значения в точке М, (2, 2, 1): 

Г: (Мо) =4 112, р, (М) =4112, f, (My) = —16 2. 

По тем же формулам, что и в пункте 6), находим: x у — 42 = 0 — 
© z — l 

уравнение касательной плоскости; х—2=у— 2 = —;- — уравнение 

нормали. 
238. Написать уравнения касательной плоскости и уравнение нор- 

мали в указанных точках к поверхностям: а) х = ас0$фсозф, y= 
=bcosvsing, г =сзшф в точке М. (9%, о); 6) х =гсозФ, y= ‘rsin ф, 
z2=rctga в точке Му (5%, го). 

Решение. а) Находим производные в точке Мь: 

д . д д 
ie = —ACOS by) SiN Фу, 56 = 60$ by COS Gp, Xe = 0; 

Ox . ду . . Oz 

и вычисляем A, В, С: А = becos*)cosg, B=accos*vosingy, С = 
= аб $1 фу COS фо. Используя формулы (13) и (14) п. 5°, получаем: 

= COS Фо COS $y -- и COS Фо SIN Фо + < — sin bo = 1 — уравнение касательной 

x sec Vp SEC $, — а — и sec “Ye COSEC Фу — 6 _ 2.cosec Vo — 

bc ac ab 
плоскости; — уравне- 

ние нормали. 
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6) Аналогично предыдущему пункту находим в точке M, произ- 
водные 

дх . ду д2 0 
дв — ToS! Po, д — TOSS Poy Op — ’ 

Ox _ oy. 02 _ 
3; = COS Po, 5; = SIN Po, 5; = cle, 

а также значения А, В, С: A=r,cosg ctga, B=rysing,ctga, C= 
— —%. 

Составляем уравнение касательной плоскости: 

Х COS Фи + Уз gy — 2 Ша = 0 

И уравнение Нормали: 

Хх — Го С0$ Ф% _ У— от Фо _ 2 —Го св а 

COS Фо ss Sing, = 24а 

239. Найти предельное положение касательной плоскости к поверх- 
ности х =и-и, y=u?+v*?, 2 = из -- 83, когда точка касания М (и, v) 
(и == 9) неограниченно приближается к точке М, (цу, Uo) линии края 
и = о поверхности. 

Решение. Вычисляем величины, пропорциональные направляющим 
косинусам нормали к данной поверхности в точке М (и, v): 

ду dz дг ax 
ди ди ди ди 

А = ду д2 —= био (и — и), B= dz ax —= —3(v®— и”), 

до до до Ov 
дх ду 

ди ди 
С = | ax ду =2(9— и) 

dv dv 

и записываем уравнение касательной плоскости в точке М (и, v): 

(х—и— v) Buv — (y и? — 0’) 3 (и +0) + (2—8 —03)2=0. 

Если точка М (и, v) неограниченно приближается к точке M, (Up, Uo) 
линии края и =v поверхности, TO, как следует из последнего ра- 
венства (при и-> Uy, U—> Up, И, = Vp), касательная плоскость занимает 

предельное положение: 3xu, — Зуш + 2— 24% = 0. 
Найти огибающие однопараметрических семейств плоских кривых: 
240. xcosa-+ysina =p (р =consl). 
Решение. Пусть F(x, y, «)=xcosa+ysina—p. Тогда 

F(x, у, а) =—xsina-+ycosa и система (15) п. 6° принимает вид: 

xcosa-+ysina—p=0O, —xsina+ycosa=(0. 

Исключая из этой системы параметр a, получаем уравнение дискрими- 
нантной кривой x? ++ у? = р?. Далее, находим: 

Е; (х, у, а) =cosa, Е, (х, y, а) = па.



э о 2 7s ° 

В точках дискриминантной кривой F, + Е, =cos’a + sin?a = 140 u 
в этих же точках 

‚ sina = + ‚ Раа(х, Ц, а) = 
Xx 

Их у? УТ 
x? 

Их? - у? 

если р-=0. Таким образом, дискриминантная кривая x? -| у? = р® 
является огибающей. 

2 

241. (x—ay’+y=5. 

cosa = - 

= —xcOsa—ysina = + Рея = = TP HO, 

% 

2 

Решение. Имеем: F(x, y, а) = (х— а)? + у? — > Следователь- 

но, система (15) п. 6° имеет вид: 

(х—а + y°—£ = 0, —2(x—a)—a=0. 

Отсюда получаем уравнение дискриминантной кривой в параметричес- 
2 а Qa 

KOM виде: X=, у? = или в явном виде у = +x. Имеем, далее, 

Е, =2(х—а), F, =2y, Еш =1. В точках дискриминантной кривой 

(Fy)? + (Е, = 4(x — а + 4y? = 24? 40, Ри = 140. 

Следовательно, дискриминантная кривая у = + х является огибающей. 

242. у= kx + > ~ (a = const). 

Решение. He. системы 

F(x, y, Ю жур —ф =0, Fp =—x +5 =0 

находим уравнение дискриминантной кривой у* = = dax. To, что эта кри- 

вая является огибающей, следует из соотношений Е” +- Е, —R+14 

“0, Fi,=—- 7 < == 0, справедливых для всех ее точек. 

243. y® = 2px + р’. 
Решение. Обозначая F(x, y, p)=y?—2px—p* и записывая 

систему (15) п. 6° и? —2рх—р’=0, —2х —2р =0, находим, что 
этой системе удовлетворяют координаты единственной точки: x = 0, 
y=0, р= 0. Следовательно, огибающих нет. 

$ 7. Экстремумы функций нескольких переменных 

1°. Определение локального экстремума. Пусть функ- 
ция | (x) =f (ха, хо, ..., X,) определена на множестве ECE, и точка 

x0) — (x хо, ..., x) ЕЕ. Говорят, что функция f(x) имеет в точ- 
ке 4) локальный максимум (минимум), если существует такая 
окрестность S (x, 8) = {x: О<р(х, x) <8} точки +, что для всех 
точек x € S (x, 5) [] Е выполняется неравенство 

F(x) > F(x) (F(x) < F(x). (1) 
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Локальный максимум и локальный минимум объединяются общим 
названием локальный экстремум, а точки, в которых он достигается, 
называются экстремальными точками. 

Если функция f(x) имеет в точке x) локальный экстремум, то пол- 
ное приращение Af (x) = f (x) — F(x) (хе 5 (x, 5) E) этой функ- 
ции в точке x удовлетворяет одному из следующих условий: Af (х®)) < 
< 0 (в случае локального максимума), Af (x) > 0 (в случае локаль- 
ного минимума). 

2. Необходимое условие локального экстремума. 
Пусть функция [(х) имеет в точке x локальный экстремум. Тогда, 
если в этой точке существуют частные производные первого порядка 
по всем переменным, то все эти частные производные равны нулю. 
Таким образом, в этом случае экстремальные точки функции f (x) 
удовлетворяют системе уравнений 

fx, (1, Xo, ..., Хи) =O, f= I, 2, ..., И. (2) 

Если же функция f{ (x) дифференцируема в точке x), то соотношение 

df (x) =0 (3) 
является необходимым условием локального экстремума. Точки, в KO- 
торых выполняется условие (2) или (3), называют стационарными 
точками. Функция f(x) может принимать локальный экстремум только 
в стационарных точках или в точках, в которых частные производные 
первого порядка не существуют. Все эти точки называют точками 
возможного экстремума. 

3°. Знакоопределенные квадратичные формы. Функ- 
ЦИЯ 

n 

A (fy, he, ..., Ay) = 2 ай, (Qin = ав) (4) тим 

переменных fy, Ag, ..., A, называется квадратичной формой. Числа 
а», называются коэффициентами квадратичной формы. 

Квадратичная форма (4) называется положительно определенной 
(отрицательно определенной), если для любых значений переменных #1, 
ho, ..., Й„, Для которых выполняется условие h, -|- h; oo. + he > 0, 
эта форма имеет положительные (отрицательные) значения. Положи- 
тельно определенные и отрицательно определенные формы объединяют- 
ся общим названием — знаксопределенные формы. 

Сформулируем критерий знакоопределенности квадратичной формы — 
критерий Сильвестра. Для того чтобы квадратичная форма (4) была 
положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялись неравенства: 

а. a 11 @12 а1з 

ал > 0, |." 12) > 0, |451 422 азз| > 0, ..., ^. 
Aor 22 Q31 Age Ags 

Qi (12 eee Qin 

Qo} Qoo oee Qon > 0 

Я пт Я по ... Ann 



Для того чтобы квадратичная форма (4) была отрицательно опреде- 
ленной, необходимо и достаточно, чтобы имели место неравенства: 

@11 Q12 А1з 
> 0, (21 @22 Qog < 0, eee 3 

Q31 32 @зз 

Я11 12 

ал < 9, от Age 

Qi Q12 eee Qin 

Qo1 Qo eee Qon 

(—1)” > 0. 

Я пт Я ло о Фо Олл 

4°, Достаточные условия локального экстремума. 
Пусть в некоторой окрестности стационарной точки х® функция ] (х) 
дважды дифференцируема и все частные производные второго порядка 
OF (x) ; ; > Fede, (1, j=1, 2, ..., п) непрерывны в точке x, Если в этой точке 

п 

2 

второй дифференциал d?f (x) = у, ах dx; представляет собой зна- 
ры 

коопределенную квадратичную форму от дифференциалов ах, 4хо, ..., AX, 
независимых переменных, то в точке xX) функция [| (x) принимает локаль- 
ный экстремум. При этом, если 42} (x) < 0, то в точке x) функция 
f(x) принимает локальный максимум, а если d?f (x) >0, то локаль- 
ный минимум. 

Случай функции двух переменных. Пусть в некоторой окрестности 
стационарной точки М, (х, Yo) функция f(x, у) дважды дифференци- 

2 

руема и все частные производные второго порядка ay = 375, 

arf 0? 7 . = дкду» 422 = Gye Непрерывны в этой точке. Тогда, если в точке Мь 

(15 = 

А (Mo) = аа — aj, > 0, 

то функция f(x, и) имеет в этой точке локальный экстремум, а именно 
максимум при а: < 0 и минимум при а! >0. Если же в точке My 

А (Mo) = аа» — ат, < 0, 

то функция f(x, и) не имеет локального экстремума в этой точке. 

Случай, когда А (Mo) = ана» — a7, = 0, требует дополнительных 
исследований. 

Пусть в некоторой окрестности точки x функция f(x) = | (м, 
х., ..., X,) Mm раз дифференцируема и все частные производные 71-го 
порядка непрерывны в этой точке, причем 

df (x) = 0, а (x) = d?f (x) =... = а" (x) =0, а" (хо) = 0. 

Тогда, если т — нечетное, то точка x не является экстремальной, 
если же т — четное, то в точке х функция f(x) имеет экстремум: 
локальный максимум, если df (x) < 0, и локальный минимум, если 
"| (x0) > 0. 
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Если в соотношениях (1) имеет место равенство для любого малого 5 > 0 
и некоторых значений X, отличных от xX, то локальный экстремум 
называют нестрогим (соответственно, ‘нестрогим локальным минимумом 
и нестрогим локальным максимумом). В этом случае локальный экстре- 
мум достигается на некотором множестве точек. 

Если экстремальная точка x принадлежит границе’‘области E опре- 
деления функции /(х), то экстремум называют краевым (соответственно 
краевым максимумом и краевым минимумом). 

5°. Экстремум неявно заданной функции. Если неявная 
функция и = и(ж, Xo, ..., Дн), (X41, Х,..., Хи) Е ECE, определяется 
уравнением 

Е (x1, Хо, ..., X,, И) =0, то 
F (x1, Хо, ..., Xn, И (м, 4, «+s, X,)) = 0, (21, Хо, ..., Л) ЕЕ. 

Пусть функция и дважды непрерывно дифференцируема в E. Тогда 

в стационарной точке М, (х®, хо, ..., x) справедливы равенства: 

| ! Г. 7 

и = — р» (Fx, dXy + Pr, dt + +++ + Ра, dX,) = 0, (5) 

. (0) 0 (0 F(x), x5), ..., м, uM) =O, 

(0) — (0) (0) (0) П где и u(x}, x5), ..., Ха). Поскольку справедливо и обратное 
утверждение, то стационарные ТОЧКИ МОГУТ быть найдены Из системы 

Fi,=0 i=1, 2,..., п), F=0. (6) 

Еще раз дифференцируя первое из равенств (5) и учитывая, что в ста- 
ционарной точке du = 0, получаем: 

п 

д?Е 2y = — 
Фи = — р Oxi OX, 

i, j=) 

———- Xx; dx). (7) 

Если Фи >0 в touke -M,, то функция и имеет минимум; если же в 
этой точке и < 0, то максимум. 

6° Условный экстремум. Пусть функция f(x, и) = (х, 
Xo, ..., Xny Ш, Yo, ..., Yn) определена в некоторой области Ес 
< E,4m: Пусть, кроме того, на переменные Xj, Xq, ..., Xny И, у, ..., 
Ym наложено т дополнительных условий (т-< п): 

Fi (ж, Хэ, coe y Xn, 1» Yo, vee, 1 Ym) = 9, 

Ро (X1, Xa, и.) Xp Ms Ya, een, | Ym) = 9, (8) 

Рт (Xi, №, 002, X ny 1, 1 Yay 086, Im) = 0, 

которые называются уравнениями связи. 
Говорят, что функция f(x, и) имеет в точке (x, 46) = (x, x), 

..., ХО, ИО, YO, ... , YO) условный максимум (увловный минимум), 
если неравенство f(x, и) < f(x, YO) (F(x, у)> f(x, y)) выпол- 
няется в некоторой окрестности точки (xX, y®) при условии, что 
точки (x, y) и (x, y) удовлетворяют уравнениям связи (8). 
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Исследование функции f(x, и) на условный экстремум при наличии 
уравнений связи Ё,;(х, и) =0(1=1, 2,...,т) (т< п) сводится к ис- 
следованию на обычный экстремум функции 

« 

D(x, y) = I(x, y) + 2. GE (x, у), (9) 

называемой функцией Лагранжа, где С =1,2,..., т) — постоян- 

ные множители. При этом знак второго дифференциала 4*Ф (x, у0) 
в стационарной точке (x, 4) определяет характер экстремума при 
условии, что переменные dx,, Ах.,..., dx,, аш, dyo,..., dy,, связаны 
соотношениями 

т 

OF j OF j 
sd + Уи, =0  (=1,2,.., т) 

k=1 s=1 

7. Абсолютный экстремум. Если функция f(x) = Р(ж, х», 
., X,) дифференцируема в области ECE, и непрерывна Ha замы- 

кании Е, то она достигает своего наибольшего и наименьшего зна- 

чений на множестве Е или в стационарной точке, или в точке, при- 
надлежащей границе области Е. 

Для определения абсолютного экстремума функции f[ (x) Ha мно- 

жестве Е сравниваем наибольшее и наименыцее значения функции 
f(x) в стационарных точках области Е с наибольшим и наименьшим 
значениями функции f(x) на границе области Е. 

Исследовать на локальный экстремум следующие функции: 
244. 2 = ЖА y*— x? — Qxy у. 
Решение. Вычислим частные производные: 2, =: 4х3 — 2х — 99, 

г, = 4/3 — 2x —2у. Стационарные точки найдем из системы 

4х3 —2x —2у=0, 4y*— 2x —2y =0. 

Она имеет три решения: x, =0, yy =0; x. = —l, yo= —1; № = 1, 
уз = 1. Для проверки достаточных условий локального экстремума BbI- 
числим, вторые производные: Q4, = 2,2 = 12x? —9, ay = Zey = —2, 
Ayo = 2,2 = 12y*—2 и составим выражение 

A(X, у) = ана» — a?, = (12x? — 2) (12y — 2) — 4. 

Поскольку А(0, 0) =0, то для выяснения вопроса о существовании 
экстремума рассмотрим приращение функции 2 в точке O(0, 0): 

Аг (0, 0) =z(h, k) —2 (0, 0). Если R=A, где O<h< уз, 

Аг (0, 0) = 2h? "3 < 0. Если же К=—й, где h>O, то 

Аг (0, 0) = 2h* > 0. 
Следовательно, приращение Аг(0, 0) принимает значения разных 

знаков, а поэтому при x, = 0, и, = 0 экстремума нет. 
В точках (—1, —1)и(-+- 1, +1) А = 96 >> 0, а так как ал = 10 >0, 

то в этих точках функция имеет минимум, причем Zmin = —2. 
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245. z= Qx* и — x? — 27. 
Решение. Из системы 

2, = 8x? — 2х =0, 2, = 4/3 —4у =0 

находим стационарные точки: М, (0, 0), М. (0, 1), М. (0, —1), 

i | 1 1 1 ] 

м, (0), мых, 1), Moly» —1), М3, 0), М, 1), 
м,(-1,—1). 

if 

Вычисляя вторые производные 2,2 = 24x? —2, 21, = 0, 2,2 = 12y°— 
— 4 и составляя выражение 

A (x, y) = 11922 — ai, — 8 (12x? — 1) (Зи? — 1), 

находим, что А (0, 0) =8>0; A(O, 1) = —16<0; A(O, —1) = 

=. —16< 0; a(t, 0) = —16 <0; als, 1) =32 >0; a(t, —1)= 

=32>0; a(—4, 0)=—16<0; a(—J, 1)=32>0; 
a(—+, —1)=3250. 

Следовательно, точки Мо, Ms, М. и М; не являются экстремаль- 
ными. Точки M,, Мь, Мь М и М, — экстремальные, причем: в точке 
М, (0, 0)— максимум (поскольку 2„з (0, 0) =—2<0) и 2max =0; 

в точках м. (т. 1), M,(+.. 1), М; (-:, 1} H M,(—+, —1) 

— минимум | поскольку 2,2( + > ‚ +1)=4>0)] 4 2min= — 2. 

246. z= xy? (6— x —y). 
Решение. Составляя систему 

г, = xy’ (12 —3Зх— 2 =0, 2, = №? (18 —3х —4y) = 0, 

а затем решая ее, находим стационарные точки: М, (2, 3); М. (0, y), 
где —co<y< co; М. (х, 0), где — © < хх о. 

Для проверки достаточных условий локального экстремума находим 
вторые производные: 

Ze = 123 — бхуз — 2%, 
г,, = d6xy? — 9х2? — 8хуз, (1) 
2,2 = 36x°y — бх3у — 12x*y?. 

Поскольку 2,2(2, 3) =—162, 2,,(2, 3) = —108, 2,2 (2, 3) = —144, 
а A(2, 3) = 144. 162 — 108? >0, то в точке M,(2, 3) функция 2 
имеет максимум, причем 2тах = 108. В точках М. и М. выражение 
А = а11а› — а1, обращается в нуль, а это ничего не говорит о нали- 

чии экстремума в этих точках. 
Для дальнейших исследований вычислим приращение функции 

в точке М, (0, и), —o <y< oo: 

Аг (0, у) = Ах” (у + Ay)* ((6 — Ax) (у + Ay) —(y + Ay)’. 
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Легко убедиться, что при достаточно малых Ax и Ay Az(0, у) < 0, 
если — © < и< 0 или 6<у< +o; Az(0, у> 0, если O<y< 6. 
Причем в обоих случаях достигается знак равенства при | Ах| 0 и 
|Ay|>>0O (например, если y-+ Ау ==0). Следовательно, в точках 
М. (0, и, где — © <и< 0 или 6 < у< +0, функция г имеет не- 
строгий максимум, а в точках М» (0, и), где O<y <6, — нестрогий 
минимум. В точках М» (0, 0) и М. (0, 6) функция г экстремума не 
имеет, так как при x = 0 приращение Аг (0, у) меняет знак при пере- 
ходе переменной у через точки и = 0 и у= 6. 

Далее, из равенств (1) следует, что второй дифференциал равен 
нулю в точках М. (х, 0), — © <x< oo. Поэтому для дальнейшего 
исследования вычислим дифференциал третьего порядка. Дифференци- 
руя равенства (1), находим производные третьего порядка 
г", = —6и3; 2”, == 36y? — 18ху? — 8/3; 2’, = 79ху — 18x?y — 24ху? х у xy у ху = 

г, = 36x? — Bx" — 24x°y 

и вычисляем их значения в точках М. (х, 0): 

2. (x, 0) =0, 2. (х, 0) = 0, 2%, (x, 0) =0, 2. (х, 0) = 36х? — 6х3. ; 

Таким образом, d®z(x, 0) = (36x? — 6х3) dy? == О на множестве точек 
М. (х, 0), — < <х< оо, поэтому в точках М. (х, 0), — © <х<® 
функция г экстремума не имеет. 

247. 2= № -- и —3yxy. 
Решение. Вычислив частные производные и приравняв их нулю, 

получим систему 

г’ = 3% —Зу=0, 2, = Зу* — 3х = 0. 

Решив эту систему, найдем стационарные точки М, (0, 0) и М» (1, 1). 
Затем запишем частные производные второго порядка: 2,2 = 6x, 2,, = —3З, 

2, = бу и составим выражение А (xX, Y) = алла» —аь = 36xy — 9. 

В точке М, имеем А = —9 <0, так что эта точка не является экстре- 

мальной. В точке M, имеем А = 27 > 0, ay, > 0, следовательно, 

в этой точке функция имеет минимум, причем Zmin = —1. 

248. 2= xy ++ (x >0, y>0). 
Решение. Из системы 

находим единственную стационарную точку x = 5, y = 2, принадлежа- 
100 

щую области определения функции. Вычислив производные 2,2 = 5, 

"| „__ 40 А 1000 | . 
2.) =1, t= 7 и составив выражение A(x, и) = |, наи- 

4 
дем, что А (5, 2)=3>0, а. 65, 2) = 5 > 0. Следовательно, в точке 

(5, 2) функция имеет минимум: Z2min = 30. 
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249. z=xyV 1-5 —4% — (@>0, 0 > 0). 
az 

Решение. Из системы 

’ ' a? 
г, = —=0, 2, = 7 =0 

2 a\ 2 2 2\ 2 

а? b2 а? b2 

a b 
находим стационарные точки: M,(0, 0); М — FF) Д Ц. р 1 ( ) 2 V3 , V3 } 

\ ме о Mp — ys): т, 
Для проверки достаточных условий запишем вторые производные: 

xy (4 25° 3y? — #4 (332 _ 24") 
» 8 02 5) , b2 a 62) 

ey? 3 , у? == — a , 

x2 oy? 2 x2? 2 

ab ~ a 6 
Bet Byte Зе Oy" 

” а № | og a2ph2 | p64 
2х) — 3 ’ 

(и 
а? b? 

а затем вычислим значение А в стационарных точках. Имеем: A (M,)= 
= —1! < 0, поэтому эта точка не является экстремальной. 

а b 
— — | — > М. М , И Поскольку А (+ VF’ + V3 4>0, то точки M,, М., М, 

и М, — экстремальные. А так как 

" " 4аб ” " 4ab 

2х? (M2) == £42 (М.) = — > < 0, cy? (M,) — €,2 (M;) — ~9_ > 0, 

то в точках М, и М. функция г имеет максимум, а в точках М, 
и М, —минимум. Непосредственным вычислением находим: 2тах = 
_ ab .. _ аб 

250. z= ax by +6 а? + b® +c? #0). 
Vety+i ( ) 

Решение. Находим частные производные и приравниваем их 
нулю. В результате получаем систему 

‚ „аи Ох (а by +d _ = ; = 2х 

(P+ yt? 
‚ви РО и (ах by +o _ og (1) - ~ г, 

(ty? +1)? 
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3 

Умножая первое равенство этой системы Ha —b(x?-+ y?+ 1)°, вто- 
3 

poe — на а (и - 1) и складывая их, получаем уравнение (bx — 
— ау) (ах + би- с) =0, из которого следует, что bx = ay, ах + by + 

+c = 0. Отсюда и из (1) находим стационарную точку: х = < ‚и= 

-, c#0O (если с=0, то при a®?+ ?-- с*-=0 функция z не 

имеет стационарных точек). 
Для частных производных второго порядка имеем выражения: 

„ by +c 3x (а (x? + y® + 1) — x (ax + by + 9) 
22 = — 3 5 ’ 

(x? + y? + 1)? (x? + y? + 1)? 
„_ ax +c Зи (6 (x* + y? + 1) — y (ax + by + 0) 

22 — — 3. 5 ; 

(x2 ++ y?+ 1)? (x? + y? + 1)? 
„ _ ay + bx 3xy (ax + by +c) 

2ху — — 3 + 5° 

(x? + y? + 1)? (x2 + y?+ 1)? 

Вычисляя значения вторых производных в стационарной точке 

" а b __ Ь? -|- с? " а b __ а? —|- С? о, af Ae , 
р) 2 

а? 6? а? 6? 

(e+ ett) (S++!) 
" a b __ ab 

ху | с, с — 3? 

а? b2 ру 

с Е Ра у 

находим, что 

а b a b2 —3 b2 2 2 2 2р?2 нее о c? 
C С? 

т. е. экстремум существует. 
п (1) 

Поскольку вторая производная 2,2 в стационарной точке отрица- 
тельна при с>0 и положительна при с< 0, то в первом случае 

функция г имеет максимум: 2тах == V a? + В? -+ c?, a BO втором — мини- 

MYM: 2шш = — И а? + В + с. 

251. а=1 Уи. 
Решение. Легко убедиться, что данная функция не имеет стацио- 

нарных точек. Но в точке М (0, 0) частные производные первого по- 
рядка не существуют, так как разностные отношения 

2 (Ах, 0) —г (0, 0) _ [Ах | г (0, Ay) — г (0, 0) | Ay | 

Ax Ax ’? Ay Ay 

He имеют пределов. Следовательно, точка М (0, 0) является точкой 
возможного экстремума. Из того, что приращение z(x, у) —г (0, 0) == 
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имеет максимум, причем Zmax = |. 
252. z=x-+y+4sinxsiny. 
Решение. Для определения стационарных точек получаем систему 

г, =1- 4с0озхзту= 0, 2, =1 + 4зшхсозу = 0, 

преобразуя которую к виду 

| —2sin (x —y) + 2sin(x =0, 

1+ 2sin(x —y)+ 2sin(x + y) =0, 

находим: 

sin (x — и) = 0, sin(x-++y)=— >; 

отсюда 

ху = ("НЕ + т, m=0, +1, +2,...; 
X—y=nz, п=0, 41, +2, ... (1) 

T д - TT TT или х = (1H (m+n), y= (HY тю, 
т, п = 0, +1, +2, ... 

Находим вторые производные: 2,: = —4Asinxsiny; 2: = 
= —4sinxsiny, 2,, = 4с0$хс0зу и составляем выражение 

A(x, и) = 16 91? x sin? y — 16 с05* x cos* y = —16 с0$ (х — и) соз (х + и). 

Для вычисления значений выражения A(x, и) в стационарных точках 
используем формулы (1). В результате получаем: 

A = —16cosnz cos (yn = + me | = (—1)"*"*116 cos Е 

т, n=O, +1, +2, ... 

Отсюда следует, что пр m+n-+ 1 четном A > 0 и экстремум су- 
ществует, а при т | п {- | нечетном экстремума нет. Таким образом, 
функция имеет экстремум при т-- п нечетном. В этом случае числа 
ти п различной четности. 

Для выяснения характера экстремума преобразуем вторую произ- 
водную 2“ K ВИДУ 2,2 =2cos(x-+ y) —2с0$ (х— и) и вычислим ее 
значения в экстремальных точках (тогда т -- п — нечетное): 

z,2 = 2(cos (о . < -[- mr) — cos nz) = (—1)"-V3—(—1)"- 2. 

Если т = 2k — четное, а п = 2r — | — нечетное, то г, = V3 +2>0 
и функция имеет минимум; если же т = 2k —1 — нечетное, а п = 

— 2г — четное, то г, = —V3—2<0 и функция имеет максимум. 
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Вычислив экстремальные значения функции, получим: 

@тишт = 2kn —2 —V3— = (R — 0, +1, +2, ...), 

Zmax = (28 —1 «+2 УЗ (Е =0, +1, +2, ...). 

253. 2 = (x? -+ у) e~ 19"), 
Решение. решив систему 

2, == (2х — 9х (x? + и") е "+ = 0, 

z= = (2y — 2y (x* и.) eR) = 0, 
получим множество стационарных точек, состоящее из точки (0, 0) 
и точек окружности x? -+ y? = 1. 

Находим вторые производные: 

Zit = (4x? (x? у?) — 12x? | 2) eH), 
zy = a (x? + 4?) — 12y? + 2) ее, 

ny = (Axy (2? + 9?) — Bxy) ет. 
Поскольку в точке (0, 0) 2,2 = 2, 2,2 =, zy =0, А (0, 0) =4>0, 

то в ней функция имеет минимум: Zmin = 0 
Для проверки достаточных условий в точках, принадлежащих OK- 

ружности x?-+ 4° = |, функцию z будем рассматривать как функцию 
ОДНОЙ переменной = и: z= te~*, ДЛЯ которой ¢ = | является 
стационарной точкой. Поскольку вторая производная г” == (t— 2) e~* 
отрицательна при { =1, то функция г имеет максимум. Таким образом, 
данная функция 2 (х, y) имеет нестрогий максимум Zmax = @7! В ТОЧ- 
ках окружности x? + и? == 1. 

254. и 9х 4+ 4у — 6г. 
Решение. Из системы 

= 2х -2=0 u,=2+4=0, и =22—6=0 

определяем единственную стационарную точку: х = —1, и= — 2, 
z= 3. , 

Находим вторые производные: uy: = 2, Up = 2, Uz=2, Uy = 
= Uy, = Uy, = 0. Таким образом, 

и Td u 
U2 и’ и Ц И , х ху х ху XZ 

И =2>0, ” =4>0, ” ” и 8 0 

их и ух И? И = > ’ 

t ” и 

Их Ugy Ц „2 

т. е. второй дифференциал и, согласно критерию Сильвестра, пред- 
ставляет собой положительно определенную квадратичную форму. 
Следовательно, в точке (—1, —2, 3) функция имеет минимум (Umin= 
= —14). 

255. ие + y+ 22+ 12ху + 92. 
Решение. Имеем: 

их == 3 -- 12у =0, и, =2у- 12х=0, и, =22-2=0.



Отсюда находим стационарные точки: x,=—0, y,=0, z4=—Il; 
Хо = 24, у. = —144, 2> = —]. „Далее, находим вторые производные: 
и, = 6х, и, = 192, и, =0, из =, и, = 0, и =2 и вычисляем 
в стационарных точках "значения “‘определителей 

ГИ Га и My Ww 

" Их И ху Uy? Uyy Uy» 
A, U2, As = " ” , A, = ” " weie (1) 

И ух Uy? Uy Uy? Пу: 

2х zy М? 

В точке М, (0, 0, —1) первый из этих определителей обращается 
в нуль, поэтому вопрос о существовании экстремума в этой точке 
требует дальнейших исследований. С этой целью находим третий 
дифференциал в точке М, и убеждаемся в том, что Фи (0, 0, —1) = 
= бах? x 0. Следовательно, точка М, (0, 0, —1) не является экстре- 
мальной. 

В точке М, (24, —144, —1) А, = 144 > 0, A, = 144 >0, А. = 283 > 
> 0, поэтому функция в этой точке имеет минимум: 2тш = — 6913. 

2 

206. u=xt E+ ips (x >0, y>0,2z>0). 

Решение. Из системы 

ro у И г? _ , 22 2 
u, = | 4х = 0 Uy = 9, — =0, 2 72 0 

e | — | находим единственную стационарную точку: x= —, у=1, z= 1. 

Затем находим вторые производные: и” = И ий и’ =0 1 pit p р д . х’^ Oy3? ху 092’ хг ©) 

о 2 ze 4 
Uy? = 0 —+ a? и, = — ye? uz = т -|- „5 И Вычисляем их значения 

о . ” " ” " " 

в стационарной точке: Uy = 4, Uy, = — 9, и, = 0, и, = 3, Uy, = —2, 
A 

Из = 6, 

Вычисляя определители (см. пример 255) 4, = 4, A, = 8, Аз = 32, 

заключаем, что в точке 5 , 1, 1} функция и имеет минимум: Zmin=4. 

257. и = ху?2 (а — x — Qy — 32) (a > 0). 
Решение. Решив систему 

и, = yz’ (a — 2x — 2y — 32) =0, 
и, = Wxyz" (a — x — 3y — 3г) =0, 
и’ = 3xy'2" (a — x —2у— 42) =0, 

a a 
получим следующие стационарные точки: точку М, (4 ‚>, 4) ; ТОЧКИ 

М. (0, y, 2), принадлежащие прямой х=0, 2у-+32= а; точки 
М. (х, 0, 2), принадлежащие плоскости у = 0; точки М, (х, y, 0), при- 
надлежащие плоскости z = 0. 

306



Проверим, выполняются ли достаточные условия локального экст- 
ремума. С этой целью найдем производные второго порядка: 

р и, = — 223; uy, = 923 (а — 2x — 3y — 32); 
Uy, = 3y°2" (а — 2x — 2y — 42); и’ = 2х2 (а—х—бу— 32); (1) 
и", = бхуг? (а— х—Зу — 42); u,2 = 6х2 (a— x — Qy — 82). 

2 

В М a a a . ” 2а5 . " 2a5 . 
точке WF, Fs 7 имеем: Uz = — 75, И ху =—_ TR 

" Заз ” ба? ” ба? ” fa" 

xe 76’ Uy — 5) Uy = Ue — о ‚5 1 < 0; 4, > 

> 0; А. <0, где A), Дьи А, — определители (8) п. 3° при И = 3. 
Отсюда заключаем, что в этой точке функция имеет максимум: Umax = 

a 
Пользуясь равенствами (1), записываем второй дифференциал 

функции и в точках М»: и = —2y?z%dx® + Qyz* (а — Зу — 32) х 
x dxdy + 3y°z" (а — 2у — 42) dxdz. По виду дифференциала легко 
убедиться, что он может иметь различные знаки, т. е. не является 
знакоопределенной формой от переменных Ах, dy и dz, а поэтому 
в точках ЛМ. экстремума нет. 

Записывая второй дифференциал в точках M,: du = 9х2 (а — х— 
— 32) dy*, убеждаемся, что при а— х — 32 40, х-0, 2=0 он 
представляет собой знакоопределенную форму. Следовательно, в точках 
Мз при условии, что a— x — 32 = 0, x 40, 2 -- 0, функция и имеет 
нестрогий экстремум, равный нулю. 

В точках М, второй дифференцигл тождественно равен нулю, од- 
нако Фи = 6xy? (a — x --- 2y) 423 == 0, поэтому эти точки не являются 
экстремальными. 

258. и = sinx-+ siny + sinzg—sin(x+ty+z)O0<x* <r, 
О<у<т, 0O<2z< 7). 

Решение. Имеем: 

и, = с0$х — с0$ (х +y+z)=0, 
и, = COs у — с0$ (x и- г) = 0, 
и, "= cosz — с03$ (х НИи- 2) = 0. 

— 

д п 
Решив эту систему, получим три стационарные точки: М. (3 =, =], 

2,20 
М. (0, 0, 0), М: (x, к, к). 

Проверим, существует ли экстремум в каждой из этих точек. 
Вычисляя значения вторых производных: 

Ue = —sinx-+sin(x+y+2), их, = зп (х Ру 2), 

Uy = —т у -- эп (х Ни- 2), uz=sin(x+y+2), 

uz = —sinz+sin(x+y+2), иг, = чп (Хх фу-+ 2 

в точке Мь, получаем: Их = —2, их, == — 1, Ик = 1, up = —2, 
Uy = —1, uz = —9. Отсюда следует, что 

Ux: Иху Их 
> 0, А = их Uy и |< 0. 

и А Ld 

Их Uzy Uz? 

Их Uxy 
A, = Uy < 0, A, = 

ух Uy? 
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Таким образом, в точке М, функция имеет локальный максимум: 
2тах == 4. 

В точках М. и М. функция имеет краевой минимум, равный нулю. 
Это следует из того, что при любых приращениях Ах, Ау, Аг незави- 
симых переменных из области 0 < Ах< т, O<Ay<n, О< Ах т, 
но таких, что 0 < Ах-- Ay-+ Аг < х, справедливы неравенства (см. при- 
мер 8, в, гл. I, ч. 1): 

Аи (0, 0, 0) =u (Ax, Ду, Az) — и (0, 0, 0) = u (Ax, Ay, Az) = 

= sin Ax + sin Ay + sin Аг — sin (Ах + Ay + Аг) > 0, 
Au (п, п, п) = u(x — Ах, «— Ay, т — Az) — и(т, x, п) = 

= и (Ах, Ay, Az) > 0. 

259. и = хх... (Еф — 2 — +++ —nx,) (x, > 0, % > 0, ..., 
х„ > 0). 

Решение. ° Приравнивая нулю частные производные первого 
порядка, получаем систему для определения стационарных точек: 

г 3 n __ 

Uy, — X5X3 ооо Xn ($ х1) —- 0, 

Ux, = 21а... XR (9 — Xe) = 0, 
re 3—1 , __ 

Их. — Зах хз eee Xn (> — X3) — 0, 

ro 2-3 n—1,n—-1 — Uy, == ПХ ХХ... али (Pp —%X,) = 9, 

где ¢ == | — x, —2х, —... —nx,. Tak kak xj >0 (f= 1, 2, ..., n), 
то стационарные точки должны удовлетворять следующей системе: 

g—x=0 (=1,2,..., п). (1) 
В системе (1) из первого уравнения вычтем второе, из второго — третье 
и т. д. В результате получим систему 

хх = 0 (1=1, 2,..., п ]), 

из которой следует, что х, = х› = +++ = X,. Пользуясь этим, из пер- 
вого уравнения системы (1), которое в этом случае запишется в виде 
м1... п) —х  =0, находим стационарную точку x, = 

2 
— ря — eee = =— e 

2 ‘n= Ent 
Найдем производные второго порядка: 

” _ 2 3 n 

И — 2X5X3 ооо Xny 

u” = (Е — 1) xyx2... xp. Ме — X,) — 
*k 

—R(R+ 1) xyx2... x6 ... м, (R= 2, 3,..., 0), 
Upp == RMR. Xe ХТ... (gp — H,) — 

—kmxye... xt. xk (Rk, m=1, 2, ..., n, Вт). 

Обозначив через х общее значение координат стационарной точки х = 

== Ал == Ао == Е Х, = ment.’ а через а; — значения производных 
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Их, в стационарной точке и заметив, что в стационарной точке 9 — 

—x,=0 (k=1, 2, ..., п), получим: 

пет 2 nen? 
Oy и. = 2-х ? ) App = Ug = —h(k + I) x 2, 

паи 
@вт = Uryx, = —kmx 2, (2) 

Для исследования знакоопределенности квадратичной формы 

2 Фи = р (ап == их x) | (3) 
j= 

ВЫЧИСЛИМ определитель 

а1 @12 Ayg ... Aim 

Qo, Ag, @23 ... @2т 
A,, = Пт. 32 33 ... @3т |. (4) 

Qmi Я то Qm3 ee Ятт 

Согласно (2), из К-й строки определителя (4) выносится сомножитель 
n?tn—2 

(—l)-kx ?  , поэтому 
223 4... т 
1334... м 

n2t+n—2 
— 1244... т — (__]\™p! 2 = 

Am = (Пти x 123 5... m 

123 4...m+1 
n?tn—? 

=(—l)"mlx ? "4m ee), 

Отсюда непосредственно вытекает, что A,<O0, A, >O0, AZ< 0, 
A, >0, ..., т. е. что форма (3) отрицательно определенная. Таким 
образом, в стационарной точке функция имеет максимум. Вычисляя 
экстремальное значение функции, имеем: 

9 n?tnt?2 

ик [трее] P 
260. иже... (м0, i=1,2,..., п). 
Решение.  Приравняв нулю частные производные первого порядка, 

получим систему для определения стационарных точек: 

’ Xx 
Ux, = —— = 0; 

| x ИИ т — __ 
Их, XR_1 х, =0 (A 2, 3, ...у (n 1); 

| 2 

Wn = aye 
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Отсюда, находим стационарную точку X_ = X?, Хз =, ..., Ж=АдИ, 

X1 = on+i e 

С целью проверки достаточных условий экстремума находим вторые 
производные. Обозначая aij = их», получаем: 

2 | . 
@11 —= >> @12 — — rT, ay; = 0 (j =3, 4, ...у п); 

1 x, 

a a 2 a 1 = > kk — 5 ЕЕ-Ы = — 55, К 2—2, хо ’ k+ x2 

aj =0 (j=1, 2,..., R—2; j= R+2, R4+3,..., п; (1) 
k=2, 3,..., n—1); 

__ | _ 4 2 
Cnn ~~ an? Gan Se иг 

Anj = 0, j=1, 2,.... п 2. 

Для исследования знакоопределенности квадратичной формы 

Фи = D a,x ;,dx;, (2) 
р, |=1 

где коэффициенты определяются формулами (1), рассмотрим определи- 
тель, образованный из коэффициентов формы: (2): 

2 | — + 0 0... 0 0 
1 

1 

| 2 | 

я и ° 00 
| "И An=| 0 —х 0 Of, @ 

1 1 1 

| 2 0 0 0 0 rt ni 

Преобразуя определитель (3) к виду 

о о... 0 
x x 

3 | 
— о... 0 
2х x 

Ат = a — .. 0 ’ 
о 0 3x) x 

0 0 о 0... et 
MX 

замечаем, что A, >0 при т=1, 2, ..., п. 
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Таким образом, квадратичная форма (2) положительно определенная 

и, следовательно, функция и имеет минимум: Ишш = (1 + 27. 
261. Задача Гюйгенса. Между двумя положительными числами а 

и р вставить И чисел X4, Xo, ..., X, так, чтобы величина дроби и = 

= Ар: Жи была наибольшей. 
(а-- х1) (НХ... (Xn 5) 
Решение. Логарифмируя функцию и и обозначая v = пи, имеем: 

y=Inx,+Inx,+--- + Inx, — ш(а-+х) —In (xj + ж) — 
— +++ — In (%,_1 + %,) —In (x, + 9). 

Очевидно, экстремальные точки функций и и о совпадают и, сле- 
довательно, определяются из системы 

| | | 

Un = ата ата =0, 
' | ] | 

Ox = Xo жж 7 X_ -[ Хз = 0, 

, | ] ] 

Oxy — Xn жа Xa + 8 = 0. 

3 | 
Из первого уравнения этой системы находим X_ = — X75 из второго 

I 
Жо X= a x? и т. д. Из последнего уравнения находим b= 

v2 tl 1 
n 1 , b n+l T 6 ==. Отсюда вычисляем х, = а = . Таким образом, 

At 

координаты стационарной точки М можно записать в виде геометриче- 
ской прогрессии x, = ag, Хз = а4?, ..., X, == ag", знаменатель которой 

b —_~ 

— | 2. |a+i a= (3), 
Находим вторые производные: 

w" 1 | | и” ] 
U = — - = 

х1 x ы (a-+ x4)? +r (ха + X_)?? ба (жа + X_)?? 

хх, = 0 9% 4, озу п); 

0" __ | о" И 4 | | 

*eXk_1 (ха ХЕ)? x2 — xe (Xp_y + Xx)? +r (Xp + Xp41)? ’ 

и | 

OxpX pay = (Xe + Xg4 1)? ? 

j=k+2,k+3,..., п, = 2, 3, «+6, 2—1); 

, | ” ! 
С 1 — (Ха + Xn)? , Oe ~ x + (Xn_4 ++ Xn)? + (Xn + b)? , 

nx, =0 (j=1,2,..., 2—2) 

Ux,x, = 0 Gj=1, 2, e828 ey k—1; 
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и вычисляем их значения в стационарной точке (aj; = Uy ix)" 

—2 И | __ .__ | 
ay = a®g (1 -- 9)? ’ a2 = a2g? (1 + g)?? а; = 0 (j = 3, 4,..., n); 

— —2 _ | 
В а РЕГ ge? HM а ge? 

ав: =0 (j= 1, 2, , k—I1; TS EEE ERS: reste 

k=2, 3,. — 1); 
— | —_ —2 

Qn n—| — a2g2n—2 (1 + 9)? ’ Qnn = а?д?п 1 (1 + 9)? ’ (1) 

Qn, =0 (f= 1, 2,..., n—2). 

Как и в предыдущих примерах, вычисляем определители А», обра- 
зованные из коэффициентов квадратичной формы 

Фо (М) = У анажаХ,. (2) 
р, j=l 

Поскольку числа ay в равенствах (1) имеют общий множитель 
l 

TO, вынося еГо за знак определителя, получаем: re 
—2 | = 4 0 0 .. 0 0 

1 —2- 1 
, 92 3 7 0 ... 0 0 

An = (a(l+q)2"| 0 г. 5 a 0 0 (3) 

| —2 
0 0 0 0 т”? д?т-—1 

Преобразуя определитель (3) к треугольной форме 

~~ 1 9 0... 0 
q q 

3 | ож и 0... 0 
— | 4 | 

Ат [a (1 + 9)]?™ 0 0 ~~ 3498 98 eee 0 9 

0 0 0 0... —~ SES 

A = (—1)™ (m+ 1) 
т ~~ эт? 

(a (1 + 9)" 7 
что A,<0, A,>0, 4,<0,..., т. е. что квадратичная форма (2) 
отрицательно определенная. Поэтому функция VU, а вместе с ней и функ- 
ция и в точке М имеет максимум. 

Найти экстремальные значения заданной неявно функции 2 от 

переменных х и и: 

. Отсюда следует, а затем вычисляя его, имеем: 
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262. + y?+ 2? —2x + Qy —4z—10=0. 
Решение. Для определения стационарных точек составляем 

систему (см. формулы (6) п. 5°): 

Е, =2х —2=0, Ру =2у-+2=0, Еж уг — 2х 4 2у— 

—42 —10 =0, 

решая которую, получаем: х, =1, и! = —1, y= —2; y= 1, у = 
—= —1, 25 = 

Для проверки достаточных условий находим производные Е; = 
—=92 —4, Fe=2, Fp =9, Fry = 0 и вычисляем второй дифференциал 
в стационарных точках. Поскольку (см. формулы (7) п. 5°) 

ФЕ (1, —1, —2) == (dx? + dy?) > 0; 

aF (1, —1, 6) = — = (4%? + dy?) < 0, 

TO Zmin = —2, Zmax = 6 при x= I, и —= —[. 

263. ху - г — ха — уг + 2х + Qy + 22—29 =0. 
Решение. Из системы 

Ех = 2х 2-2 =0, Fj = 2y—z+2=0, 

Fex?+y4 2 — хе — уг | 2х + 2y + 22 —2=0 

находим стационарные точки 

My: x =--34+)6, y=—34+V6, г= —4 +26; 

М»: x = —3— 6, y= —3— V6, z= —4—2) 6. 

Находим производные: F? = 22—x—y+2, Fe = 2, Fy = 9, Fry =0 
и вычисляем второй дифференциал d?z в стакионарных точках: 

d*z(M)) = ae а + 4/°); Ф2(М») = VE —7= (dx* + dy’). 

Следовательно, Zmax = —4+2V6 при х= —3-+ 6, y= —34+) 6; 

Zmin = —4—2V 6 при x = —3— 6, y= —3— 6. 
264. м + y44 2 — 242 (2 у - 2) =0 (a>0). 
Решение. Для определения точек возможного экстремума решаем 

систему 
В = хи - 2 — 247 (+ у? + 2?) = 0, 

Fy = 4x° — 4a°x = 0, Е’ = 43 — 4а?у = 0, 

из которой получаем особую точку х =у=г=0 и шесть стационар- 

ных точек — My: х=0, y=0, z=aV2; М»: х=0, y=0, z= 

=—aV2; Мз, 4: х= +a, y= +a, z= ау 1 +V3; Ms 6: x= +a, 

y= ta,z=—aV14+V3. 
Далее, находим производные: 

Е, = 423 — 4a°z, ЕР» = 12x —4a?, Ру» = 12y? — 4a, Fr, =0 
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и вычисляем в точках M, (i = 1, 6) второй дифференциал 422: 

гм) = “Ч; (Му = И; 
V2a ’ V 2a 

— 2 2 9 2 2 
2 (Мз, 4) = 2 (dx* + ay’) , d2(Ms, 6) = (dx° + ау ) 

aV3+3)V3 aV3+3V3 

Следовательно, в точке М, функция имеет локальный минимум 

Zmin =@ 2, в точке М, —максимум 2max = —@ И 2, в точках M3, 4 — 
максимум 2тах = ау! +73, в точках Ms в —минимум 2min = 

= —а V 1+ УЗ. 

Исследовать на условный экстремум следующие функции: 
265. а... а, если д. +X, +++ +x, = па, а > 0, 

т > |. 

Решение. Составляем функцию Лагранжа (см. формулы (9) п. 6°) 

Ф= У) (Ух, — па) 
i=! 1=1 

И записываем систему 

n 
m—| . 

Dy. = mx; +rA=0 (i = 1, 2, ..., П), 2 Xi = па, 
i= 

из которой находим ) = —ma™~! и координаты x;= a точки М воз- 
можного экстремума (а, а, ..., а). Далее, находим второй дифферен- 

и 

—2 1..2 циал a = т(т — 1) >, xf “Ах и вычисляем его значение в точке 
i=l 

(М, 4): @O(M, }) =m(m—1)a"-? > ах. Так как @Ф(М, ) >0, 
i=l 

то в точке М функция г имеет минимум: Zmin = Па”. 
266. и = xyz, если x?-+ y?+ 27 = 3. 
Решение. Аналогично предыдущему примеру составляем функциго 

Лагранжа Ф = xyz +(x? + у? -| 2? —3) и записываем систему для 
определения Х и координат точки возможного экстремума: 

O, = уг -- 2х =0, Ф, = xz+2hy=0, OF = xy 22 =0, 

x? ty? + 2? = 3. 

Из этой системы находим восемь стационарных точек: М) (1, 1, 1), 

М. (1—1 —1), М, (—1, 1, —1, My(—1, —1, 1) дя МЕ 
и M;(—1, —1, —1), M,(—1, 1, 1, Ма, —1, 1), Ма, 1, —1) 

ДЛЯ ho = =. 
2 

Находим второй дифференциал функции Лагранжа 

Ф = 2h (ах? + ду? + dz”) + 2гах ау +- 2ydx dz + 2хау dz. (1) 
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I 
Для 4, = — > и точки М: имеем: 

ФФ (My, 44) = — ах? — ау? — dz? + 2ах ау + 2ах dz + 2ауаг = 

== — (dx — dy)? — dz? + 2 (ах + dy) dz. 

Заменяя в последнем слагаемом дифференциал dz ero значением, най- 
денным из уравнения связи в точке М, 42 = — (4х + 4у), получаем 
неравенство 4*Ф (Ми, ^1) = — (dx — dy)? — dz* — 2 {ах + dy)? < 0, из ко- 
торого следует, что в точке М, функция и имеет максимум. 

| 
Для hy = — 5 И точки М. из (1) и уравнения связи получаем: 

AO (Ms, 4) = —dx* — ау’ — dz* — 2ахау — ?ахаг -- 2ауаг, ах = 
=dy-+dz, и, следовательно, @Ф(Мь, 4) = — (dx —dy)? — dz* — 
—2(dy + dz)?< 0, поэтому функция и в точке М. имеет максимум. 
Аналогично устанавливаем, что функция и имеет максимум в точках М; 
и M,. Во всех этих точках Umax = |. 

| 
Для he = 5 и точки М, из (1) и уравнения связи получаем: 

@Ф(М,, №») = ах? + ау? + dz* — 2dx dy — Зах dz —2dy dz, ах ау + 
-- 4г = 0. Отсюда следует неравенство 4Ф (М, i.) = (dx — ау? + 
+ dz* + 2 (ах -- ау)? >0, из которого заключаем, что в точке Мь 
функция и имеет минимум. 

Легко убедиться, что в точках M,, М, и М. функция и также 
имеет минимум, причем ити = — 1. 

267. u=x"y'2", если x+y+z=a (x>0, y>0, z>0, т >0, 
п>0, р>0, a>0). 

Решение. Очевидно, экстремальные точки функций и и v= 
= ши совпадают. Поэтому будем исследовать на условный экстремум 
функцию v= Inu =minx+nlny+pinz при условии x + у г=а. 

Составляя функцию Лагранжа Ф = minx +nIiny+pinz+trA(«+ 
уг — а) и систему 

Ф = + =0, Ф, = А =О, ФИ Е А =0, x+y+z=a, 
2 

находим координаты точки возможного экстремума: х = пи, у= 1, 
а о 

г = pt, где = Тир Поскольку второй дифференциал функции Ф 

dx? dy? 42? 
ФФ = TE - в точке (mi, nt, pt) удовлетворяет Hepa- 

ах? dy” 42? * 
венству 42Ф = — Е -|- я + «| < 0, то функция о, а вместе с ней 

mm nn pPamtntp 

(m-- п -- р)т+и+р° 
2 2 2 г 2? 268. и= хи’ - 22, если atptas! (a>b>c>O0). 

Решение. Дифференцируя функцию Лагранжа Ф = x? + у? + 2? + 

и и имеют в точке (mt, nt, pl) максимум: Umax = 

x2 2 22 

+ i [= —- os + = |} по всем переменным и присоединяя уравнение 

связи, получаем систему 
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2) 211 ' 2A O, = 2х2: =0, ©, = 24 +57 =0, OJ = 224+ =0, 

7 БН a = a 

из которой находим Х и точки возможного экстремума: Ay, 2 = —Cc?, 
My), 2 (0, 0, + с); Хз, 4 = —a’, Ms, a(t a, 0, 0); As, в = — 6, 

М, в (0, + 8, 0). 
Для проверки достаточных условий находим второй дифференциал: 

Po —2 (1-2 ‚а (1-4) 49 +2(1+: аа . Из неравенств 

LD (М, di, 2) =2 (1—5) 4+2 (1—9) ay* >0, 

@Ф (Ms, 4, Аз, 4) =2(1 “ал +2(1 аа < 0 

следует, что в точках M,,5 функция и имеет минимум Umin = 6*, 
а в точках Мз, 4 — максимум Umax == a’. 

В точках М5, в при dx =0, 42 ==0 @Ф (Му, в, As, = 2(1 2) x c2 

x dz?< 0, a при dx +0, 42=0 @Ф (М, As, 6) =2(1—%) ax > 0. 

Поэтому точки Ms в не являются экстремальными. 
269. и = xy’z*, если х + 2y + 32=а (x >0, y>0, z>0, а>0). 
Решение. Составив функцию Лагранжа для вспомогательной 

функции v= Inu 

=Inx+2Iny+3Inz+) (x + 2y + 3z—a) 

и образовав систему 

ФЕНА, ФЕ =0, o/= 243, =0, 
x+2y+ 3г =а, 

6 
получим A и координаты стационарной точки: A = — = х=у=г= 

2 2 а 2 

= =. A так как второй дифференциал 4?Ф = —& —9 — в ста- 

ционарной точке удовлетворяет условию 

а а 6 36 eo (1 ‚1,4, —§) = — 88 (ax? + dy? + de®) <0, 

TO функция V, а вместе с ней и функция и имеет в этой точке максимум: 
6 

a 
Umax >= (4 . 

270. и = хуг, если ху = 1, «+y+z=0. 
Решение. Приравнивая нулю производные функции Лагранжа 

Ф = хуг (НР — 1) ых -у-2г) no x, уи2г, получаем 
систему 

ODO, = уг + 2х + в=0, Ф,=хг + 2^у +в =0, Фи= ху +202 + 

в =0, 
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решая которую совместно с уравнениями связи x? + у? + 227= 1, «+ 
+y-+z=0, находим шесть точек возможного экстремума: 

—2 

М: [уз уз “vi: м, (уз, V6’ я); м, (- 75, уз’ val при 
| 2 | 2 | 

=; M _ — —= М: ——= —= — |, 

26" ( Ve’ V6’ УЗ). ( Уё’ V6’ 7] 
М a ОР. _ при — ——le 

‘(ув ув 7 № = уу 
Далее, находим второй дифференциал: 

ap = 2h (4х? + ду? + 42?) + 2гахау ++ 2уахаг - 2хауаг, (1) 

а из уравнений связи получаем соотношения: 

xdx+ydy+zdz=0, ах -- 4у-{ аг = 0. (2) 

Проверим выполнение достаточных условий для точек М: и М.. 
Для этих точек 

| х=и= 2, z= —4). (3) 

Тогда из (1), (2) и (3) получим равенство 

ФФ = 2h ((dx — dy)? + аг? + ах* + dy’). 

Отсюда следует, что при A<O (т. е. в точке M,) @Oo< 0, 
| 

——=|. При ^ 5 У ри 4 >0 

(т. е. в точке M,)d’°D >0, поэтому в этой точке функция и имеет 
| 

Аналогично устанавливаем, что в точках М, и M, функция и имеет 

и В этой точке функция и имеет максимум [uma = 

минимум [uni = — 

| 
максимум [Umax = уж), а в точках М. и М, — минимум [unin = 

271. u==xy+yz, если x+y=2, ytz=2 (x>0, у 0, 

Решение. Образовав функцию Лагранжа © = xy + уг НХ (х? + 
+ y?—2)+(y+z—2) и составив систему 

Ф; =у- 2х =0, O,=x+2+2y+p=0, Фу -ь=0, + 
+ y? = 2, уа=2, 

найдем числа A, в и координаты стационарной точки х=и=аё= 1, 

ве 
Запишем второй дифференциал 4Ф = 2) (dx? + dy”) + Qdx dy +- 

-+ 2dy dz и положим в нем ) = —3 . Тогда получим: 4Ф = — ах? — 

— dy” + 2dx dy + 2ауаг. Из уравнения связи следует, что dy = 
= —dz = —dx, поэтому 4Ф = — 4х? — 3dy? — 242 < 0. Таким обра- 
зом, в точке (1, 1, 1) функция и имеет максимум, равный 2. 
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272. u=sinxsinysinz, если x+ty+tz= 5 (x >0, y>0, 2> 0 

Решение. Составляем вспомогательную функцию Ф = Insinx + 

+ Insiny + Insinz+ ^ [x+y -+2—5) и систему 

®,=ctgx +1 = 0, Ф, = ctgy+r=0, Ф/ =ctgz+,A=0, x--y+2=5; 

получаем точку возможного SKCTpemyMa х = y= г = —. Tak как @)= 
п 

6 

п 

6 

2 2 

— — (46 9 4 oe dz" fF) <0, TO B TOUKe (= =. функция sin? x sin? y ‘ sin? 

имеет максимум, равный =. 

2 2 2 

273. и, если x*+y?+2=1, xcosa+ ус0$ 8 -- 

+zcosy=0 (a>b>c >0, cos’a + со? В + cos? 1 = I). 

Решение. Составив функцию Лагранжа Ф = “5 ми ра 4 = 

—iA(x?+ yy? +227—1)+p(xcosa+ycos8 +2 cosy) и приравняв Aya 
ее производные по х, y и 2, получим систему 

Ф= 7 — 2х + в соза = 0, 

0; — ory 4 woos =O. (1) 

@,' = — 22+ pcosy = 0. 

Умножая первое равенство системы (1) Ha x, второе —Ha у, третье — 
на г и складывая их, получаем равенство 

2) 2 ++) + в (сова + y cos 8 + 20051) =, 

и 1 =0 из которого с учетом уравнений связи вытекает, что 5 + <3 -+ = —^=0, 

т. е. что Х = и. Таким образом, Umax = тах^, Umin = minh. 
Решая уравнение (1) относительно х, у и 2 и умножая левые и пра: 

вые части полученных равенств на соза, COSB, со] соответственно, 
находим (с учетом уравнения связи xX COS 4 a y cos В + zcosy = 0): 

+ 

“yah . —h Gah 

с OS os? 2 — (i Е By Sint г) + 0. 

cos? a cos? В 

Если 4; и Ag—KOpHH этого уравнения, причем Ay< Ag, TO Umax = 
= hos Unin = Ay 

214. и=м м... | хл, если ia ie И l (a; >0;i= 
ро п) Qy Qs an



Решение. Имеем: Ф = хи } Из системы Фх, = 

i=] 

= 2xj-+A - =0 (j=1, 2,..., п) находим 
i 

d . 
2a; (7 — 1, 2, ...у п), (1) 

а из уравнения связи и г равенств (1) получаем: 

(j= 1, 2, ..., П). (2) 

№; — 

| 
= Ам 

] ] о j=1 / j=l aj 

Поскольку 4Ф= 2 Sar’ > 0, то в стационарной точке (2) функция и 
j=! 

имеет минимум: Umin = ar 

275. uae pet, a (p>1), если аж... +X, =a 

(a > 0). 

Решение. Составляя функцию Лагранжа Ф == У ж +h (« — 
j=1 

— >) «i, а затем систему 
ja 

wen (R=1, 2,...,"), S»xws=4, 
j=l 

р—1 a 
получаем: A = p|— ‚ ЖЕ. 

п 

Находим порой дифференциал do = p(p —1) У xp "dx? и, вычисляя 
k=l 

его значение в стационарной точке, убеждаемся, что 4Ф = p(p— 
p—2 

a 

— 1) 2 (2) dx? > 0. Следовательно, в стационарной точке функция 

и имеет минимум: Umin = ——,. 
п 

276. и= хх... x", если х>0, мл |... Е ж=а (а>0, 

a, >1, ¢=1, 2,..., 7). 
Решение. Заметив, что экстремальные точки функций и и = 

= пи совпадают, будем исследовать на ‚локальный экстремум функцию 

и. Образовав функцию Лагранжа Ф = > a; Inx; -+ (У xj —a) и pe- 

шив систему 

ФАО (k= 1, 2,0), У жа, 
j=l 
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получим значение ) и координаты точки М возможного экстремума: 

I~ aa, h=—— Dia, д, = = (k= 1, 2,.., п). 
jal $a, 

j=l 
па 

Найдем второй дифференциал: @Ф = — У! — 4х. Заметив, что 
k=1*p 

i n ап ах? Е 

@Ф (М) = а) 0, заключаем, что в точке М функция 
]1 = = 

и имеет максимум: 
а1-Ноз-- ... {ап 

a 

Umax = arta eee an” e 

i=1 
п 

277. Найти экстремум квадратичной формы и = » ант (ап = 
1.]-=1 

п 

== ал — действительные числа) при условии: У x? = |, 
i=l 

п 

Решение. Образуем функцию Лагранжа Ф = >) @jX;X; +A | — 

п 
i, j=l 

—>) “) и составим систему 
1=1 

=
 

x Px, = (44 — h) Х1 + QyoXo + oes + QinXn = 0, 

> Фх, = ааха + (а — A )x_ + ... + AonXn = 0, (1) 

| 
= Px, = Я ил А + AnoXs + ... + (Ann — h) Xn = 0. 

Система (1) имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, 
когда число Х является корнем уравнения 

Qi — А Qi9 eve Qin 

An, Ang ... QAnn—k 

Покажем сначала, что корни i уравнения (2) действительные. Для 
этого обозначим через А симметричную матрицу {a,j} заданной квадра- 
тичной формы и. Тогда систему (2) можно записать в виде 

Ax=)x, _ (3) 

где х = (x1, Х2,..., Xn). Предположим, что A комплексное, т. е. что 

h=a+i8, где i= —1. Поскольку ан — действительные числа, 
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To x =u-+iv. Тогда из (3) следует 

Au = au — Во; (4). 

= Bu + av. (5) 

Умножая скалярно обе части равенства (4) на о, а (5) —на и и вычи- 
тая результаты, получаем: 

(Au, о) — (Ао, и) = —В (и, и) + (0, 2)). (5) 

Так как (Au, и) =(и, АТ) =(u, Av), где АТ — транспонированная 
матрица, то из (6) находим: В ((и, и) + (v, v)) = 0. Поскольку (и, и) + 
+(v, v) #0, то В =0, т. е. ^ — действительное число. 

Пусть hp ho, ..., An — KOPHH уравнения (2). Тогда для каждого 

h, (i= 1, 2, ..., п) из системы (1) при условии, что У = |, находим 
i=1 Ба 

точки возможного экстремума (х®, хо, ..., xP)(i=1, 2, .., п). 
Далее, умножая равенства (1) на X1, №2, very X, соответственно 

и складывая их, имеем: У арм —^ Sea = 0. Учитывая уравнение 
i, j=l = 

связи, получаем равенство и (х1, Хо, ..., Xn) =A, которое в точках воз- 

можного экстремума запишется в виде u(x, Жо, .... ХО) =H, (= 
=1, 2, ..., И). Отсюда следует, что Umax = тах А» Umin = min dj. 

l<i<n l<i<n 

278. Доказать неравенство если п>1, х> 0, 

y> 0. 
Доказательство. Исследуем на условный экстремум функцию 

_ xn yn 
2 

xn oy? (Е 
y 272), 

если х-- у=$. Составив функцию Лагранжа Ф = bd 

= (t+ у) НА ($ — х — и) и систему 

—1 —1 

0; =" =0, Фу —1=0, xt+yHs, 

найдем число A, а также координаты стационарной точки функции и: 

= п sy x= — Ss 
~ ole} ?*° 9G: 

[2 — | 

Так как второй дифференциал 4Ф = il + yay) 

о 5 п(п— 1) —2 
вточке X = у = > удовлетворяет условию 4Ф > 3) = > x 

x (dx?+ dy”) >0, To функция и имеет минимум в точке ($ 5, 5] ‚т. е. 

Xx xn п + у) <Я Umin = (5) <u(x, и), если x+y=S, или 
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279. Доказать неравенство Гельдера 
1 } 

п п 9 дан (% +) (Se i= i=! i=] 

(a; > 0, X,>0, 1=1 2, .., n; p>], ии. 

Доказательство. Исследуем на условный экстремум функцию 
| 

n р [n Ч. 

и — ы ct) > ы 
t= 7 

п 

при условии, что А = >) ах, где А = const. Составим функцию Лагранжа 
i=! | 

a п 

ЕВ 6-85) 
и образуем систему 

| 
—- —1 

n q 

ом) (Sx) —haj=0 (f= 1, 2, ..., п). (1) 

Не ограничивая общности, будем считать, что х; > 0, а>0 (= 
=1, 2, ..., п). Разделив ]-е равенство системы (1) на т-е равенство 
той же системы, получим: 

И 
=) ат’ 

Отсюда при фиксированном т находим: 

a; a} . . ми [11] (=1,2, oe, п; вт) 6 
т 

Подставив (2) в уравнение связи, имеем: 

Xm mG 

1 > at = А. (3) 

qt 

q 1 р. Используя то, что ТР gat = 4 

точки возможного экстремума: 

322



Для проверки достаточных условий находим второй дифференциал 
функции Ф: 

1 I —1 

ao =(3 ct)" (>: x4 :* Ул ‘ах, —х Хаах; 
i=l iz] =] i= 

i 
n р п \ 4. — n 

ФФ (3 й (@—(3 и) Ума + 
i=] i= t=1 

— 

+ (1 —4) |=) Уч 

В силу уравнений связи, >) a,dx; = 0; поэтому в стационарной точке 
i=] 

п q—1 2 А \2 44-0 2 

i=] . у ар i=] 

ix1 

и, следовательно, d?D > 0. 
Таким образом, в стационарной точке функция и имеет минимум 

Umin = A, ПОЭТОМу и > А, что равносильно неравенству Гельдера. 
280. Доказать неравенство Адамара для определителя A = | a;;| 

порядка п: 

<I] № “. 
j=1 

Доказательство. Обозначая через А;; алгебраические допол- 
нения элементов @j; (i, | =1,2,..., п), исследуем на экстремум опре- 
делитель А = Ay, Apy + Apy Apo +... +p, Abn) разложенный по эле- 
ментам А-й строки, при наличии А уравнений связи: 

а та, |... На, = $ (# = 1, 2,..., п). (1) 

В этом случае функция Лагранжа запишется в виде Ф =А-- 

a у № (а, а, +... + а, — 5») (предполагаем, что $, == 0, так как 

при я, — = ОА =0). 
Найдем частные производные от функции Ф по ак;. Приравняв их 

нулю, получим п? равенств: 

Ф„„ = А: + 2%, ав: = 0, 
Фа, = Ane + 2^, аь» = 0, ((=1,2,..., 7). 9 

re (2) 
Doon = Aan t+ 2hp ам = 0 

Так как функция A непрерывна на замкнутом множестве (1), то 
экстремум существует. Из (2) следует, что в стационарных точках 

А А 
справедливы соотношения: ам = — 5%, аз = — 5}, ..., Un = 

k 
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A 
— 3" (k= 1, 2, ..., п), используя которые, из уравнений связи (1) 

k 
находим: 

2 A 42 

wet “ee м (R= 1,2,..., п). 
Ah, 4h, 4h, 

Отсюда получаем два значения },: 

‚2 2 .. 2 2 2 ee 
he. = и А + Ans bot A ren A. = — Any + Ag + An 

(k= 1, 2,..., П). 

Следовательно, для двух точек возможного экстремума 
справедливы соотношения: 

A, 
а = —5%. (i, j/=1, 2,..., И) для точки Mj; (3) 

A,, 
a; = —=. (i, j=1, 2,..., п) для точки М.. (4) 

Находим второй дифференциал функции Ф: 

42 Ф = 2 > h, (аа, + аа, +... Е аа, ). 

Отсюда и из (4) следуют неравенства: d?@®(M,) >0, da’? ®(M,) < 0. 
Таким образом, в точке М, реализуется минимум, а в точке М, — 

максимум, причем максимум и минимум равны по абсолютной величине. 
Вычислим экстремальные значения функции А. В экстремальной 

точке, как следует из (3} или (4), выполняются равенства: 

Ae eS SH GE (R= 1, 2. 1). (5) 

Из свойств определителей вытекает, что 

аа Ана» Aga + +++ фа, А, = 9 j#R. (6) 

Поэтому из (5), (6) и (1) получаем: 

0, j#R, 
Qj Чт + @ 2 Age + Qin pn = [5' iz k. 

Следовательно, в стационарной точке M, или М. матрица 

a Se <i 
Из, Из Уз 

Ч Cag Qon 
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ортогональна, т. е. AT = A7!. Поскольку 0% = 1, где Од — опреде- 

a’ Amin = ГП А тах = ТО . = — 5 = 

51 $. *Sy ’ min Af ГА 9 max 
литель матрицы A, и 0% = 

; 
a . 

= и Г я. Отсюда и из (1) непосредственно следует неравенство 
1—1 

Адамара. 
Определить наибольшее (Sup) и наименьшее (inf) значения функций 

в указанных областях: 
281. z= x? + у? — 12х + 16у, если x? + у? < 25. 
Решение. Функция 2 непрерывна в замкнутом ограниченном мно- 

жестве {x? + у’ < 25}. Поэтому, согласно известной теореме Вейерш- 
трасса, она на этом множестве достигает своих точных верхней и ниж- 
ней граней. Очевидно, sup г (inf 2) равен наибольшему (наимень- 
шему) из значений функции г в точках возможного экстремума на 
множестве {x2 + y?< 25} или в точках возможного условного экстре- 
мума, если x? - и" = 25. 

Поскольку система 2, = 2х —12=0, 2, =2у -- 16 =0 не имеет 
решений, принадлежащих множеству {x* - у’< 25}, To sup z u inf z 
достигаются на окружности x? -+ у? = 25. 

Составляя функцию Лагранжа Ф = x? + у? — 12х 4+ 16и + ^ (25 — 
— x*—y") и решая систему 

Dp’, = 2х —12—2hx = 0, Ф,=2у + 16 —2^у=0, x? + y? = 25, 

находим две точки возможного условного экстремума М, (3, —4) 
и М. (—3, 4). Вычисляя значения функции 2 в этих точках г (М,) = 
= — 75, 2(М.) = 125, заключаем, что зирг = 125, inf z= — 75. 

282. u= № + 2? + 322, если х? у - 2 < 100. 
Решение. Аналогично предыдущему примеру из системы 

и = 2x = 0, и, =4y =0, uf =62=0 

находим стационарную точку М, (0, 0, 0), принадлежащую множеству 
(x? + y? + 27< 100}. 

Составляя функцию Лагранжа Ф = x? + 2Qy? + 3z2-+ 4 (100 —x? — 
— y® — 22), из системы 

Ф, = 2х — 2х = 0, Ф, = 4y —Qry = 0, OF = 6z—2z=—0, P+ у? 

+2? = 100 

находим три точки возможного условного экстремума: М. (10, 0, 0), 
№ =1; М; (0, 10, 0), ^. =2; М. (0, 0, 10), 4, = 3. Из равенств и (М,) = 
—=0, и (М5) = 100, и(М.) = 200, и(М.) = 300 вытекает, что зири = 
= 300, infu = 0. 

283. u=x+tytz2z,ecm хх? у <г<1. 
Решение. Легко убедиться, что функция и не может иметь экст- 

ремума во внутренних точках области определения, поэтому зир ии 
inf и достигаются или на основании конуса O< x*+y2 <1, г= 1, 
или на боковой поверхности конуса г = х? -{ у, О<2< 1. 
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Пусть O< VP +y?<1, z= 1. Составляя функцию Лагранжа 
®=xtyt1+d(l—x— и), из системы 

MP) = 1 — 2х = 0, ®, =1—Qy=0, P@+y=1 

находим четыре точки возможного экстремума: М, (— у, _ Ve i, 

ml YE, 1), mol YB, м 
Теперь находим точки возможного экстремума функции w= x + 

tyre ry, если О Хи. Имеем: их = + 2х =0, w= 
1 + 2у=0. Отсюда и из условия г = х* - у’ получаем еще одну 

| 1 1 
точку возможного экстремума М, (-5>, —5, >). 

Вычзисляя значения функции и в точках М; (= 1,5), заключаем, 

что зири =1+/)2, ШЁи = —5. 

284. Найти нижнюю грань и верхнюю грань функции и = (x + 
+y+2z)e—% + +5) на множестве Е = {М (x, y, 2)}, где О<х<о, 
О<и< ©, О<2< om. 

Решение. Функция и определена, непрерывна и дифференциру- 
ема в открытом множестве Е. Поскольку система 

их = (1 —x—y—z)e—* + Hw + 32) = 0, 

uy == (1 —2x — 2y —2z) e—% + + 32) = 0, 

и, = (1 — 3x — 3y — Зе “+ 4 + 32) = 0 

не имеет решений, принадлежащих множеству Е, и Пти = 0, To зири 
х - + со 

у- со 

г со 

и Ши не достигаются во внутренних точках множества E, 
Поэтому зири = Ити, inf и = Ити, где точки М! и М, принад- 

M- М, М + М, 

лежат множеству ЕЕ (Е = E + Е’— замыкание множества Е, Е’ — 
множество предельных точек множества £). 

Определим вспомогательную функцию 9 на замыкании Е, положив 

и, если MEE, 

Пти, если М'6Е\ Е. 
М -м' 

Очевидно, в этом случае, в силу непрерывности функции и, имеем: 

и= (ху де “тт (0, у>0, 2>0) и sup и = ру, 

inf w= infv, причем зиро и шГо достигаются на Е\ Е. На каждом из 
множеств 

Е: х=0, О<у< am, 0<2z< о; 
- Б: O<x< oo, у=: 0, 0<2z< о; 

Е: О<х< о, 0<у< о, г=0 
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функция о не имеет точек возможного экстремума, а поэтому она He 
достигает зиро и inf v на этих множествах. 

Остается исследовать функцию и на полупрямых: 

Е: Оо<х<о, y=0, 2=0; 

Es: x=0, О<у< oo, г=0; 

| Ев: x=0, у=0, O0< 2< ©. 

На Е. функция v(x, 0, 0) = xe7~* имеет стационарную точку x = | 

xX + -+ 0 

] 
v(0, у, 0) = ye имеет стационарную точку у = > и 50,5, 

74 

0) = 
= pe, limo =0. Наконец, на E, функция о (0, 0, 2) = 2273 

уф о 

1 
стационарную точку 2 = и о (0, 0, x) = ze, Ито = 0. 

= о 

Отсюда вытекает, что зиро = supu = е`1, infu = infu = 0. 
285. Показать, что функция 2 = (1 + е!) созх — уе’ имеет беско- 

нечное множество максимумов и ни одного минимума. 
Решение. Решив систему 

имеет 

zx = —(1 - е') зпх = 0, а, = (с05х — и— 1) в =0, 

находим два бесконечных множества стационарных точек М) (2nz, 0) 
и М) = ((21 —1)*, —2)(n=0, +1, +2, ...). 

Проверим выполнение достаточных условий. С этой целью найдем 
вторые производные 2х. = —(] + 2*) соз x, 2х, = —Sin Хей, 2уз == (cosx — 
— 1 —2)e4 и вычислим в точках M, и М) определители 

А (Mn) = 2x2 (Ma) 242 (Mn) — 24) (Mn) = 2, у 

А (Мл) = 2х: (Ми) 252 (Mn) — 277 (Mn) = —e7? (1 + e7?). 
и 

Поскольку А (Мл) >О0и 2» (М„) = —2< 0, то функция г имеет 
максимум в бесконечном числе точек М)» (2пх, 0) (п = 0, +1, +2, ...). 
А так как А (Мл) < 0, то в точках M, функция г не имеет экстрему- 
ма. Других точек возможного экстремума нет. 

Следовательно, функция г имеет бесконечное множество максимумов 
и ни одного минимума. 

286. Является ли достаточным для минимума функции / (x, и) в 
точке М, (хо, Yo), чтобы эта функция имела минимум вдоль каждой 
прямой, проходящей через точку М,? 

Решение. Нет. Например, функция f(x, и) = (x — и") (2х — у’) 
в точке (0, 0) вдоль любой прямой, проходящей через эту точку, имеет 
минимум, равный нулю (в этом легко убедиться). Однако как функ- 
ция двух переменных она не имеет экстремума в точке (0, 0). Это 
следует из того, что приращение 

ad Ax? 

4 Af (0, 0) = 2x? — 3AxAy? + Ay* = (Ay? — 55 

при Ax = 6/7, Ay=3t (t >0) и при Ax =0, ‚Ди >0 имеет разные 
знаки. 
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287. Данное положительное число а разложить на п положитель- 
ных множителей так, чтобы сумма заданных положительных степеней 
их была наименьшей. 

Решение. Достаточно найти точки, в которых функция и = 
Г) 

= \ x(x, > 0, a, >0, [=1,2,..., п) достигает минимума при усло- 
i=1 | 

п 

вии, что a= | | х.. 
imy 

n n 

Запишем функцию Лагранжа Ф = >) хи НА (та —Уш x;) и co 

ставим систему 

Из первых п равенств этой системы найдем 

В = (5: (1=1,2,..., n) (1) 

и подставим в Последнее равенство системы. В результате получим: 

п 1 1 

> --- п дл 1 
a 

а = №=! ‘(] | a" . 

Отсюда найдем A: 
| 

| п 

п У 1 (2) 
n= (a[] ai Jems “iy 

= ° 

а затем из (1) определим координаты стационарной точки 

1 п пу 1 \at 

x, = 1 (a Па (i= 1,2, ..., п). (3) 
i=! 

Убедимся, что при этих значениях xX; функция и имеет минимум. 
Найдем вторые производные: 

Ф,,„, = 0, i |, 

й 4—2 ) а хи — aj xt +2 

Ф 2 = а; (&— 1) x; -Н -; = 5 : (1=1,2,..., 7). 
! x; x; 

Из равенств (1) следует, что — в; хй +A =—A+A=0. Поэтому 
п 

e В а,—2 

в стационарной точке 4?Ф = У, ax, Ах; > 0, т. е. функция и имеет 
i=! 

минимум. 
288. На плоскости даны п матеркальных точек P, (ха, и1), Po (хо, Yo), ++, 

Р„ (х„, Yn) © массами, соответственно равными И, ть,..., т,‚. При 
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каком положении точки P(X, у) момент инерции системы относительно 
этой точки будет наименьшим? 

Решение. Исследуем на экстремум момент инерции 

I(x, y) = Ут, (x — x)? + (y —y)). 
i=] 

Из системы 

I= 2 Ут; (x — X;) = 9, [= 2 yim; (y — y,) = 9 
(=: i=] 

находим единственную стационарную точку 

п п 

x mix; Хх miyi 
i=] = 

=a a 
x mj > т 

i=] i=] 

п п 

Определяем вторые производные Г, = 2У т, [1 =2Уть 1, =0 

и убеждаемся, что в стационарной точке 

п . „ п 

1 18— [,=4 У m,\? >0, I: =2 Ут > 0. 

Следовательно, в точке (хо, Yo) функция Г (x, у) имеет минимум. 
289. На сфере x? -+ y?-+ 2? = 1 найти точку, сумма квадратов рас- 

стояпий которой от п данных точек М; (хь, у 2) (1=1,2, ..., п) 
была бы. минимальной. 

Решение. Из условия задачи следует, что требуется найти мини- 
мум функции 

w= py (x — x)? +(y — yi)? + (z—2z))’), 

если 7+ y? 2 = 1. 

Составив функцию Лагранжа Ф = У; ((x —x)? + (y—y)? +e— 
i=] 

— 21)?) +A(1 —x?— у" — 2’) и решив систему 

Ф, =2 M(x —х,) — 2hx =0, 
i=] 

0, = 2 XY — y;) —2Qhy = 0, 
. я 

Ф' == 2, (2 —2,) — 22 = 0, 
i=] 

C+ и’ += 1, 
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Получим две стационарные точки 

пену ($a) (8 a) +(S 2)". 
Вычисляя “второй дифференциал ФФ =2(п— ^) (4х? + dy? -- 42) 

и замечая, что 

d? O(x,, и, 213 41) = —2N (dx? + dy? + аг)< 0, 
a? D (X53, Yo, 25; Ae) = 9М (ах? + ау? + dz’) > 0, 

заключаем, что в точке (X,, Y,, 2,) функция и имеет максимум, а в 
п 

точке (х., Yo, 2.) — минимум: Umin = й — 2М + У, (x! 4. у -|- г.). 
i=] 

290. Тело состоит из прямого кругового цилиндра, завершенного 
прямым круговым конусом. При данной полной поверхности тела, рав- 
ной Q, определить его измерения так, чтобы объем тела был наиболь- 
шим. 

Решение. Пусть г — радиус цилиндра, й — его высота, а а — 
угол между образующей конуса и его основанием. Тогда полная поверх- 
ность Q тела и его объем У выражаются равенствами: 

О = =!" 4 nrh + =, V= nh + = ва. 

Исключая из этих paBeHCTB fl, получаем функцию 

V (a) = — = SE (1+ aor 3) +“ tga, 
, Tr 2 

которую и исследуем Ha экстремум. Из равенства У” (а) = (5 — 

. 2 
— sin с) = 0 находим стационарную точку а, = arcsing (по смыслу за- 

х 
дачи а не может равняться -= , т. е. cosa == 0]. 

2° 

Из соотношений У’ (а, — =) >0, V’ (a, +e) < 0, справедливых при 

достаточно малых е > 0, следует, что при в, = aresingy объем . тела 

достигает максимума. 
291. Найти прямоугольник данного периметра 2р, который враше- 

нием вокруг одной из своих сторон образует тело наибольшего объема. 
Решение. Пусть х и у— длины сторон прямоугольника, который 

вращается вокруг стороны с длиной у. Тогда задача сводится к иссле- 
дованию Ha экстремум функции У == пх?у, если x + у=р. Исключая 
из этих равенств у, получаем У = «(рх* —х?3). Из равенства 
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, 2 
у’ =x (2px — 3x”) =O находим x = a (x = 0 не подходит по смыслу 3a- 

„| 2 
дачи). А из неравенства У |3) = —2*р< 0 следует, что И = Умах, 

2 
если х = se 

Таким образом, стороны искомого прямоугольника равны P И 5 

292. Найти кратчайшее расстояние между параболой у = x? и пря- 
мой х—у— 2 =0. 

Решение. Задача сводится к определению минимума функции 

=“ = ‚ если у = x’, 

Составим функцию Лагранжа Ф = — - on 2 4-A(y — x’). Решая 

систему 

ФЕТ 0, Ф,= 75 А 0, у, 
| | | . 

находим: \ = — Va * =O ¥=7- Поскольку в этой точке 4?Ф = 

] 7 
=> dx? >0, то функция 5 имеет минимум: бшш = V3 . 

293. Найти полуоси центральной поверхности второго порядка 

Ax? + By? + C2? + 2Dxy + 2Еуг + 2Ехг = 1. (1) 

Решение. Квадраты полуосей центральной поверхности равны 
экстремальным значениям функции и = х* - у*- 27, если x, у иг 
связаны соотношением (1), т. е. задача сводится к исследованию на 
экстремум функции и при наличии уравнения связи (1). 

Записав функцию Лагранжа Ф = хи’ + 2 + A(1 — Ах? — Ву? — 
— С —2Dxy —2Еуг —2Рхг) и приравняв нулю ее частные производ- 
ные, получим: 

Ф, = 2х — ^ (2Ах + 2)у + 2Fz) = 0, 

Ф, = 2y —^ (2Ву + 2Dx + 2Ez) = 0, (2) 

Ф, = 2z —A (2Cz+ 2Еу + 2Fx) = 0. 

Умножив первое равенство этой системы Ha x, второе — на у, третье — 
Ha г и сложив их, придем к равенству 2 (х? + у? + 22) — 2A (Ах? + 
+ Ву? + C2? + 2Dxy + QEyz+2Fxz)=0 или, в силу (1), и=ЕХ-- 
+yt2=), 

Следовательно, экстремальные значения функции и равны числам A, 
По смыслу задачи система (2) имеет нетривиальное решение, поэтому 
ее определитель равен нулю: 

1—^А —) `` —)F 

—)D I—\AB —Е |-—0. 

—ЛЕ —hE 1—)dC 

Из этого уравнения находим три значения A, равные квадратам полу- 
осей центральной поверхности (1). 
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294. Согласно принципу Ферма, свет, исходящий из точки A и попа- 
дающий в точку В, распространяется по кривой, для прохождения 
которой требуется минимум времени. Предполагая, что точки Аи В 
расположены в различных оптических средах, разделенных плоскостью, 
причем скорость распространения света в первой среде равна и, а во 
второй Us, вывести закон преломления света. 

Решение. Пусть 11 — время прохождения света в первой среде, 
. a, b 

1 — во второй. Тогда (рис. 1) t, = 5, cos @, [о = 5,008 & Требуется 

а b 
исследовать на экстремум функцию Т = t, +t, = 5 cos a, + i, cos a, при 

условии, что [ = аа, + Dig о.. 

Записав функцию Лагранжа Ф = —~— + ——-__ 4 (1-—-а tg a, — 
01 COS @1 ‘0. COS a, 

— btg a), из системы 

@! asina, ha 
ay —— о = р) ’ , 91 COS" ay COS* a 

9 "2" Us COS2 a, COS2%a, — 

[=atga,+diga, 

найдем, что в стационарной точке вы- 
полняется условие 

) — па: _ Это» (1) 

vy 92 

Отсюда и из последнего уравнения си- 
стемы можно найти число A, а затем и углы a, и ао. Но мы так 
поступать не будем, так как в дальнейшем конкретные значения этих 
величин нам не понадобятся. 

Для проверки выполнения достаточных условий находим второй 
дифференциал 

од __ а зшат /sin Op 

ФФ = (5 cosa, 1 24 cos? a -( Vy »)} das + (безе, + 

Sina, /sin a, 2 

+ 26 воз Qe ( Uz ,)} day. 

В силу условия (1), в стационарной точке 

d?® = а да? > 0. 
01 COS ay Uy COS Ay 

Следовательно, функция Т имеет минимум, если выполняется равен- 
Sina, Sina, 

CTBO = ‚ Которое дает нам закон преломления света. 
1 2 

Задачи и примеры для самостоятельного решения 

1. Доказать, что функция Ахз- Вх?у-- Cxy?+ Dy? имеет в точке (0, 0) 
3 

по меньшей мере тот же порядок малости, что и p = (x?-+ у?) 2, 
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2. — Показать, что. для  последовательности апт = г имеем: 

n—m+ 9 

lim (lim Gym) = lim (lim apm), тем He менее lim Gym не существует. - 
То Ию fl-+> oo То По 

т- © 

sin n n 
3. Доказать, что для последовательности аит = ~~ двойной предел Шт апт 

tir о 

M-> 00 

существует, в то время Kak lim (lima,,) == lim (lim apm). 
M—+co f+ oo fi--co ШТ-о 

Выяснить, существуют лн следующие двойные пределы: 
4. lim (Inn)? — (пт)? 
a © (In 2?) + (шт)? 
т- о 

п 

5. Ii tgn+tgm 6. 1; 1 qn Г. 
im im —>5 с0$ —. 

па | tgntgm n+ т? m 

xty? x2 

7. Показать, что функции f(x, у) = уе, g (x, y) = их Cte 

мятся к нулю, когда точка (x, у) стремится к точке (0, 0) вдоль любой прямой, 
проходящей через точку (0, 0), но эти функции не имеют предела в точке (0, 0). 

С помощью «=--рассуждений доказать непрерывность следующих функ- 
ций: 

8. f(x, Y=VIF e+e 9. F(x, у = ИГ ew. 
10. Доказать, что если функция f(x, у) непрерывна по каждой переменной 

хи ув отдельности и монотонна. по одной из них, TO она непрерывна по совокуп- 
ности переменных. 

11. Исследовать на равномерную непрерывность в плоскости Ey = {|x| < 

<, |у| < =} функцию г = V+ oF sin a , 0, | (0, 0)=0. 
Уи 

12. Доказать, что функция и = sin (x?-+ у?-{ 27) не является равномерно 
непрерывной во всем пространстве Ёз = {[х|<- о, |y] <t со, wh |< + o}. 

13. Вычислить 2х (0, 0) и zy (0, 0), если г =|х 1-Е ly|— 
14. Вычислить 2х (0, 0) и г, (0, 0), если z= (|x| +) ут Их Г ly |). 
Исследовать на дифференщируемост, в точке (0, 0) следующие функции: 

15. f(x, и) = то ——5, если x? + у? >0и }{ (0, 0) =0. 

16. f(%, y= xiy| ‚ если x2 -+ y?>0 u f (0, 0) = 0. 
Vet и? 

17. f(x, y) = (x? + y’) sin УЕ >, если x?-+ у > 0и f (0, 0) =0. 

18. Показать, что fry (0, 0) # [их (0, 0), если f (x, у) = х? аг в У — yParctg р 

при х = 0, у 0и {= 0; при х= 0 или у = 0. 
19. Доказать, что функция 

2—п 
9 чаевых 

f(x, Xo, se ‚ Хи) = аж. .. + Xn) 2 

удовлетворяет уравнению Лапласа fy ae fox, +...+f%, = 
nn 

20. Доказать, что однородная функция } первой степени удовлетворяет диф- 

фереициальному уравнению [ух + fyyt . + 2-2. ... =0. 
Проверить следующие равенства (OTH ить ‘функцей, встречающихся в при- 

мерах 23—30, предполагаем, что спи имеют нужные в этой задаче производные); 
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D (ит, Us, из) 21 -а-м-з если и = _ и — —4_ Из = 
"D(x, Ys 2) т 7 
г 

See, Г = д у? + 27. 
| 

р(® де. | 
Ox,’ Ox,’ ``" °дх,] _ 

22. = ‚ если v= 
В (ут, Yo, ... ‚ Уп) В (x, Xa, vee y Xn) 

== U(X Хо, ..., Хи; Ил, Yor ... » Yn) — функция с непрерывными вторыми про- 
ИЗВОДНЫМи. 

2 2 

23. о — р. —2a > — а?и, если и = ene (x — и. 

ди ди " t 
24. де aye 2% ‚ если и =Ф(у —x) — xo’ (у—х.. 

2 

дг дг = 
2 — 1/2) — —_ = = у 2y? 25. (x у г ху ay xyz, если г = е*ф (ye ). 

ди ди ди у 
2 —_ _—Ee 2 — = = — 26. х a2 + 2ху dx dy Г y ay? 0, если и | x } 

ди ди _ о 5 _ y 3 о 
т x у“, если = (4) —я и 

28 ох ху—— Oru + yee пт Пи, если и = x"p[ =] 4 п | > 
| ee aan Oy” ф 

д?и д?и 29. Нор — ии. 
д?и ди ди ди\* so, a (uw 24 [9% [мои (94), пе w= ву + фи ву) 

31. Пусть дано уравнение 

y* — (x? — 1)? =0 (1) 
И 

у=у(х) ([- 9 <x <+ о) (2) 
— однозначная функция, удовлетворяющая уравнению (1). 

1) Сколько однозначных функций (2) удовлетворяют уравнению (1)? 
2) Сколько однозначных непрерывных функций (2) удовлетворяют уравнению 

(1)? 
3) Сколько однозначных дифференцируемых функций (2) удовлетворяют урав- 

нению (1)? 
4) Сколько однозначных непрерывных функций y= = y (x) (—8 <x <8) удов- 

летворяют уравнению (1), если и (0) =1и0<8<1? 
32. хз -+ y? — Заху = 0. Найти у’ при x = y. 
33. x =y—asiny. Найти y’ u м". 

022 3 3 3—9. — 34. хи 2 32 = 0. Найти Ox ди 

35. Найти d*z в точке х =а, у=а, z= ‚0, если x3 + 23 — 3axz = у". 
36. Даны уравнения Хх? — и -|- 22 = 1, y? 2х 2=0. Найти у’и 2” при 

Х = l,y=1,z= 

x8 + уз 2 = a?, 
[№ 4. y2 - 22 = 62, Найти y’ u 2’. 

38. Из уравнений x? -+ у? — z?=0, x? -+ у? -| 3z2= 1 найти d®y и 422, если 
х — независимая переменная. 

39. В точке (1, 1, —2) найти первые и вторые производные OT уиз, если 
xt+y+z=0, x -L из — 23 = 10. 
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; ; ; » 02 02 
40. x =acosusinv, y= соз изшо, 2 = сзш и. Найти — и =. 

Ox ду 

41. Показать, что функция 2, определенная как функция OT х и Y уравнением 
х— аг=ф(у — 62), где ф — любая функция, имеющая производную, удовлетво- 

дг 02 
ряет уравнению a >. + b ay = 1. 

42. Показать, что при соблюдении условий г =ах -|- уф (а) -- Ф (а), 0= 

‚ 072 022 az \* 
=—x+yg’ (а) +’ (<) г удовлетворяет уравнению д ° биз (2 z | — 

43. В уравнении (x-+ a)? у” - 3 (х - a)? у” - (х аи’ +6=0 положить 
In (ха) =&. 

44. В уравнении 2у” + (х-- у) (1—1')3 =0 положить х — уни, x+y=0 
и принять и за аргумент, а о — за функцию. 

45. Преобразовать уравнение х Чу = (м) + dy _ 0, взяв за a . Преобр yp Y 2 dx Уд; =0, взяв за аргумент у 

и за новую функцию 2 = ши . 

Ou ди, ди 
46. Преобразовать выражение А = ay +- ay + ap» Полагая х = саВ с0$ ф, y= 

= соВ sin), z= = (82 — a?). 

O2u , O*u , Oru 
Преобразовать оператор Лапласа Au = 5х8 + ay? —- 528 › полагая: 

47. x = са8, y= (8 — 22), 2 = 2. 

48. х =achécos¢, y=ash§€sing, 2=2. 

49. x=ash€ésingsinb, y=ash€singcosy, г = а сп & с0$ $. 
: 

50. х— азвёзтф (y= а св с0$ ф g=— аз? 

ch € + cos ch € + cos 9 ch&-+ cos $ 
Исследовать на экстремум следующие функции: 
51. z= А - yt — 2x? + 4ху— 22. 
52. и = xyz (44 — x — y — 2). 

x? + 6xy + Зу? 
x? — xy + y® © 

53. Вычислить максимум функции f (x, и) = 

54. Определить стационарные точки функции f (x, и) = у? (sin x 4) и выяс- 

нить их характер. 
`Найти наибольшее и наименьшее значения следующих функций, если перемен- 

ные связаны условиями: 
55. и= ху; x +y+tz2=5, хи- уг - хг = 8. 

a a. a 

56. w= += +... +: Вах, + Вьх» t+ +++ + Вт = р, ав Bi, м— 
1 2 n 

положительны. 

57. Доказать неравенства: 

п (п—1 
хаха Е хахз +e Ча <2) a’, 

n(n— 1) (n—2 
хахохз + мода Е *** - Хип ап < — ) ga 

и Т. Д., если х1ха... Xp DO HW м -Нх.- ++. + ха = па.



Глава Ill 

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 

$ 1. Собственные интегралы, зависящие 
от параметра 

1°. Непрерывность интеграла. Интеграл 

Е(у)= фе y) dx (1) 

представляет собой непрерывную функцию параметра у на сегменте 
[b, B], если функция [(х, у) непрерывна в прямоугольнике [а <x < A; 
b<y< В]. 

Если функция [(х, у) непрерывна в указанном прямоугольнике, 
а кривые х = о (у), x= v(y), y¢€ (5, В] непрерывны и не выходят за 
его пределы, то интеграл 

¢(y) 

I(y) = | f(x, дах 2) 
P(y) 

является непрерывной функцией на сегменте [6, В]. 
2°. Предельный переход под знаком интеграла. 

При условиях предыдущего пункта справедливы формулы: 

lim Г x, и) ах = В lim f(x, и) dx, 
У aq 

$(y) oo 

lim | f(x, ydx= | f(x, и) 4х. 
У о oy) (Yo) 

Если функция f/ (x, и) при фиксированном и непрерывна по х Е [a, 4] 
и при и-— Yo € (65, В) стремится к предельной функции g (x) равномерно 
относительно х, то 

А А 

lim Вис», у) dx = \ g(x) ах 
7-Х а а 

(заметим, что Yo может быть числом или символом). 
Если у, — конечное, то равномерное стремление функции [(х, и) 

к g(x) при y— и означает, что 
1) существует конечная предельная функция g(x): 

lim f(x, у) = & (х); 
¥> Yo 
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2) Ve > 0 3% (=) > 0 такое, что при jy —y.|< 8 будет [[(х, и) — 
—g(x)|<e для всех x, для которых функция f(x, у) определена. 

В случае, когда уу = со, например + co, в данном определении 
неравенство |у — у, | < 8 следует заменить неравенством y > 8 (®) > 0. 

3°. Дифференцирование под знаком интеграла. 
Если, кроме условий, указанных в п. 1°, частная производная |, (х, и) 
непрерывна в прямоугольнике [а < xX < <A: b <y < B), то интеграл (1) 
является дифференцируемой на сегменте [b, В] функцией и для Hero 
справедлива формула Лейбница 

А 

Я Vice, ие | (x, y) dx 
a 

В более общем случае, когда пределы интегрирования являются 
дифференцируемыми функциями ¢(y) и%(у) и а<ъ(у)<А, а< 
< +(и) < А при 6 < y< В, то 

ФИ) uy) 

i | f(x, ах = Fy), We Я — 12), 9х) +\ Ke y) dx 

+9 
(и) 

(6< y< В). 
4. Интегрирование под знаком интеграла. Если 

функция f(x, и) непрерывна в прямоугольнике [а < х<А; b<y< Bl, 
ТО 

В В А А 

\ dy \ f(x, y)dx = \ dx | f(x, у) dy. 

1. Исследовать Ha непрерывность функцию 
1 

Fy) = | HO ay, 

где функция f(x) непрерывна и положительна на сегменте [0, 1]. 

Решение. Функции $ (x) = 5 И /(х) собственно интегриру- 
TEP 

емы по x Ha [0, 1] и не меняют знака при O<x< 1. Кроме того, 
функция f(x) непрерывна; следовательно, все условия первой теоремы 
о среднем выполнены, и мы можем написать: 

F (y) = Не) arctg — (0 << 1) 
Пусть = > 0. Тогда 

F (e) — F (—e) |= (F(c (©) + ЕС (—e))) aretg — 

> 2 min | (x)- arctg — т min f(x) >0. 
xETo, 1] e+0 хс:0, 1] 

Таким образом, функция Е(у) разрывна в нуле. 
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yf (x) 
x? + у? 

из прямоугольников [0 < х< 1; 8 <у</А|, [0 <x <1;—A<y<—4], 
где 8 >0, А >>0, то, согласно п. 1°, функция F (и) непрерывна в каж- 
дом из указанных прямоугольников. Поскольку она непрерывна при 
ress $>0 nu A>O, To отсюда следует, что OHA непрерывна при 

y| >0. 

Далее, так как функция ф (x, и) = непрерывна в каждом 

5 1-а 

т. ти... dx , 2. Найти: а) lim | Ух? + а? dx; 6) lim ГЕ рай, 

1 о ° 

. dx | . In (x + | |) 

в) и | py Г И) пора) 4% 
7 i+ (1+2) 1 

—— 1 
2 2 Решение. Tak как функции У х? а? | а, au Еее 

непрерывны (при всех х и a), то, согласно п. 2°, возможен предель- 
ный переход по a под знаком интеграла, когда а > и а, — конеч- 
ное. Имеем: 

+1 +1 | 
а) lim | Их? + а? ах = \ |x|dx = 1; 

1 —1 &—0 — 

1--а . 1 

ах ах r 

Поскольку функции - И т es 5 при фиксированных 
i+ (1+2 

п (п > 1] иа(|«| > 1) непрерывны no x О<х<1и1<х<2 coor 

ветственно) и [„(х) = = —5 = ‚ когда n> со; f(x, а) = 

1+ (| + х 
In(x-+ja|) _, 1 

— по + a2) ~7 2? когда &-> со (см. ниже), TO, согласно п. 2°, 

получаем: 
1 1 1 

в) im | dx == | tm dx p= |e beer уе Ане 0 0 0 

2 2 

. In (x + |a]) ty. ШО-|а]) __ 1 

г) lim | Int pas) OX = J him Tea = 
1 1 

Равномерная сходимость последовательности {[,(х) и функции 
f(x, a) вытекает из следующих оценок: 

ex (14%) 
1 - — 1 | = а - <|=-—(1+=) 

Xx 1 | е x n 
‚+ (1+2) ие (1+ (1+2) 

п 

< 



< sup |e — (1 + =} < max(e—(1 42 ет) 
0<x<l 

1 1 \?--1 3 

== (1 +») <= >90 независимо от x € [0, 1]. 

In (| +. lt) 

2 In (x? + a2) 
х|а| 

GF a) п (ера?) S 
Inet led т 
In (x2 ++ а?) 

2 
S773) г =) < mm <8 (¢ >0O) сразу для всех x €[l, 2], 

как только |a| > (е* — 1}. 
у)" 

2 

3. Найти А = lim \ en sind dA, 
Ro+o 9 

Решение. Tak как sin > 8 при 0 << (см. пример 188, 
2 — 2 к 

гл. Il, ч. 1), To e~R!™ че *. Поэтому 

2 RO 
к 

2 

e—Rsindd9 < | = 35 (1 — e—R) 

P
e
 

3 
to]

 
A 

uO<A< lim sp (1 —e-®) = 0, т. е. A=O. 
R-+- 0 

4. Пусть функция f(x) непрерывна на сегменте [A, В]. Доказать, 
что 

шоу: | FE +h) —F OO) dt =F) — М) (А<а<я<В) 

Доказательство. Вводя в рассмотрение первообразную F (x) 
функции f(x), согласно формуле Ньютона—Лейбница, получаем: 

x 

\(F (+A) — FD) dt = (F+ A) — FO) = 
= F (xh) —F (x) —(F (a+h)—F (@). 

Следовательно, 

lim к био —F (O) ae = hi о г) | Path — F(a) _ 

й-0 

= F(x) — F’ (a) =f (x) —[(@). 
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5. Пусть 1) 9„(х)>0 (n=1, ..) на [—1, 1]; 2) 9,(x) =0 

при п -> со, если O<e <]x| <1; 3) ак при И-— oo. До- 

казать, что если f(x) © С[-1, 1], то 

+1 

fim J F (2) ¢0(2) dx = ГО. 

Доказательство. Пусть § >0 задано. Рассмотрим неравенство 

—& 

|} оба < }\ f gute) de + | 100) goede + 

+ ( F (x) в, (x) dx — F(0)]. (1) 

Первое слагаемое в правой части (1) оценивается следующим образом: 

— 1 

LS F(x) nlx) ах + | Род en ах < 2M eth ee) 
-| Ps е<|х|< 

где М = мах |} (%) | == 0 (заметим, что при f==0 на [—1, 1] утверж- 
Ix} <1 

дение теоремы становится тривиальным). 
Пользуясь первой теоремой о среднем, а также условием 1), оце- 

ниваем второе слагаемое в правой части неравенства (1): 

If F(X) n(x) dx — F (0) | = Ц en (x) dx — f(0)| < 

< ам]! | en (x) dx| < 

<| FG) —FO)|| endde + M[L— J en (2)de| + 

-+- 2M sup Pn (x), (3) 
O<e<|x}<! 

где |&,|<e. 
В силу непрерывности Функции [(х), всегда можно выбрать число = 

так, что будет выполняться неравенство 

I Gn) — Г) < МЕ: (4) 

340



После того как число е уже выбрано, из условий 2) и 3) находим: 

O<e<]x] <1 

1 

$ 5 
0< эр ем, | 09% — 1, 

—1 

0< <, (5) 
—1 

если И достаточно велико. 
Используя теперь оценки (2)—(5), из (1) окончательно получаем: 

| Род, 69 de — 70) |< 

при всех достаточно болыших п, что и требовалось доказать. 
6. Можно ли совершить предельный переход под знаком интеграла 

в выражении 
| e 

lim \ Пе "ах? 
y+0 у 

Решение. Нет, нельзя. Переходя к пределу под знаком инте- 
грала, получаем нуль. Если же вычислить интеграл, а затем перейти 
к пределу, то получим: 

x? 

Отметим, что в точке (0, 0) функция f(x, и) = тей терпит 

разрыв. 
7. Найти F’ (a), если 

а a? xa 

a) F(a) = | f(x +a, х—а) ах; 6) Е (а) = | Ах | sin(x?+- y?—a?)dy. 
0 0 х—а 

Решение. а) Допуская существование непрерывных частных про- 
изводных функции | (и, и), где и=х-а о=х— а, согласно фор- 
муле Лейбница, имеем: 

Е’ (a) = f (2a, 0) + J (fi (и, о) — (и, о) de. 

Замечая, что a =, К, можем написать: 

(ia Fedde =2 | пах — (22, 0) + а, —a), 
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Следовательно, 

Е’ (а) = Ра, — а) +2 fide. 
0 

ха 

6) Обозначим: ] (x, а) = \ sin (x® + у? — а?)4у. Тогда 

Е’ (a) = 2f (a, a)a + | fi (x, a) ах, 
0 

fe (X, a) = sin (x? + (x + a)? — a”) + sin (x? + (x — a)? — a?) — 

— 2a \ cos (x? + и’ — a”) dy. 

Таким образом, получаем: 
а2--а a? 

Е’ (a) = 2a | sin (y?-+a*—a%) dy +2 sin 2x* cos 2a xdx — 
a?—a 0 

а? х-а 

— 2a \ Ах \ cos (x? + y? — a”) dy. 
0 x—a 

b 

8. Найти РЁ” (x), если F(x) = гих — у ау, где аи f(y)— 

непрерывная Ha [a, 6] функция. 
Решение. Представляя данный интеграл в виде 

| b 

—x | F(y)dy + | yf ly) dy, если — о < х<а; 

х b 

Е (x)= ‹ \ (% —y) Fly) dy — | —y) Fy) ay, если A<X< 6; 

b b 

x (f(y) dy —( yf(y)dy, если << to, 
{ а a 

и пользуясь формулой Лейбница, получаем: 

Г b 

— | f(y) dy, если —co < х<а; 
а 

x b 

Е’ (x) = ‹ ( F (y) dy — J f(y) ay, если а<х< 65; 

b 

| Fy) dy, если б<х< +00. 
(а 

Заметим, что в точках х=аи х=Ь производная F’ (x) существует. 
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Далее, применяя указанную формулу еще раз, находим: 

F" | 0, если — © <х<а; b<x<+o0; 
(*) =| oF (x), если а<х< 6. 

В точках х=аи х=ф существуют только односторонние произ- 
водные РЁ” (x), если f(x) ==0 в этих точках. Если же f(a) = [(5) =0, 
то числа Ё” (а), Е” (5) существуют и равны нулю. 

9. Найти Ё” (x), если F (x)= 75 Fa (retire dy (hk >O), где 

[ (x) — непрерывная функция. 
Решение. Очевидно, если функция f(x) непрерывна, то справед- 

ливо равенство 
В B+ 

Jité+o)de= | pode 
ato 

Пользуясь этим равенством и возможностью дифференцирования по па- 
раметру, получаем: 

п AXLE h 

Р-ев [хо 
’ "| эн --х "ehh 

i+ nd=p( | г0&- |104); 
хи x 

P" (x) = в (Кой) — 2f (h + x) + (x). 
10. Доказать формулу 

qi" 

1, = LO) =, (n=1,2, ...), (1) 

sin x . 
где F(x) — a если Хх = 0; 

|, если х=0; 

| x 

aH |" cos (y +. 3) dy, если x +0; 

— 0 bn (2) р 
COS -д- 

aT если x=0; n=1, 2, on 

Пользуясь формулой (1), получить оценку: an <a — при x € (— 

+ со). 
Доказательство. Справедливость формулы (1) при х == 0 уста- 

навливается методом математической индукции. Действительно, при 
п = | соотношение (1) очевидно. Предполагая, что формула (1) 
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правильна при некотором п = А, дифференцированием обеих ce частей по 
X с последующим применением интегрирования по частям получаем: 

ат! /sinx\ _ 1 kit в a= fr ан 
0 

x 
+ 

l k [уе = | воз (x +) — т (сов (y + ee) 

| yt sin (у + в") dy ) = аи sin (y ++ ) dy = 

>
 

x 

1 Ел 

0 

Покажем теперь справедливость формулы (1) при х = 0. Используя 

sin x oT (— 1)? x2 
разложение sinx в ряд Маклорена, получаем: —— = Gk-p hr СИН 

x = 0. Очевидно, сумма этого ряда при х == 0 равна единице. Поэтому 

—1) 1х2 cos = 

[(х) = У г! (при всех x). Отсюда находим: [“) (0) = т ‚ 4TO 
k= 

И  ребовалось доказать. 
Далее, поскольку при x = 0 

x 

| | р nt’ ~ I n __ 

an ly cos (y +9) dy] < ян | у dy = т, 
0 

пт 
сз" | 1 

а при x= 0 IM (0) |= <п-г› ТО при всех ХЕ (— оо, + ©) 

471 
dx | Sa-Fl 

1'. Функцию f(x) = х* на промежутке 1< х< 3 приближенно 
заменить линейной функцией а -- bx так, чтобы 

Га, 6) = | (a + bx — х^)* dx = min. 
| 

Решение. Так как подынтегральная функция имеет непрерывные 
частные производные (при любых а и 5), то можно применять формулу 
Лейбница. Дифференцируя под знаком интеграла по а и по ф и учитывая 
необходимое условие экстремума функции / (a, 5), получаем: 

3 3 

I, =2\ (a + bx —x%) dx =0; [= 2) (a+ 5х — №) x dx =0. 
1 1 
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I] р “ 
Отсюда находим: а = —5; р= 4. Легко убедиться, что Газ = 4; [== 

= т; Igo = 8. Таким образом, 

ФТ = 4ах* + 16ах dy + ”. dy* = 4 (ах + 2dy)? + a dy? >0, 

т. е. при а = —5, р=4 функция Г(а, 6) принимает минимальное 

9 11 
значение. Следовательно, линейная функция у = 4х —- удовлетворяет 

поставленной задаче. 
12. Найти производные от полных эллиптических интегралов 

к 

[
а
 

¢ 

аф 
Ут — &?sin? 

2 

E(k) = | УГ-Иятеа, F (k) = (0<k<1) 
ф 

0 0 

и выразить их через функции E(k) и F(R). 
Показать, что E(k) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

и 1 , Е (Е ЕЕ то. 
Решение. Будем считать, что КЕ [R,, k,] <= (0, 1). Тогда функции 

: К sin? 
V 1 —R?sin? 9, sala 

V 1—?sin? Ф 

ky <k<k,|. Следовательно, к интегралу применима формула Лейбница. 

непрерывны в прямоугольнике [0 << “yi 

Имеем: 

ы 
, k sin? ф 

A (i) = — | (ASE do. (1) 
0 . 

Умножая обе части этого равенства на Е и пользуясь выражениями` 
для Е (Е) и F(R), находим: 

ДЕ E—F 

Интегрируя в (1) по частям, получаем: 

шо d(cos $) К cos? ф de $ 

Vi — А? sin? » 
Е’ (= 

Э
м
 

а 

3 

(1 — #2 sin? $)? 

к п 

5 р о р 
$11“ 9 ag 

6 (1 —&? sin? $)? 0



Но поскольку 
к Rr 
a, > 

2 

F (y= | ee; wry = | dg 3 
6 (1 — К? sin? $)? (1 — k? sin? @)? 

(дифференцирование здесь законно по причине, аналогичной изложен- 
ной выше), то Е” (Е) = F’ (k) —R(RF)’. Пользуясь формулой (2), из 
последнего соотношения находим: 

‚ Е (k) Е(#) Рот". 3 
Из (2) следует, что F = Е — АЕ’, F’ = — КЕ”. Подставляя Е и F's 
(3), приходим к указанному дифференциальному уравнению. 

Наконец, так как числа № и ky могут быть как угодно близкими 
к нулю и единице соответственно, то отсюда следует, что все полу- 
ченные выше результаты справедливы при O< k< 1. 

13. Доказать, что функция Бесселя целого индекса п 

№ (x) = = | cos (np —x sing) dg 
0 

удовлетворяет уравнению Бесселя 

HT (х) + хГи (x) + (x? — п?) [1 (x) = 0. 

Доказательство. Вычисляя производную OT данного интеграла 
и интегрируя по частям, находим: 

Ги (х) = 5 (np — хэш 9) d(cos $) = л | coscos (np —x sino) de — 
0 0 

Xx 

1 

>
=
—
а
 

(1 — 3112 $) cos (np — x sing) dp = "| cos ф cos (19 — xX п $) dy — 

0 

— XI, (x) — х11 (Xx). (1) 

Поскольку + | cos (np —x sin») (п — x cos 9) dp = 0, то 

= \ cos (tp — x sing) + cos dy = nl, (x). (2) 

Умножая обе части соотношения (1) Ha х и учитывая тождество (2), 
получаем уравнение Бесселя. 

a 

14. Пусть | (a) =172 a ‚ где функция —(x) непрерывна вместе 
Xx Va— 

и



со своей производной ¢’ (x) на сегменте 0 <x <a. Доказать, что при 
O<a<a имеем: 

a 

(a) = а 

Доказательство. Рассмотрим интеграл 

У (а, =) = ey) som (O<e<a<a). 
> Va — 

Очевидно, он является собственным интегралом и 

У (a, 0) = Г (а). (1) 

Полагая в нем х — х =, получаем: 

У (a, =) а 

ъ —{ Py (a — t) 

В силу непрерывности функций т“ и Vi в треугольнике 

[e<t<a; e<a<a], согласно формуле Лейбница, справедливо 
равенство: 

&— 

У, (а, в ad ba у чу rs. (2) 

ie re ) dx 
Так как несобственный интеграл A (a) = = (0 < «< а) сходится, 

то из (2) следует, что’ 

lim У, (а, e) = 22 + А(а) = И, (а, 0) (0<a<a). (3) 
e+ +0 Va 

С другой стороны, дифференцируя (1), имеем: 

У. (а, 0) = Г (2) (0<а<а). (4) 

Сравнивая (3) и (4), окончательно находим: 

I’ (a) = ro + (eae (0< a<a). 

15. Пусть f(x) — дважды дифференцируемая функция и F(x) — 
дифференцируемая an Показать, что функция 

er 

u(x, = 5 (Ех —at) + (+ ад) + 5 7 | Р(@) 4 
С ая 

удовлетворяет уравнению колебания струны с = at (a#0) и Ha- 

чальным условиям: u(x, 0) =f (x), и: (x, 0) = F (x). 
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Решение. Вычисляя нужные производные, получаем: 
l ype , | 

= 5 (fF (х— а) + f(x + at)) + 5 (F (x + at) —Е(х— ай), 

, , ] = 5 Рад —Р (x — ad) +5 (F (x +al) + F (eal), 
д? | и и | 7 , Set = yi" (x at) +f" (x + at)) + 5 (F' (x + at) —F' (x—at)), 
д? 2 и и / , age = oy (| (х + at) Г (x — at) + (F(x + at) — F’ (x —at)). 
Легко теперь видеть, что функция U(x, #) удовлетворяет уравнению 

колебания струны, а также начальным условиям. 
Применяя дифференцирование по параметру, вычислить следующие 

интегралы: 

16. Га) =! In (а? sin? c+ b° cos? x) dx. (1) 

Решение. Пусть |а|> а >0, | b|> 6, > 0. Тогда подынтеграль- 

ная функция f(a, x) и ее производная [м (а, x) непрерывны в Ка > 

> а > 0; 0< <=. Следовательно, в соответствии с п. 3°, диффе- 

ренцирование по параметру а под знаком интеграла законно. Имеем: 

п 

2 dl alsena sin? x , = . 

Г (а =| a sin®x | B® costa 2 
0 

Полагая здесь ¢ = ctg x, получаем: 
+ 00 

I’ (a) = 2|а|звпа. | a m sgn a 
0 
вай)  fal+]o]" 

Отсюда интегрированием по а находим: 

I(a) = шп ((а|-+ |6) + С. (2) 
Используя очевидное равенство 

2 

Г(5) = | In (52 sin? x + 67 cos? x) dx = «In| 5| 
0 

и полагая в (1) a= 6, из (2) получаем: С = —*Ш2. Таким образом, 

Гая Sete (3) 

Поскольку числа Ay и Dy могут быть как угодно малыми, то полу- 
ченный результат справедлив при любых аб -=0. Если же один из 
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параметров равен нулю (например, 6 = 0), то данный интеграл суще- 
ствует лишь как несобственный (см. пример 167, гл. IV, ч. 1), иу 
нас нег оснований считать, что формула (3) верна и в этом случае. 
Поэтому, пользуясь упомянутым примером, находим: 

к 

[а | шзшх ах = «ln. 

2 

(а, 0) =2 | ш(а|зтх) dx ==ш|а|-+2 
0 

После этого видим, что ответ (3) пригоден при любых а и Ob, если 
только a? + 6? + 0. 

п 

17. Г(а) = пс — 2асозх + a”) ах. 
0 

Решение. Пусть |а|—1|>=>0. Тогда функции f(a, x) = 
‚ 2 (а — cos x) __ —___ 2 = (1 — 2асозх +a"), [а (а, x) = 1 ха 

угольнике Ю [|1а| —1|>=>0; О<х< «| и, в соответствии с п. 3°, 
возможно дифференцирование по параметру а под знаком интеграла. 
Имеем: 

непрерывны в прямо- 

Га=2} So 88 dx. 

0 
2acos x + а? 

В результате подстановки # = => находим: 

| a—1+(@a+it 
P= if ПЕР a pay 

применяя метод неопределенных коэффициентов и формулу Ньютона — 
Лейбница, получаем: 

Qn 

r= {as eu lel +s 
0, если lal <1l—e. 

Отсюда интегрированием легко находим: 

_ [2* ш|а| С, если [а] > 1- =; 
га) =| Co, если а| < | 

где C,, С. — произвольные постоянные. 
Так как полученный результат справедлив при сколь угодно малом 

> 0, то можно паписать: 

_ [2* ш|а|- Сь, если |а| > 1; 
I (a) =| С., если |a|< 1. (1). 

Для вычисления / (+ 1) обратимся к исходному интегралу: 

— 

2 

(+1 = {In (ТЗ cos x)) 4х — Qe Ind +4 | пуп! = 0 (2) 
6 

(см. пример 167, гл. IV, ч. 1). 
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Поскольку 1(0) = 0, то С, =0. Кроме того, как видим из (1), 
lim (а) = 0. Следовательно, с учетом (2) находим, что функция 

14| -1—0 

Г(а) непрерывна в точках а = 1, a = —1 соответственно слева и справа. 
Замечая, что 

(1) ое — 2a cos.x + 1)) dx = —2nIn{a;+/ (a) (а=0), (3) 

приходим к выводу, что функция | (a) непрерывна в указанных точках 
также справа и слева. Действительно, в этом случае из (3) находим: 

lim Га == lim Inja|+ lim (=) = lim I(a)=0. 
lal +1-+0 |a|+1+0 |а|-+1--0 |а|-+ 1—0 

Takum образом, функция / (a) непрерывна при всех а. В связи с этим, 
полагая С, = 0, записываем отвег в таком виде: 

2x п|а|, если |а| > 1; 
I (a) = | 0, ecm |[а|<1. 

к 

2 
18. Г(а) = { ace (a Е ty 

0 
tg x 

Решение. Пусть а >  >0. Тогда функции 

Г arctg (atg x п 
— 1x40, #4; | cok, 

f(x, a) = 3 a x = 0; fa (x, а) = Lp a? tet x 2 9 ’ — , a 9 TT 

п. 0, x= 5 

0, х=ъ, 

непрерывны в прямоугольнике R t <х< = ;a>e> о . Поэтому, 

согласно п. 3°, при а > в > 0 справедливо равенство 
к 

_ dx т dt 
~ J iFatee J ЕР) 5, Г (a) 

из которого интегрированием находим: 

I(a) = + ш (Е - а) + С, (1) 

где С — произвольная постоянная. 
Поскольку = > 0 может быть произвольно мало, то полученный 

результат верен при всяком а > 0. А тогда из (1) следует, что 

С = lim Г (a). (2) 
a+-+0 

Таким образом, если исходный интеграл представляет собой непре- 
рывную функцию параметра a, то с учетом (2) имеем: С = [(0). Но 
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интеграл действительно непрерывен по а в силу п. 1°. Следовательно, 

С=Ои Г (а) = 5х ш(1-а) при а> 0. 
Учитывая еще очевидное равенство /[(а) = /(\a{)sgna, оконча- 

тельно можем написать: | (a) = -э. па ш (1 - |а|) при всех а. 

; 
19. F(a) = [п . yg) < 1. 

0 
[1 — асозх cosx 

Решение. Функции 
1 1 -- асозх 

[п 
cos x 1 — а соз х 

f(x, а) = 
2а, x= 

a 
2’, 2 
T fa (x, а) = 7— 

2 
а? cos? x 

п 
непрерывны в прямоугольнике | а|<1—=< 1; 0<х< а » По- 

этому, в соответствии с п. 3°, 
са 

о т 
ге? т =2 | ав уе, — а? 

откуда /[ (а) = кагсута - С. 
Устремляя = к нулю, замечаем, что этот ответ правилен при |а|< 1. 

Так как /(0) =0, то С =0. Таким образом, / (а) = п агсз а. 
20. Пользуясь формулой 

Ty ay (% = 0), (1) 

вычислить интеграл 

arctg x dx 

\ x Vi—x (2) 
0 

Решение. Интеграл (2) является несобственным, поэтому его сле- 
дует понимать как предел 

x Vi—x?. 

Подставляя сюда интеграл (1), получаем: 
]—е 

t= tim, | te: | и 
] 

Так как нкция |(х, и) = является непрерывной в фу f(x, у) dpe) Va pep 
прямоугольнике R(O<x<l—e; O<y< ll, 
п. 4°, находим: 

то из (3), испельзуя 

1—е 

ах 
[=] d ——- 

li | у \ (1 х?у?) Vi—x? 
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ax 

x? (1 -- xy?) 
Применяя к интегралу A = | ИЕ 1х|< 1) подстановку 

= arcsin x, получаем: 

A= | 

ИТи arctg (zV'1 +-y?), г = tg (arcsin x). 

Следовательно, 

1— | 
В (=, и) =A 

(= y) № — УГЕЯ 
Поскольку функция B(e, и) при O<e <1; O<y <1 является непре- 
рывной (при в =O полагаем В (0) = lim В (г, y)), то, в соответствии 

e-+-+0 

arctg (ИТ + у? tg (arcsin(1 —e))). 

сп. 2°, имеем: 
| 1 

. ] ~ 

I= | lim Ble ум = 5 | = = in(1+V9). 
0 =---0 

21. Применяя интегрирование под знаком интеграла, вычислить 
интеграл 

| 
b_ r= {5 ха 

Решение. Поскольку 

dx (а >06 >0). 

In x 

b a р 
о {xv dy, (1) 

b 

TO =f de way 
0 a 

Функция f(x, y) = x4 непрерывна в прямоугольнике R[O<x <1; 
< у< 5], поэтому, согласно п. 4°, получаем: 

b 
j= fay dem ве 

22. Вычислить интегралы: 

| | 
bya b_ 

a) { sin(in+)+ ^ dx; 6) { cos(in+) 
$ x In x 3 . x In x 

Решение. Используя представление (1) из предыдущего примера, 
вместо данных интегралов получаем: 

1 b 

a) 1, = | de [мт 1) ay; 6) [весов 4) dy, 

ах (a >0,6>0). 

Функции f, (x, у) = x¥ sin (in z)" и fo (x, И) = x4 cos (in 4 непрерывны 

впрямоугольнике А [0 < х< la<y< [| (прих = 0 полагаем /, (0, у) = 
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== [о (0, у) = °), поэтому можно выполнить перестановку интегралов: 

Г = {dy sin(In 4 +) ae, I,= | dy{ ¥0a5(In- 4) ax. 

Производя подстановку х == e~', получаем: 
b + 00 b -+% 

Г = | dy | e—9+)) зав I, = dy е- КУН cos t dt. 
а 0 а 0 

Выполняя внутреннее интегрирование, находим: 
b b 

L= dy wp  ( Е аи 
тот От’ 

Отсюда окончательно имеем: 

р — а 

STEED OF? 

23. Пусть Е (Е) и Е(Е) — полные эллиптические интегралы (CM. 
пример 12). Доказать формулы: 

R 

a) | F(k) kdk = E(k) — KF (k); 
0 

ine eo 2 I 
п = ar er ne I, = 

R ; 

6) J E@kdk =F (1+ R)E()—RF(), где = 1— №. 
0 

Доказательство. Из выражений для производных OT полных 
эллиптических интегралов (см. указанный eine?) легко найти, что 
RF = (1— ^^) Е’— Е’, КЕ = (1 — ^^) (F’ —E’). 

Интегрируя почленно по К в пределах oT-0 до k первое из этих соот- 
ношений и пользуясь при этом методом интегрирования по частям, 
получаем формулу а). Производя аналогичные выкладки со вторым из 
указанных соотношений и используя формулу a), получаем формулу 6). 

24. Доказать формулу 

| x1, (х) dx = x1, (x), 
6 

где /)(x) и J, (x)— функции Бесселя индексов 0 и 1. 
Решение. Положим в уравнении Бесселя (см. пример 13) п=0. 

Тогда получим: 

(x1})' + xIy = 0. (1) 
п 

Так как | cos (x sing) - с0$ фа =0, то 
6 

п 

I; (x) = — + | sin(x sin g)-sin gdg=— + | cos (p —xsing) dg = —Ij (x). 
0 0 
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Подставляя значение [, (x) в (1) и интегрируя обе части соотношения 
(1) по х в пределах от 0 до х, находим: 

x 

xl, (x) |} = | x19 (x) de. 
0 

Но так как Г, (0) =0, To из этого соотношения и следует нужная 
формула. 

$ 2. Несобственные интегралы, зависящие от параметра. 
Равномерная сходимость интегралов 

I’. Определение равномерной сходимости. Пусть не- 
собственный интеграл 

-}- 00 

\ F(x дах, (1) 

где функция f(x, и) определена в области Rlacx< +035 y<y< 
< у], сходится на интервале и, < и< yo. Говорят, что интеграл (1) 
равномерно сходится на интервале у < у< Yo, если Ve >0 AB(e) 
такое, что Ув > В выполняется неравенство 

- 00 

|на <e 
b 

VY (ут, Yo). сразу. 
2. Критерий Коши. Для того чтобы интеграл (1) сходился 

равномерно на интервале (и, у»), необходимо и достаточно, чтобы 
Ve >0 А(=) такое, чтобы сразу для всех ие (и, уг) выполнялось 

неравенство | \ Fx, y) ах| <¢, как только В >a > A(e). 

3°. Признак Вейерштрасса. Несобственный интеграл (1) cxo- 
дится абсолютно и равномерно на интервале (у:, уг), если существует 
функция F(x) такая, что |f (x, y)| << F(x) при а<х< + < и несоб- 

> 

ственный интеграл | Е (х) ах сходится. Функция F(x) называется 
а 

мажорирующей по отношению к функции | (x, и). 
4°. Предельный переход под знаком интеграла. Если: 

1) функция f(x, у), определенная в области R, непрерывна по хи при 
Y—> Yo (И1, Y2) равномерно относительно х стремится к предельной 
функции g(x) в каждом конечном промежутке [а, A]; 2) интеграл (1) 
сходится равномерно на интервале (ил, уг), TO 

+ > += > 
lim \ f(x, и) ах = \ lim f(x, у) ах = | g (x) ах. 
7-0 a а 9% а 
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Если функция [(х, у) непрерывна пр a<x< +o, Y<YK< и 
и интеграл (1) сходится равномерно при y € и, Из], TO 

= += 
lim \ I(x, и) ах = \ Е (X, Yo) ах 

у-уо © lyr Yel & 

5°. Непрерывность несобственного интеграла. Если 
функция [(х, и) непрерывна в области О<х< +00, y,SY< Yo U 
интеграл (1) сходится равномерно на отрезке [y,, уз], то он представ- 
ляет собой равномерно непрерывную функцию на этом отрезке. 

Если: 1) функция f(x, у) непрерывна и ограничена в указанной 
области; 2) функция ¢ (xX) интегрируема на каждом конечном промежут- 

- © 

Ke а<х< A; 3) интеграл \ |p (x)|dx сходится, то интеграл 
а 

+ 00 

\ F(x, y) 9 (x) dx 

сходится равномерно и является равномерно непрерывной функцией 
параметра у на отрезке [и1, Yel. 

Аналогичные теоремы справедливы и для интегралов от неограни- 
ченных функций. 

Определить области сходимости интегралов: 

ХР + x4 

Решение. Положим для определенности, что Pp > g. Функция 

x 

| cost df = sinx 
к 

] 
ограничена. Функция монотонно стремится к нулю при p>l, 

Следовательно, интеграл 
+ oo 
\ i 

ye! 

т 

в силу признака Дирихле, сходится при р >1. Так как функция 

MOHOTOHHA и ограничена при x > п, то интеграл 
1 + x7? 

TT. cos x ax 

\ ХР хр › 

по признаку Абеля, сходится при р >|, т. е. при тах (р, 9) > 1. 
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Это условие является и необходимым. Действителыо, представляя 
интеграл в виде ряда и пользуясь теоремой о среднем, получаем: 

= „27+ 
COS x cos x dx 

dx = \ = 

, xP" x py х хи 
> о (2n-+1) 

—_ у (—1)7-1 к т 
—= 9 got eg , gy (22 + l)<in <5 (2n + 3). 

n=!1 

Из необходимого условия сходимости ряда вытекает неравенство 
тах (р, 9) > 1, что и требовалось доказать. 

+ > 

26. \ me dx. 
x 

0 

Решение. Произведем замену переменной x по формуле x = 
1 

= (1>0, 9 >0) и разобьем полученный интеграл на два интеграла, 
Тогда 

= а => 
in x4 1 int —- | sin? ay = 1 | sine gy yb t(a=2—" 41, a0). 

q q q 
a 

xP р 
0 

Так как es "|; 

признака сравнения, сходится при а < 2 и расходится при a > 2. Второй 
интеграл, в силу признака Дирихле, сходится при a > 0. Tipu a<0 
этот интеграл расходится, так как при этом условии расходится соот- 
ветствующий числовой ряд. Действительно, поскольку 

т) при t+ |- 0, то первый интеграл, в силу 

®(п--1) 

а Y iy | eat уе "(an <in< (n+), 
n=! кп n=] 

то это утверждение становится очевидным. 
Итак, теперь можно сказать, что если 4 >> 0, то исходный интеграл 

‚ сходится при условии 0< Р —— < 2, или, что то же самое, при 

Р— 11 < 9. 
Если g< 0, то, полагая g = — 4, (4, > 0) и производя аналогичные 

выкладки и рассуждения, приходим к такому условию сходимости дан- 
ного интеграла: |р—1| < 41, или | p—1|< — 9. Объединяя оба случая 
и учитывая, что при g = 0 интеграл расходится, получаем окончатель- 
ный ответ: данный интеграл может сходиться только при условии 

|< 1. 
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2 

7 | dx 

| Inx |? | 

Решение. Положим x == е`!. Тогда получим: 
9 -{- > 1 + 00 

ах _ ewe dt e# dt et dt 

| In x |P ЕР РЕ? т. р‘ 
0 — 112 —112 1 

Поскольку т > = O* fad, при #-—0, то первый интеграл, в силу 

признака сравнения, сходится лишь при p< 1. Второй интеграл схо- 
дится при всяком р, так как е >Ё-Р при достаточно большом f. 

[2—2 . 
Последнее вытекает из того, что lim —— = 0. Следовательно, данный 

f+ -} 00 е 

интеграл сходится лишь при p< 1. 
1 

COS 
| — 28. | а» 

. УГ — х? 

Решение. Положим Ё == (1 —х)-* (x #1). Тогда получим: 
1 -- 00 

; | 

SS Tox cos t dt 
r= г. 
УГ — <? ok 1 n 

0 | f 

Поскольку функция f(t) = (¢{ > 1) монотонна и ограничена, 

а интеграл 
Но 

cos Е dt 
1 9 

9— — 
t n 

1 

| 
в силу признака Дирихле, сходится при п < 0 или при п > > » то рас- 

сматриваемый интеграл сходится, в силу признака Дирихле, при этом 
же условии. Пользуясь приемом, примененным в примере 25, можно 
показать, что это условие является и необходимым. 

29. | 5” ах (p > 0). 
0 xP 1 sin x 

Решение. Разобьем данный интеграл на два: 

+ + 
\ = Я x= | : sin x dx + \ ml х dx. (1) 

sin x 6 x -++ sin x р * -+sinx 
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Так как 
_ зшх 1 

I (*) xP 4 sin x i a при х—> +0, 

то первый интеграл сходится при любом р (точка х = 0 является точкой 
устранимого разрыва функции f (x)). Поскольку 

зтх _ _зтх  sin?x 1 

Pia yp yD о yop} x 4sinx — x x Ах 
sin x 1 cos 2x 

xP 2x2? 

1 
= —— — — + On +0 (=> при X—- < 

и интегралы 

a sin x x Te. COs 2x 

} xP , \ х2Р ^, 
1 1 

+2 ay 
в силу признака ope сходятся (р > 0), а интеграл | хер сходится 

1 

. | 
лишь при р>-— > ‚ то второй интеграл из (1) сходится лишь при p > ->. 

Следовательно, исходный интеграл сходится при этом же условии. 
Исследовать сходимость интегралов (в примерах 30—32 путем сравне- 

ния их с рядами): 
-}- 00 

0. ( ea% in >0). 
ат 

x" sin? x 

>.
 

Решение. Поскольку 
Но co (k-+1)x 

x dx __ хах _ = 

1-х? sin? x У \ 1 " sin? у, 
+ k=0 kr + x sin Хх 2—0 

то будем исследовать сходимость последнего ряда. 
Легко видеть, что 

~ (kn +2) dt 
ретро , 

L = kn dt г (kn + t) dt | Ета 
7 PLD sintt ~ J 1+ (en + шее ~ J ТЕ я sin? t * 

kn? 2 
где J, = г , I, = #2 . Так как ЛП = 0*|——\, 

| i+ (e+ I?" И ти"? = 
| 

I, = 0* [ — при А- co, то, по признаку сравнения, ряд, а значит, 

Ro 
и интеграл, сходится лишь при п > 4. 

Но 

31 \ dx 

x? */sin? x 
у)" 

Решение. Представив данный интеграл в виде 
-- > oo (пк 

57 ТЕ =) \ w= 
п=| nt 
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будем рассматривать последний ряд. Полагая x = nx -- Ё имеем: 

(n-+-1)x и 

dx __ dt 

xP 9/ sin? x (nz -+ ty? 9/ sin? t 
0 ne 

Заметим попутно, что этот интеграл является несобственным и сходится 

—— = 0* т при #-— 0, 
| (nx + 07/31? ‚8 

— 0* a при #*— 0). 
(nx + 1)? */sin? ¢ = nt t)° 

В силу оценок 

ПО признаку сравнения 

dt 
р р | 8/7733 < 3/57 < p,? 8/357? поп) 9/sin?¢ (nn-+ ЭРУзш? Е Wn |) Уз? 

0 0 0 

исследуемый ряд (интеграл) сходится или расходится одновременно 

| . 
с рядом у —» Который, как известно, сходится только при p>l, 

n 
n=! 

Следовательно, исходный интеграл сходится при этом же условии. 
+o _. о 

30. ( sin ee ax, 

0 

Решение. Разбивая данный интеграл Ha два: 

-+ co 
т sin (x + x?) dx = sin (x + x?) dx + ( sin e + x?) ах 

п x" 5 
0 1 

x 

и применяя к первому интегралу подстановку x = > ({ > 0), a ко вто- 

рому — подстановку х = ый -|- = — > (¢ > 0), получаем: 

со Но 

sin ere dx = sin( и sin Е 
= 9 

И:++ (Уч 4 -3)" 
9 

Поскольку 

of- 00 1 ] со “ho о 

Tam ge sin t dt - yi 1), 

pee yy. | гам oes 
1 k=1 tt Vi+t(Vi+4-4) k=l



где 

1 I 
Е, 1 sin{ —-+ = 

__ ча (+5 dt ( ) ` 

a А <<, 
(R--1)x 

a sin t dt __ 

туз И т = та тен 
— (O< Yr <7) 

l 

ToT 
(здесь к соответствующим интегралам применена первая теорема о сред- 

со ] р — * нем), то ряд У! ак сходится, в силу признака сравнения (a = 0 call 
k=1 

только при п < 2, a ряд 

У (1%, (+) 
k=! 

сходится, по признаку Лейбница, при п > —1. Замечая еще, что при 
п < —1 общий член ряда (*) не стремится к нулю, приходим к выводу: 
данный интеграл сходится только при условии —|1 < п < 2. 

33. Сформулировать в положительном смысле, что означает нерав- 
+ 00 

номерная сходимость интеграла | [ (x, и) ах взаданном иптервале (11, Y2). 
а 

Решение. Неравномерная сходимость несобственного интеграла, 
зависящего от параметра, означает следующее: 

1) Интеграл сходится при каждом фиксированном Y € (Yj, Yo), т. е. 
Ve >0 ЗВ(, у) >0 такое, что при Vb > В выполняется неравенство 

+ 00 

| | F(x, узах| <e. 
b 

2) VB>0 и We (O<e< въ) ЗуЕ (и, у) и Ab>B такие, что 
oo 

| | Г (x, y) dx| > Е. 
b Le 

34. Доказать, что если 1) интеграл | Fes, y) dx сходится равномер- 
а 

HO в (Ш, Y2) и 2) функция (x, и) ограничена и монотонна по x, то 
интеграл 

А, уе, y) dx (1) 

сходится равномерно в (Yj, Yo). 
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Доказательство. Пусть произвольное число в >O0 задано. 
В силу условия 1), согласно критерию Коши, ЧВ(=) такое, что УФ’, 

A 

, b° > B(e) независимо OT уе (Yj, Yo) выполняются неравенства: 
b’ 

| dx |< 59, 2) 
Е 

|| Fee )4| < эм, 
Me 

где M=sup|o(x, и)|==0 (при М о теорема, очевидно, справед- 
x,y 

лива). 
Далее, поскольку функция (x, и) монотонна по x, а функция 

i (x, и) интегрируема, TO, по второй теореме о среднем, имеем: 
b” Е 

Vile де ах +0, 0) | Fle, yde+ o(b"—0, y) x 
b” 

x | F(x, y) dx, 
mebdb< р’. Отсюда, учитывая неравенства (2), получаем оценку < 

b” Е 

| Fe y)9 (x, y)dx| <|9(o +0, oi] | Fee y) dx| + 
, 

+196" —0, |} wax] < 
для всех уе(щ, Yo) сразу. А это, по критерию Коши, и означает, что 
интеграл (1) сходится равномерно в указанной области. 

35. Доказать, что если 1) функция g(x, у)=0 при х->-, 
ИЕ (yy, у) и монотонна по x (а<х< +0); 2) первообразная 
x 

№ (1, у) 4& (и! < у< уз) ограничена абсолютной постоянной М, то ин- 
а 

теграл 
-Н о 

 е(х, УЕ, ах (1) 
а 

равномерно сходится в области (и1, Yo). 
Доказательство. К интегралу 

ы 

[ее УЁ(х, уах (5, b” € (a, +0)) 

применим вторую теорему о среднем. Тогда 
E 

et yi (x, дах =|9 (6 +0, y) | fle, ydx-+e(6"—0, y) x ; 

x (Fee y)dx| < МФ +0, yi +1¢(0"—9, и). 
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Так как (x, у) стремится к нулю при х-> -- со равномерно по 
параметру иЕ (и, Ys), TO Ve >O найдется число B(e) такое, что 

|5 

lp (O° +0, У)! <5и и | $ (5"— 0, и) | < 57 при YC YK Yo, если 

только 6’ >B и 6b” >B. Следовательно, Ve >O0 найдется число В (e) 
такое, что 

b’ 

|| ee у) F(x, y)dx|< е при Yi <у< Yo, 

если только 5’>В и 6b" >B.B силу критерия Коши, интеграл (1) 
сходится равномерно в области (у, Yo), что и требовалось доказать. 

36. Доказать, что равномерно сходящийся интеграл 

- > 1 (« С \* 

= [ги ак (0<у<1 
1 

нельзя мажорировать сходящимся интегралом, не зависящим от пара- 

метра. 
-+- 00 

Доказательство. Интеграл L = \ е-# dt сходится, а поэтому 
0 

Ve >0 HB =В(:) такое, что 
+ > 

| ее" в. (1) 
В 

Выберем число А так, чтобы 

Ав. | (2) 
-Е СЕ ae ). 

Производя в интеграле | е ” “7 dx замену ¢t = 1 (х— 1) и HC- 
А 

пользуя неравенства (1) и (2), получаем оценку: 

Но si ( 1 = (*-т) т“ 
|. у 41 4х =у | ег" < 

" L(a-4) у y 

Но 

В edt = 2[у < в, если О<у< эт; 

«< ¢ -- о + > + 

ета < \ < | г" Ш < ве, если т <у<1, 
1 1 2L B 
(“у Ane 

из которой непосредственно следует равномерная сходимость интеграла 
на (0, 1). 
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Что же касается мажорирования, то здесь можно привести следую- 
щие соображения. Предположим, что такая мажорантная функция Р (х) 
существует. Тогда должно быть 

1 1 \* 

f(x, у) =e ve (+ 7) < F (x). 
Легко видеть, что благодаря конструкции области определения функ- 

ции f(x, и) (1<х< +0; O<y< 1), Ух существует у =+ такое, 

что f(x, у) = 1. Таким образом, F(x)>1 для всех x. Очевидно, 
соответствующий несобственный интеграл от Р (х) расходится. 

37. Показать, что интеграл 
Но 

[= | ae—**dx 
0 

1) сходится равномерно в любом промежутке O<a<a< 5b u 2) cxo- 
дится неравномерно в промежутке 0 <a < 6. 

Решение. В первом случае легко построить мажорирующую функ- 
цию F (x) = бе-“*. Следовательно, по признаку Вейерштрасса, интеграл 
сходится равномерно. 

Во втором случае, произведя замену { = ax (x > 0, а > 0), получим: 

+= + 
| ae—** dx = | et dt = е “В. 
B aB 

Отсюда следует, что, каково бы ни было B>O, всегда найдется a 
(0 < «< в) такое, что ег“В >: (0<:< 1). Например, число а можно 

| 1 
выбрать из неравенства O<a< В In >: Таким образом, в этом случае 

интеграл сходится неравномерно. 
38. Доказать, что интеграл Дирихле 

-{- 00 

Sin ax 
I= | Ах 

x 

1) сходится равномерно на каждом сегменте [а, 8], не содержащем 
значения a =0, и 2) сходится неравномерно на каждом сегменте [а, J], 
содержащем значение a =`0. 

Доказательство. В первом случае воспользуемся примером 34. 
1 

Здесь функция $ (x) = = при х- --co монотонно стремится к нулю 

(и равномерно относительно параметра a). Первообразная 
x 

. COS аа — COS AX 
\ sinatdt = 

a 

2 С 34 minal 15б` Следовательно, согласно примеру 34, 

данный интеграл сходится равномерно. 

ограничена числом 
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Во втором случае положим x = af (2 >0, [> 0). Тогда получим: 

= += 
\ SIN GX yy. | sin t ay 

x . t 
B Ba 

- 

Отсюда следует, что VB > 0 всегда найдется a € [а, 6] такое, что 

Но 

| | миа хе lo<e< | Sint as) 
'В 

. 0,1 
Жействительно, для этого достаточно Положить a4 < BR 

При а< 0 применяем подстановку х = —at и, проводя аналогич- 
ные рассуждения, приходим к такому же выводу. 

Таким образом, в этом случае интеграл сходится неравномерно. 
Но 

dx 
39. Исследовать на равномерную сходимость интеграл \ — в сле- 

x 

дующих промежутках: a) 1< и <a< + о; 6) lma<-+oo. 
я 

Решение. а) Легко видеть, что =; < -„, При 1<х< +0; и < 
хо 

Но 

dx 
<а< -- < и интеграл \ — сходится. Следовательно, по признаку 

хто 

Вейерштрасса, данный интеграл сходится равномерно. 
- © 

dx ВС“ 6) Так как | oe и lim 
x а — | а+140@ — | 

l—a 

— со, TO длЯ Любого 

- Но 

B>0 и любого в > 0 найдется a > 1 такое, что их >в. Следова- 
| x e 

тельно, интеграл в этом случае сходится неравномерно. 

а 
40. Исследовать на равномерную сходимость интеграл | a при 0< 

wf X 
0 

<a< 1. 

] 
Решение. Положив х = = (ЕЁ > 0), получим интеграл et 

i 

исследованный в предыдущем примере. Следовательно, интеграл схо- 
дится неравномерно. 

= 00 

х 

§ «+l 
41. Показать, что интеграл сходится неравномерно в интер- 

Bae | < «< +o. 
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Решение. Легко видеть (см. также пример 39), что при B> 1 
справедлива оценка 

указывающая на неравномерную сходимость интеграла. 
Исследовать на равномерную сходимость в указанных промежутках 

следующие интегралы: 

1х 

Решение. Поскольку 

= 00 

42. \ их ([^- © <а< +). 

| COS ах | _ (— 
р с <a< +o) и инте- 

` 4х . 8 
грал | Taw СХодится, то, по признаку Вейерштрасса, данный инте- 

грал сходится равномерно. 

43. Vet aq (О <а< + =). 

Решение. В интеграле 
= 00 

ах 
Г(В, a) — | (x —a)?>+ 1 

произведем замену переменной х=а- [. Тогда 

-+- 
t 

ГВ, a) = =. 
юз Г + | 

Если положить а = В >O0, To при любом В /(B, a) >е (0< e< 5). 

Следовательно, данный интеграл сходится неравномерно. Заметим, что 
сходимость рассматриваемого интеграла при фиксированном a(O<a< 
< - ©) следует из признака сравнения. 

+ 
44. | et dx (O<a< +c). 

0 

a) — Sin x 

x ’ Решение. Воспользуемся примером 34. Здесь f(x, 

“hoo 
sin x 

ф (x, a) =e-**, Интеграл \ —— dx, согласно признаку Дирихле, схо- 
0 

дится, а функция e—** монотонна по x ((е-“*), = — ae—*%* < 0) и огра- 
ничена единицей. Следовательно, согласно указанному примеру, дан- 
НЫЙ интеграл сходится равномерно. 

те | 45. \ rae (0<p< 10). 
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Решение. Так как № Inte x a г < (?)" 1 npa 

eVx VE хУх Ух xy Xx 

x>1, To, согласно признаку Вейерштрасса, интеграл сходится равно- 
мерно. 

-|- со 

46. \ a та ах (O<a< +o), где р > 0 фиксировано. 
1 

= 00 

COS X 
Решение. В силу того, что интеграл \ — dx при р >0 cxo- 

1 x 

дится (по признаку Дирихле), а функция e—** монотонна по х и огра- 
ничена единицей, то, согласно примеру 34, данный интеграл сходится 
равномерно. 

= 00 

| Vaens* ах O<a< +0). 
0 

= 00 

Решение. Полагая в интеграле \ V ae-*** ах Vax =f, имеем: 
B 

“00 ++ 

| Узе-ах= | edt. 
В BV a 

| 
Взяв a = 55 (В > 0), отсюда получаем неравенство 

= = Я 

| У хе" dx >в (0<:< | e-# dt) , 
B i 

справедливое при любом В. Следовательно, интеграл сходится нерав- 
номерно. 

Следует заметить, что данный интеграл при a > 0 сходится по при- 
знаку сравнения. 

-f. 00 

48. \ e—(*—-)? dy; a) a<a<b; 6) —wo<a<too. 

Решение. a) Замечая, что e—%— <е “+” при х<—ти 
г —“* зе “—т* при х> т, где т = шах (|а|, |6\), и, принимая во 
внимание, что интеграл 

—m -}- 00 

e—(x+m)* dy + \ e—%—m)* dx, 
m — с 

согласно признаку Вейерштрасса, сходится, заключаем, что данный 
интеграл сходится равномерно. 

6) Производя замену переменной х в интеграле 
—В +f. со 

Г(В, a) = | еб ак-- | сах (B>0) 
B — 00 
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по формуле x =a-+?¢, получаем: 
—В—а -|- со 

Г(В, = | ePadt+ | edt. 
— oo B—a 

Отсюда следует, что если a = В или a = —B, то 
= со »}. 00 

I(B, a)> | e-@dt>e (0<e< | eat) 
0 0 

при любом В >0. Поэтому в этом случае данный интеграл сходится 
неравномерно. 

=}. 00 

49. I(x) = | e—l+¥) sin x ау (— o < х< + о). 
0 

Решение. Очевидно, /(0) = 0. Полагая в данном интеграле # = 
= 

= |x|y(x = 0), получаем: [(х) = ore (c = \ ef dt + 0). Так как 
0 

lim 1(х) = —с, lim /(x)=c, то функция /(x) разрывна в нуле. 
x+—0 х->-0 

А тогда, согласно п. 5°, интеграл сходится неравномерно (если бы он 
сходился равномерно, то, в силу непрерывности подынтегральной функ- 
ции, представлял бы собой непрерывную функцию). 

+ о 
50. | —— 0). } : ye АХ (р> 0) 

Решение. Произведя замену x = У Ё получим; 
+}. со +L 00 

sin x? dx = sin ¢ dt 

1 x? p\ ‘ 
. 211-12 | УЕ 
0 . 0 

sin 
Поскольку интеграл | и ‚ в силу признака Дирихле, сходится, 

(р> 0) монотонна по ¢ и ограничена числом 0,5, а функция 
| 

р 
(1+7 

то, согласно примеру 34, данный интеграл сходится равномерно, 
+}. 00 

51. Подобрать число 6 >O0 так, чтобы 0< \ и < в при 1,1 < 
b 

<n<10, где в = 107°. 
Е 

Решение. Так как | 1 
Taxa < Taxi л < дл ; (последняя оценка не 

будет грубой, если x > Ь, a 6 — достаточно * едико), TO 

+}. 00 = со 

ах dx 10 
o< |< 4 = эт < 10°. 1,1 0,1 ? 1 -- хп p x b 
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Таким образом, решая последнее неравенство, находим, что если b> 
>> 10°, то указанное в условии примера неравенство будет обеспечено, 

1 

52. | xe-1In?— dx; a) p> р >0; 6) р>04> —1. 
0 

Решение. Произведем замену переменной х по формуле x = e- 
(¢ >0). Тогда получим: 

со -- 

| хр! In? — — | dx = t7e—pt dt. 
0 

+}. 00 

a) Поскольку Ме < te— и интеграл | Не-гы dt, в силу при- 

знака сравнения, сходится, то, согласно признаку Вейерштрасса, инте- 
грал сходится равномерно. 

+f. со 

6) В интеграле /(B, р) = | tfe—pt dt (B > 0) положим г = pt. Тогда 
B 

получим: 
= 00 

Г(В, р) = = | z7e—? dz, 
Bp 

Пусть числа B>O un ¢>O0 заданы. Тогда, в силу того, что 

4-0 
. ] 

lim i | ze—? dz = + осо, 
p>+9)P Bp 

всегда можно выбрать число р >O0 так, что /(B, р) >е. 
Итак, данный интеграл сходится неравномерно. 

1 

хз 

Решение. Так как = И интеграл схо- 

1 
xn \ dx 

V i—x? чу — Vi-x 

дится, TO, по признаку Вейерштрасса, данный интеграл  <ходится равно- 

мерно. 

* Га . x 
54. \ sins “я (O<n< 2). 

Решение. Положим х = + (¢ >0). Тогда 

1 
. | ax sin ¢ 

| sin— xn 2=п dt 

0 

Далее, интегрированием по частям находим. 

ыы sin { cos В м со td i $ \ Fay = St (n—2) \ wad (1) 
B 
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Последний интеграл, в силу примера 35, сходится равномерно (здесь 
| 

функция ф = =, <= - 0 при #Ё- co и монотонна по &, первообраз- 

x 

ная с0$Ё 4 = зпх — зша ограничена числом 2). Поэтому при до- 
а 

статочно большом В (=1) справедлива оценка 

cost COs 
| | 3—п dt |< 51, 

rae =; >0 — наперед заданное число. 
cos В 

Что же касается слагаемого в (1) 55=и, TO OHO не может быть сде- 

лано как угодно малым при всех достаточно больших b> В равно- 
мерно относительно параметра п. Действительно, пусть В > 0 задано. 

| 
Пусть, кроме этого, 0 < =› < 5. Тогда, выбирая число р = 2 >В 

(k — целое положительное и фиксированное число) и значение пара- 

Ine 

метра и из неравенства 0 < 2 — —N< Е 5 (">0), получаем: cos b 
b2—n 

>e,. Следовательно, исследуемый интеграл сходится нерав- 
| 

— Qkn)2 7 

номерно. 
Заметим, что сходимость данного интеграла при`О < п < 2 вытекает 

H3 признака Дирихле. 

55. x" ах (lal< 4}. 

| ee 23 2 
Решение. Так как 

1 . при О<х< 1; 
x УЕ 

<; <: Vi 
v¥|x—1| («—2)? | при l<x< Q, 

V (« — 1) (x — 2)? 
2 d 1 d 2 Vid 

то |; x” dx < | x + | х ах , 

Ух па-— 2) Ипа Уна 
B силу оценок 

| 

ИУ [(e—2)? 
= 0" (5. ) при х—> +0; Wi 

— = 0* ( ) при х > |; 
УП 2p Vx—l 

Vix = orf, ! ) пря x—>2 
¥ (x — 1) (*«— 2)? V (* — 2)? 

и признака сравнения два последних интеграла сходятся. Следовательно, 
по признаку Вейерштрасса, исследуемый интеграл сходится равномерно. 
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56. Пусть интеграл 
b 

Jil, дах с<у<а (1) 

является несобственным сходящимся интегралом и x = o(y) € (a, 65) 
есть кривая бесконечного разрыва функции f(x, y) (подвижная особен- 
ность). Интеграл (1) будем называть равномерно сходящимся на интер- 
вале (а, 6), если У >ОЧА(:) >0 такое, что при всех 8; и 85 (0< 
< 81 < A(e), O< 8. < А (=)) выполняется неравенство 

¢(Y)+-%2 

| | ухи < 
P(y)—54 | 

для всех ие (с, а) одновременно. 
Показать, что интеграл 

1 

сходится равномерно. 
Решение. ‚Усть > 0 задано. Покажем, что 

| т sin (*Y) -dx| < в для всех ие [0, 1] (2) 
y—s, V1 x — и ; 

в смысле данного выше определения. 
Имеем: 

sin (xy) 

| В Vix—yl ax| < И ея +. т a 

“OVELVE) 4 (3) 
для любых 6; и 8. таких, что O< 8 < AH O<8<A. 

2 & 
Если теперь Ve >0 взять А (=) = тс, 

ство (2). Следовательно, данный интеграл сходится равномерно. 
57. Интеграл называется равномерно. сходящимся при данном зна- 

чении параметра, если он равномерно сходится в некоторой окрестности 
этого значения. 

то из (3) получим неравен- 

= 00 

а dx 
Доказать, что интег рал /[ = | пря ТЕ axe СХОДИТСЯ равномерно при 

каждом значении a = 0 и не cxonuren равномерно при a = 0. 
Доказательство. Пусть отрезок [а1, a2] не содержит значения 

а | М 

ГР ах < Р-Н m?x?? 

т = шш (| |, ||) >0, и признака Вейерштрасса следует, что дан- 
ный интеграл сходится равномерно. 

а = 0. Тогда из оценки где М = шах (а: |, |а>|), 
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‚ Пусть теперь aya, < 0. Выполнив в интеграле 

замену у=|а|х (x >0, a0), получим: 

со 

ау 
2° 

nity 

+. 

ГВ, а) = 
[а 

Отсюда видим, что УВ > 0 и любого ев (0 <=< 7) da такое, что 

= 00 

dy 
Ги 

> с. 
< | В 

Действительно, такое a существует и его можно определить из нера- 
венства |«|В <1. Таким образом, в этом случае интеграл сходится 
неравномерно. 

58. Законен ли переход к пределу под знаком интеграла в выра- 
| со 

жении lim \ ae—** dx? 
a++0 ¢ 

Решение. Нет, не законен, так как дает в результате нуль. 
В действительности же предел равен единице. Это обстоятельство можно 
объяснить неравномерной сходимостью данного интеграла (см. пример 
37) при а =0 (см. определение в предыдущем примере). 

59. Функция f(x) интегрируема в промежутке (0, -++ со). Доказать 

формулу 

lim 

-|- со ef. 00 

a+tO0 0 

e—°*F (x) dx = \ f (x) ах. 

Доказательство. Оценим разность 
of. 00 = оо -}. 00 

| e—°xF (x) dx — | f (x) ах = \ (e—** — 1) [(х) ах = 

-|- со В 

= | (e-* — 1) f(x) de + | (е“— 1) f(x) ae. (1) 
0 B 

Пусть в >0 задано. Тогда, замечая, что интеграл | (e—**—1) f (x) ах, 
0 

согласно примеру 34, сходится равномерно при а > О (здесь функция 
»f. 00 

e—** — | ограничена единицей и монотонна по x > 0, а интеграл \ f (x)dx, 
0 

371



по условию, сходится), при достаточно большом фиксированном В (:) 
можем написать: 

+f. 09 

_ $ | | ef &|< 4 (2) 
Ble) 

(независимо от a). По данному е и фиксированному B(e) найдем а 
такое, чтобы выполнялось неравенство 

В 

| | (e-* —1) f () |< =. (3) 
0 

Имеем: 
В 

Ге — 1) F(x) < 1—2 8) МВ<*, 

откуда " 
| 2MB 

где М = sup | f(x)| +0 (при М = 0 теорема тривиальна). 
<x<B 

Тогда из (1) с учетом неравенств (2), (3) находим 

И e~**f (x) dx — | f (x) ах| < в, 
как только В достаточно велико, а число а удовлетворяет условию (4). 
Формула доказана. 

60. Доказать, что 
mf. со 

lim \ f (x) sinnx dx = 0, 
по 0 

если f(x) абсолютно интегрируема в промежутке (0, -++ <). 
Доказательство. Данный интеграл, по признаку Вейерштрасса, 

сходится равномерно относительно параметра п. Поэтому для задан- 
Horo = >0 JA (e) такое, что 

mf. 00 

| | f(x) sinnxdx|< <4. (1) 
A 

Промежуток [0, A] разобъем на Rk частей точками О=ж<м<х.< 
А 

<... <, =A и представим интеграл 7% ших ах в виде 
0 

А к 1 

\ f (x) sinnx dx = > ) (7 (x) — m,) sin nx dx + 

к *E+1 
1 . . 

+ — Vin, | sinnxdx, m= inf {[()}. (2) 
nh 0 Py *1<%<%]--| 
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Поскольку f (x) — т; < w,, где ©, — колебание функции f(x) на про- 
межутке [X,, х,.1|, то из (2) получаем оценку: 

в *i-+1 

\ год sinnedx| < Yoda 4 2 Yim (3) 
l=0 Xx] [= 

В силу интегрируемости функции f(x), для ранее заданного e > 0 cy- 
ществует такое разбиение сегмента [0, A], для которого 

k 

Yo) Ax, <=. (4) 
l=9 

При выбранном разбиении числа т; фиксированы; поэтому, если возьмем 
Е 

n >= у [т;|, то из (3), (4) и (1) получим окончательно: 
[=0 

(x) X 

x sinnx dx] < с. 

61. Доказать, что если 1) f(x, и) = |(х, Yo) в каждом интервале 
-| 00 

(a, 6); 2) |, |< F(X, me | Едах< о, то 
а 

+f- 00 }- 00 

lim | Ах у) ах = | lim f (x, и) ах. 
У- У a а У?» 

Доказательство. Оценим по абсолютной величине разность 

со -}.00 b 

\ F(x, у | Гала = JE (x y) P(x, yo) de + 
- оо 

+ \ f(x, у ах — \ f(x, у) dx (b >a). (1) 

Пусть = > 0 задано. В силу условия 2), при достаточно болышом 
5 справедливы оценки 

+f 09 +}- 00 +f. со 

ВИ (x, yydx|< < | РЗ, й R(x, дах <>, 0) 

а в силу условия 1), — оценка 

11%, WF WI< sg=q (3) 

для всех x € (а, 6) одновременно, как только разность | y —Yo| доста- 
точно мала. 
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Таким образом, из (1) с учетом оценок (2) и (3) получаем: 

=|- © -|- 00 

| \ i (x, y) dx — | Г (x, из) 4х | < в 
а а 

при достаточной близости и К цу. 
-| 00 = со x2 —п 

62. Вычислить интеграл \ e—* dx = | lim (1 += } ах 
0 0 П- о 

Решение. Пользуемся утверждением предыдущего примера. Здесь 
| | 

f(x, п) = 5 < 3, F(x) = ——,. Кроме того, функциональ- 
(| 4 nos 1 % Ех 

п 

ная последовательность f(x, п) в каждом интервале (0, 6) сходится 
равномерно к e—*’ (см. пример 129, гл. 1). Следовательно, 

rf- 00 -- со 

х2\—п dx =i dx 
lim ((1 +7 x= ae (i +3)" (1) 

yo" ; п 

Применяя к последнему интегралу подстановку x = V nctg2z, приходим 
к интегралу 

к 

со 2 
¥ _2n—3)! x 

| = =n | sin? ede = Vn Ga By 2 (2) 
| 

(см. пример 98, гл. IV, ч. 1). 
Из формулы Валлиса 

Lim (2n)1! } 1 nT 
noo \ (21- ПИ] 2n+1 2 

(2n — 3)! — 2 
следует, что V 2n> V2 при п -> со. Используя это соотно- (2n — 2)! 
шение, из (1) и (2) находим: 

ь|-- со — 

| e—* dx = Ve. 
0 

63. Пусть f(x) — непрерывна и ограничена Ha [0, -+ с). Доказать, 
что 

Шон 2 ( yf (*) — I= lim 3 \ И тах = +f (0). 

Доказательство. Положим х = ty(t > 0, у>0). Тогда 
mf. со 

ttm 2 f (ty) 
= lim = | wa 4 
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=f. © 

Tak Kak Li) | < м где |f(ty)| < М =const, | р an = -5. (схо- 
0 

{2 +. | {2 -|- 1? 

дится), a в сил tty) f (0) 
, у непрерывности функции f (x) Pai т ПРИ И 

— +0 в каждом конечном интервале [6 (a, 6), то, согласно примеру 

61, получаем: 
>}. 00 -| со 

. 2 f(ty) yy — 2 i (ty) tim | at dt = | Tim вет = FO). 

В силу нечетности интеграла по переменной у, имеем: 

2 и с — 

y+—0 

+f. 00 

0 

о 

. ° dx 
64. Найти lim | ——. 

По \ xn + 1 

Решение. Представив данный интеграл в виде 

1—5 
ах 

Но оо 

ян = (tat | tt т 

оценим разность: 
of. 00 1 

Геи ft Late явь © 
где O<8< 1, 

Нетрудно получить следующие оценки: 

1—6 

_ (aarp ; 
I—\; ячт<1— То Бе тании < (1 — 8" 8, (2) 

TP ax | 

а а. 0) 
Учитывая оценки (2), (3), из неравенства (1) получаем: 

-}- со 

ат < ++ —5 (4) 

Пусть е >> 0 задано. Тогда, выбирая номер п и число 8 таким образом, 

чтобы одновременно выполнялись неравенства — —4<+ ‚1— (3) п <



<5< = ‚ из (4) находим: 

f+ со 

| И < 

= со 

. dx 
Следовательно, lim \ =]. 

n+o в ХИ 
+}- оо 

65. Доказать, что интеграл F(a) = | e—(*—a)* dx является непрерыв- 
0 . 

ной функцией параметра а. 
Доказательство. Выполняя замену x =а -- & получаем: 

со а +f. 00 

F(a) = | ef dt = | e-# dt + | е-Р df. 
—а 0 

Так как функция е-® непрерывна (как элементарная), то функция 
а 

е dt также непрерывна. А тогда и функция F(a) непрерывна, что . | 

и требовалось доказать. 
1 а 

sin ~~ 

66. Показать, что F(a) = — 4х есть непрерывная функция 
x 

0 

в интервале — co<a< Q, 

Решение. Выполняя замену x = - (> 0), получаем: 

+}- 00 

F(a) = | 2% ae. 
t —~— oh 

i 
| sin af 1 

Пусть — © < а< 5. Тогда, в силу оценки — < — и признака 

#2 
Вейерштрасса, рассматриваемый интеграл сходится равномерно. Если 

| | 
учесть еще, что функция ee при — < <а< 5, #> 1 непрерывна, 

то можно утверждать, что функция F(a) непрерывна в указанном про- 
межутке. 

x 

Пусть > <a<2—e, где = >0. Тогда | \ sin at dt | < 2 < 4; функ- 
1 

| 
ция —, при фиксированном &% монотонно стремится к нулю при # 

On 4 

| | 
—> + со. Это стремление, как показывает оценка < = равномерно 

по а. Поэтому, в соответствии с утвержденисм примера 35, данный 
интеграл сходится равномерно. Принимая еще во внк:.:ание непрерывность 
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° 1 
подынтегральной функции при > < а < 2 —е, устанавливаем, что фупк- 

ция F(a) непрерывна на рассматриваемом сегменте. 
Таким образом, функция F(a) непрерывна при — oc <a<2—e. 

Поскольку число в > О произвольно, то требуемое доказано. 
67. Определить точки разрыва функции 

Но . 
F(a) = | sin ((1 —®) x) dx. 

0 

Решение. Полагая t=(1—a’)x (a+ 1), получаем: 

oo 
F (a) = \ i" dt» sen(1 — а). 

0 

Очевидно, это выражение справедливо и при |а|=1. Точки a=1 
и а= —1 являются точками разрыва первого рода функции F (а). 

Исследовать на непрерывность в указанных промежутках следующие 
функции: 

-| 00 

68. F(a) = \ хах при a > 2. 
ах 

Решение. Можно показать (см. аналогичный пример 41), что этот 
интеграл сходится неравномерно в указанной области (сходимость его 
вытекает из признака сравнения). Поэтому о непрерывности функции 
F (a) сказать пока ничего нельзя. 

Пусть «> 2-е, где = > 0. Тогда при х> | 

Xx x nef} 
te Sp pra? [= при х-> + со, 

и, на основании признака Вейерштрасса, интеграл 
с +. 

® (a) — x dx @)= | Ae 
сходится равномерно. Учитывая еще непрерывность подынтегральной 
функции, согласно п. 5°, устанавливаем непрерывность функции Ф (a) 
при «> 2- в, т. е. при a >2. 

Принимая во внимание, что интеграл ` 

1 
W (a) — x dx @)=\ 5%, 

1, непрерывен при a > 2, приходим к выводу, что функ- 
)-+ Ф (4) также непрерывна при a >> 9. 

69. F(a) = \ > dx при a > 0. 
1 

в силу п. 1°, § 
ция F(a) = У (a 

x 

Решение. При «> = >0 данный интеграл, согласно примеру 35, 
сходится равномерно. В силу п. 5°, функция F(a) непрерывна при 
ах > 0, т. е. при а > 0. 
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к 

70. F(a) = \ —“*— dx (0<a< 2). 
x* (x — x)* 

Решение. Пусть Oe ca <2—e< 2. Тогда, разбивая данный 
интеграл на три интеграла и оценивая подынтегральную функцию, по- 
лучаем: 

п 1 t—] 

sin x dx dx 
xX 

\ ae < + Е ит 
т 1 т 

dx d dx 
z—2 -- el x? (x xt! № \; Е + + a (x — x)!-* 

Так как последние интегралы, в силу признака сравнения, являются 
сходящимися, то, согласно признаку Вейерштрасса, исходный интеграл 
равномерно сходится при = <а< 2 —е. Учитывая еще непрерывность 
функции 

x)* 

sin x 
i (x, а.) — а 

x” (®— 

в области О< х<тх, e<a<2—e, в соответствии с п. 5°, заключаем, 
что функция F (a) непрерывна на каждом отрезке < «< 2— ев. Cue: 
довательно, она непрерывна в интервале 0 < a < 2. 

| sin x |* 

+ ex dx 
71. F(a) = \ при O<a< 1. 

0 
Решение. Замена переменной x по формуле x = kx -- 1 в инте- 

грале под знаком суммы 
оо (k+1)r id 

F(a) = у. ета. 
(2) | sin x |* 

k=0 kr 

преобразует данный интеграл к такому: 
® 

—t F (a) = —=/)° dt 

0 
sin* t 

Поскольку 

et х \% д \!-—° 1 , a <(g) <(g) "pn o<rer . Ss 

sin® ¢ 

re O<ex< >, то, в силу признака Вейерштрасса, интеграл 

1 

\ e—* dt 

sin® ¢ 
0 

равномерно сходится на отрезке [=, | —e]. 
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Аналогично можно показать, что интеграл 

п 

\ e* dt 

; sin® ¢ 
— 

также равномерно сходится на этом отрезке. Так как, кроме того, 

функция = непрерывна в области 0 < Ё< т, е<а<1—е (&>0), 
in 

то, согласно п. 5°, функция F(a) непрерывна при a € [e, 1 —e]. В силу 
произвольности е >> 0, эта функция непрерывна при a (0, 1). 

$ 3. Дифференцирование и интегрирование 
несобственных интегралов под знаком интеграла 

1°. Дифференцирование по параметру. Пусть выпол- 
нены следующие условия: 1) функция [,(х, y) непрерывна в области 

ob 00 

<х< +0, и <у< и; 2) интеграл \ i (x, у) dx сходится; 3) инте- 
a 

о 

грал \ fy (x, у) ах сходится равномерно на отрезке [у., из]. Тогда 

+ += 

в | FG, да \ File, ax 
на отрезке [и1, Yol. 

Если функции f(x, у) и |,(х, у) непрерывны и ограничены в ука- 

занной области, а интеграл | |х (х)|4х сходится, то интеграл 
а 

\ f(x, y) (х) dx представляет собой дифференцируемую функцию на 

отрезке [Yis Yo] И 
ite 

Я | rey) у) + (x) dx = Vise у) $ (x) dx 

2°, Интегрирование по параметру. Если функция f(x, и) 

непрерывна при х>аииуе[и,, Yo], а интеграл \ Г (x, и) dx равномерно 

сходится при y € [y,, Yo], то справедлива формула 

Уз > - 00 Уз 

ду | F(x, дах = | ах | F(x, way. 
Ws И а а 
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Эта формула справедлива также и в TOM случае, когда у: = — со, 
+= +09 

y2= ов, если f(x, y)>0, интегралы | f(x, ydxn | F(x, ydy 
—vo — 00 

непрерывны и один из повторных интегралов 

т dy t f(x, y)dx или т dx | f(x, y)dy 
— OD oa OO 

сходится. 
Если функция [(x, и) непрерывна при а<х< + <, с<у< +o, 

а интегралы 
+= +2 

\ F(x, аки | Го, ах 
а 

сходятся равномерно: первый — на каждом сегменте [а, А], а второй— 
на каждом сегменте [с, С] и если хотя бы один из повторных интегралов 

-}- 00 + 00 о > 

\ dx \ lf (x, у) | dy, \ dy \ If (x, у) [ах 
a Cc c a 

сходится, TO сходятся и равны между собой повторные интегралы 
о -}- 00 + о 

J dx | FO, addy, J dy | F(x, wax 
a Cc 

со 

Если f (x, и) непрерывна и ограничена при а < х< +00, YE [ш1, и], 
о 

а интеграл \ |p (x) | 4х сходится, то 

о -+ 00 d 

dy | F(x, ye xyde= | за | F(x, 94 
a © 
© 
—
&
.
 

м 

72. Пользуясь формулой \ х”—1 dx = т (п > 0), вычислить интеграл 

O
T
 

1 

[= \ хп In™ x ах, 
0 

где 11 — натуральное число. 
Решение. Формально дифференцируя т раз по параметру п обе 

части указанной формулы, получаем: 

, 1 \(™ т! 
[= xr In™ x dx = (4) = (—1)" из. 
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Покажем, что т-кратное дифференцирование под знаком интеграла 
1 

законно. Для этого, полагая х = > (¢ > 0), преобразуем данные в усло- 

вии интегралы к таким: 

"а т t пт { 
= dx = \ т , [ = (—1)” \ qari dt, 

0 1 1 

Tak как функции Г"! и Г" шт7{ непрерывны в области O<e < 
1 

<n<+toao,l<t< +o иинтеграл \ x"—l dx сходится, то, в силу п. 1°, 
0 

+ 00 

пер 
остается показать, что интеграл | apr Ul CXOJHTCH равномерно на полу- 

1 

интервале 0 < =<п< + co. Действительно, поскольку 

п” ¢ | шт Inmet 1 < ral 1 
jnt-l < И = В = Е в? 

1 (2 A+ 5 е jz 

то, в силу признака Вейерштрасса, интеграл / равномерно сходится Ha’ 
указанном полуинтервале. Следовательно, при каждом фиксированном 
г > 0, согласно п. 1°, дифференцирование по параметру п > = справед- 
ливо, т. е. справедливо при n > 0. 

+ © 

м я 0), вычислить интеграл 73. Пользуясь формулой | Эа Va (а >0), 

0 

++ оо 

I __ ах 
п--1 — (х? + а)п+т 

0 

где п — натуральное число. 
Решение. Формально дифференцируя п раз по а левую и правую 

части данной в условии формулы, имеем: 
+}- 00 

\ (1) —1)" п! (2n— ПИ м | ax == (аз = — (—1)* п (x2 + а) п 2 \a | (2n)!!ar2V a . 
, 

0 

откуда следует значение интеграла /и+1. 
Законность и-кратного дифференцирования вытекает из п. 1°. Дей- 

непрерывны в области 0 < < ствительно НКЦИ 

+f. 00 

<а<--о, О0<х< +oo. Интеграл a, СХоДитСя приа > 0. Инте- 

0 
a > | грал /,4; сходится равномерно по признаку Вейерштрасса Райз < 

I 
<@poe ПРИ r> о) на полуинтервале е <а< -<. Поэтому на 
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этом полуинтервале, а в силу произвольности е > 0 и на интервале 
0 < а< -+х дифференцирование законно. 

+= 
74. Доказать, что интеграл Дирихле Г (a) = \ 

0 

а = 0 производную, однако ее нельзя найти с помощью правила Лейбница. 
Доказательство. Положим ах =. Тогда / (а) = const. Следо- 

вательно, при a == 0 имеем Г (a) =0. Если же формально продифферен- 
цировать по a под знаком интеграла, то получим расходящийся интеграл 
of. со 

| cos ax dx. 
0 

Sin ax 
dx имеет при 

=f. 00 

75. Показать, что функция F (a) = \ COs x 

| ‘ 1 + (x + a)? 

ференцируема в области —oo <a< +o. 
Решение. Полагая x -- а = &, получаем: 

dx непрерывно диф- 

=f. 00 a 

cos (tf — a) s(t{—a F (a) = \ a at — | cose — ) dt. (1) 
0 0 

Формально взяв производную, будем иметь: 

"(ау — * sin (t —a) 1 sin (Е — а) 

0 0 

Так как функция f(t, а) = i ,0O<t<+uo, —~<cac+to 

непрерывна и первый интеграл в (1) также, как и первый интеграл 
во (2), по признаку Вейерштрасса, сходится равномерно при |а| < o, 
то дифференцирование по параметру под знаком интеграла законно. 
В силу этих же причин, производная F’ (a2) — непрерывная функция при 
—o <a< +o. 

76. Доказать формулу Фруллани 
of. 00 

| а — FO) ay — F (0) In2 (a >0, b > 0), 
x 

+e 
где f(x) — непрерывная функция и интеграл 1) dx имеет смысл при 

А 
любом A > 0. 

Доказательство. Пусть F(x) = {2 dx. Тогда 

1-00 >}. 00 

\ LO) dy = | LOM _ (4) —F (Aa), 
A Aa 
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а также 

x 

++ 00 

\ LO) ay — F (+00) —F (Ab). 
A 

Следовательно, 

БА о 

\ f (ax) ait) dx = F (Ab) — F (Aa) = {£2 dx. 
A aA 

Применяя к последнему интегралу первую теорему о среднем 
и устремляя А к нулю, с учетом непрерывности функции ] (x) получаем: 

=f. со 

tim | Рак lim (Г) ши) = ОМ, 
4 А--|-0 А---0 

где Аа<Ё< Ab (a< 6), что и требовалось доказать. 

=}. 00 

Примечание. Может случиться, что интеграл i (x) dx расходится, но 
x 

A 
„| 00 

существует lim f(x) =f (+o), а также сходится интеграл \ f (x) — ГЕ) yy 
X-> + 00 x 

A 
Тогда, вводя функцию f* (x) = f(x) —f (+00) и повторяя предыдущие рассужде- 
ния и выкладки (с функцией }* (х)), приходим к формуле 

af. 00 

\ ies) — iC) dx = f* (0) In = (7 (0) — Ро) м. 
0 

Вычислить интегралы: 
=f. 00 

—ax? — е —е в* 77. I (a) = \ dx (a>0, 8>0). 
Xx 

0 

Решение. Пусть ape >0, В = >O0. Тогда функции 

eax? __ е—`Вх* 

i (x, =| Xx 50; 

0, х= 0; °° 
(x, а) = —xe—™** 

непрерывны в области а > е > 0, х> 0; интеграл 

=f. со 
— ах? — Вх? 

е — 6 
\ > Ах, 
1 

= 00 

в силу признака сравнения, сходится, а интеграл ) хех dx, по при- 
0 

знаку Вейерштрасса, сходится равномерно (здесь хе-*^ — мажорантная 

383



функция) Ha полуинтервале a> ве. Поэтому дифференцирование по а 
под знаком интеграла законно. Имеем: 

-|- 00 

Г (a) — —_ \ хе-“** dx = —= (2 > e > 0). 

0 

Отсюда находим: | (a) = —> Ina-+. Очевидно, 1(8) =0, поэтому 

ф = ШВ (В>:>0). 

1 
Итак, Г = + Ш (а>=>0, B>e>0). В силу произвольности 

e > 0, этот ответ справедлив при всех а > 0, В > 0. 

78. [(а) = | = —) dx (2 >0, 8 >0). 
x 

Решение. Kak и в предыдущем примере, легко показать, что 
дифференцирование по а законно (полагаем сначала, что a>e > 0, 
В> => 0). Тогда имеем: 

е— (@-В)х __ oe 2ax 

Г (a) =2 fs 4х. 

Применяя формулу Фруллани (см. пример 76), находим: Г (a) = 

=2ш—— = тв. Отсюда интегрированием по a получаем: 

Г(а) = —2 (a + В) (ш(& + 6) —1) + 2a (In2a — 1) +4. 

Из условия / (8) = 0 следует, что ‹х = 28 (In 28 —1). Поэтому 

| (2а)?" (2823 
№ (a + 97% 

В силу произвольности = > 0, этот результат справедлив при a > 0, 
B> 0. 

(а>=>0, B>e>0). 

= 00 —а —p 

79. Г(т) = \ о sin mx dx (a >0, В >0). 
x 

0 

Решение. Дифференцируя по параметру т, получаем: 

ln = \ (e—** — е_ 8%) cos mx dx. (1) 
0 

Дифференцирование под знаком интеграла законно, так как функции 
eee — —Вх . 0: 

Ё(т, х) = | x SIN MX, XE Us Fr (т, x) = (2-я — e-°*) cos mx 
, х = 0; 

непрерывны в области —<© < m< +o, О0<х< +00; интеграл (1), 
в силу признака Вейерштрасеа, сходится равномерно, а данный интеграл, 
очевидно, сходится. 
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ot B 
a= m= т?’ 

откуда /(m) = arctg = — arctg a -- С. Так как /(0)=0, то C= 0. 

т & — 2) 
as т? ` 

80. ее (|| < 1). 

Выполняя интегрирование в (1), находим: J, = 

Следовательно, / (т) = arctg — 

Решение. Пусть [a] < l—e (0<=< 1). Тогда при фиксирован- 
HOM = функции 

In (1 — a?x?) 
_ —, XO; ‚, _ —2a 

i y= | evi x=0; ее, a) (1 —a?x2) VT — д 
’ 

непрерывны в области ja|<1—e, |х|< 1. Интеграл /(a) сходится 
по признаку сравнения, а интеграл | 

1 

Ро) = —2 | у (1) a2x2) V1 — x2’ 

в силу признака Вейерштрасса, сходится равномерно (fe (x, а) |< 

2 

ЗЕ — 9) VI- 
ференцирование по параметру a под знаком интеграла законно при 
aj<I—e. 

Полагая в (1) x = зть получаем: 

7 на сегменте |a| < 1 —e. Следовательно, диф- 

т 

, ка 

Г (в) = = |= ии = утв. 

Отсюда находим: /[(а) =«И 1 — а? - С. Так как 1(0) = 0, то С=— 
Следовательно, 

I (a) ==(Ут—@-— 1). (2) 

В силу произвольности в, заключаем, что этот ответ пригоден при 
< 1 Ain 1. 

Нетрудно видеть, что функция / (x, a) непрерывна в области | a| < 
|х| < 1. В силу признака Вейерштрасса, Perea [ (a) сходится san, 

In (1 — x’) | номерно на сегменте |a| < I lf (x, os eV Toe | Следовательно, 
—x 

функция / (a) непрерывна при ja| < 1. "Поэтому I (ED = lim J (a), 
а [1—0 

т. е. формула (2) справедлива и при a= +1. 

‚ (а )= | ee 
dx (jal< 
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Решение. Аналогично предыдущему (см. пример 80) получаем: 

1 dx _{=(1—p 5). 0< |«|< 1; I (a) = 24 \ Via YS —5 
a = 0. 

Отсюда находим: [(a) = —п In (1 -- | — а 3) +C(\|a|< 1). Поскольку 

1(0) =0, то C=xI1n2. Следовательно, / (a) = —* In It ут" = 

В силу непрерывности исходного интеграла при |«| < 1, это выра- 
жение справедливо также при |a| < 1. 

82. I (а) = | arctg ax - de. 
x2 V x2 —1 

Решение. Функции 

Г(х, а) = aya ‚№, = x (1+ ae V x? —T 

непрерывны в области | < x < <, —< << a< +00; интегралы 

TP arctg ах dx te dx 

J х Ух —1 \ х (1+ atx?) Vx? —T 

равномерно сходятся по признаку Вейерштрасса, так как 

| arctg ax | < п | | 

Ух 1 2 Уж —1’ x (1+ ах?) И—1 УЕ 

и соответствующие интегралы от мажорирующих функций сходятся. 

Следовательно, функции /[(а) и Г’ (a) непрерывны при всех a и диф- 
ференцирование под знаком данного интеграла возможно. Имеем: 

, +? ах 

P= \ х (1 -- а) Уз —1 

Полагая здесь х=сНЬ получаем: Г’ (а) == al У = :)> откуда 

Г(а) = 5 (&—УИ1-+ а ) ЕС (a> 0). Поскольку Г(0) =0, то C=5 

Таким разом, I (а) = 5 (1--*—УТ- а?) («> 0). 

Аналогично при а < 0 получаем: [ (a) = —5 (1 —a—V1I+ a?) . 

Окончательно имеем: /(а) = > = (1 |а«| — ИТ -Е а?) зепа (—< <а< 

83. I (a) = “f ne Ех) dy, 
g РЕ 

Решение. Пусть 80. Тогда функции 

] a2 2 ’ 2a 

f (x, a) = т ’ fa (x, a) = (a2 x2) (Вх) 
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непрерывны при О<х< +0, —co<a<-+co; интеграл I (a) cxo- 
дится равномерно, в силу признака Вейерштрасса, Ha любом сегменте 

a 2 

jap ALE EO <, 9 (x) = max (1 (4 +2°)|, ша}, 
Интеграл 

’ 2а 4 Г (9 = Vat т te =. (1) 

также сходится равномерно, но только Ha сегменте O<e<]al[< А. 
Действительно, в этом случае 

2а 2А 

CTA PTS < ети) 

и интеграл | $ (x) dx сходится. 

Таким образом, функция / (а) непрерывна при любом a 6 (—oo, +00), 
а функция J’ (a) непрерывна при {a| > 0. 

Ta 
Выполняя интегрирование в (1), получаем: I’ (a) = Иа} 

(2 £0, В == 0), откуда Г(а) = вт № (ja| + [ВС 

Поскольку 

` nx 2 in| Bl at 2 TP int dé 

10)=2 | вре тт | Tee tq) trem 
“f- со 

_ 2In] 8] dt __In/B| 

О | has * 75 

то С = 0. Окончательно имеем: TJ (a) = a In(ja]+ (Bl) (8 #~ 0). 

Примечание. Если В = 0, To данный ингеграл сходится только при |“ [=1, 
$ | 00 | 1 a р 

x 
B 3TOM случае интегрированием по частям легко установить, ЧТО \ п ( 2 ) ах=к. 

arctg ах - arctg Вх dx 
| he 

84. I (a, = | - 

Решение. Здесь подынтегральная функция f (x, а, В) непрерывна 
в области О<х< -+‹х при конечных а, В (при х= 0 полагаем 
(0, а, В) =а8), и данный интеграл, в силу признака Вейерштрасса, 

сходится равномерно (при О<х<1 |f(x, а, В)| <| эВ а при хы 1 

имеем: |} (x, a, В)| < =). Следовательно, функция / (a, 8) непрерывна 

при любых a и В. 
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Далее, nycThO<e<ca<A<+tou0<8 <8 < B< +o. Тогда, 
как нетрудно проверить, справедливы формулы 

= 00 = < 

dx ‚ __ arctg Вх dx " __ 
[а (а, В) = \ x (1+ a2x2)? Гав (а, В) = | (1-Е a2x2) (1 9242) › 

0 

п р" 
откуда находим: [из (а, В) = Tarp: Интегрируя по В, a затем по a, 

получаем: 

I (a, В) = (a В) (ш (а + 8) — 1) - 9 (а) + $ (8), 

где ¢(a), Ф(В) — функции, подлежащие определению. В силу произ- 
вольности чисел = >0, 8 >0, A>O, B>O, последнее соотношение 
справедливо при любых а > 0, 8 > 0. 

Для определения функций ¢ (a) и $ (В) воспользуемся непрерывностью 
функции 1(а, В) и тем очевидным фактом, что /(0, В) = Г(а, 0) = 
= [(0, 0) == 0. Тогда получим: 

$ (4) + $ (В) == (8 (1 — 18) + «(1 — о). 

Таким образом, учитывая равенство /(a, В) = Г(|а|, |В |) sgn (a8), 
окончательно можем написать: 

tT (ja |---| ppiatrlrl 
I(a, B) =} 2 sgn (98) In ja | |8 16 

0, если a8 = 0. 

‚ если a6 = 0; 

= со 

85. I(a, В = | ПОРОЮ ay, 
. 0 

Решение. Аналогично предыдущему (см. пример 84) прийдем 
к интегралу 

= 00 

п 4a d 

[ов (a, В) = ; И a3 TH B22) (2 > 0, B > 0). 

Интегрируя правильную дробь, получаем: [аз (а, В) = aS x (2 >0, 

В > 0). Интегрируя последовательно по a и по В, находим: 

Г(а, В = = (48? + a8 — (93 + 6°) In (a + 8)) + 9 (a) + 4(8), 

где ~ и ф— пока неопределенные функции. Поскольку /(0, В) = 
= [(a, 0) = /(0, 0) =0, то, в силу непрерывности функции / (а, В), 

+ (a) + 9 (8) = 5 (а Ina + ВВ). 

388



Учитывая, кроме этого, что /(a, В) =1(! «|, |8В|), окончательно 
имеем: . 

3 (128 (| 18-1 In| a|-+ ВР 8 | — 
1[(®, В) = — («В В) Ina] + 18|), если a8 + 0; 

0, если a8 = 0. 

При решении следующих примеров считается известным значение 

= 00 

интеграла Эйлера—Пуассона: \ e-** dx-= у: . 
0 

= 00 

86. [= ) (a,x? +- Qbyx + с1) е “28х49 4х (a > 0). 

Решение. Приводя трехчлен ах? + 26x +c к виду (Va х-- =) + 
а 

2 — 

нс — a и полагая У ax + var = ft, получаем: 
a 

= 00 

I= \ (АР--2ВЕ + Сев at, 
со 

bac b?—ac b2—ac 
— b,a—a,b —— a’c, — 2abb; +- a,b? 

A= те а, B=- неа ,C=—! тг а. 
PAS aVa а? а2Уа 9 

Так как 
=f. 00 of. со 

{e#dt=Va, 2 | edt =0, 

+ + оо Но _ 
2 8 __ | — 2\ — 1 —{? — ши = "аз ав | dt =“, 

A | к 2 9 — ea" 

tol=Vr УС] = V F(a 4 20°) a, —4abb, + 2a’q)e в. 
+f 00 

87. | е—а* ch bx dx (a >0). 
— OO 

Решение. Имеем: 

++ 00 - 09 

[= ) e—4*" ch bx dx = > \ 
omen OQ — © 

-f- 

eax? -+-bx dx + 5 е-ах—8х dx, 

со 

Замечая, что оба эти интеграла можно найти как частные случаи 
2 — 

т — 

общего интеграла из предыдущего примера, получаем: | = V = eta, 

88. I (a) = т lets) ах. 
0 
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Решение. Представляя данный интеграл в виде 

еее 
1 

И производя замену у => B первом интеграле, получаем: 

Но 

9=}е у rey |. - ("+ +B) ay, 

Так как подынтегральные функции [ (а, и) и fe(a, и) здесь непре- 
рывны при Bcex a и 1 <у< -х, а соответствующие интегралы, по 

признаку Вейерштрасса, сходятся равномерно (| [| < у’ [| <е! и 
Но -}- © 

интегралы | a И | e—# dy сходятся), то функция / (а) непрерывна при 
1 1 

всех а. 

Пусть |а| > =>0. Поскольку функции он ots непрерывны в об- 

ласти |а|>е, 1<у< <, а соответствующие интегралы от них, 
в силу мажорантного признака, сходятся равномерно на каждом сег- 
менте А> |а|> е, то функция Г’ (а) непрерывна при |а| > 0. Следо- 
вательно, 

dl FN (+ ae 

. 0 

° a 
С другой стороны, положив в исходном интеграле x = (y > 0), мо- 

жем написать 

I=|a fe (ии) ay (2) 
Сравнивая (1) и (2), получаем дифференциальное уравнение /” + 21 = 
= 0, решая которое, находим: / = Се-?9! (|а| > 0). 

Но функция /(a) непрерывна, поэтому должно быть | (0) = 
Tv к 

—=-—^ , отсюда находим С == -—. 5 2 
Vi 

=lim(Ce~?!4!), Учитывая, что | (0) 
а-—0 

Итак, окончательно получаем: I (a) = 5“ e—%l4|(—co <a < +0). 
= © 

89. 1(5) = | e—9x* cos bx dx (а > 0). 

Решение. ” Функции f(b, 0° = e—9* cos bx и |, (6, х) непрерывны 
в области 0 < *< +00, —co <b < +0co; интегралы 

++ 00 

т e-9*" cosbxdx и | xe—9** sin bx ах, | 
0 0 
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в силу признака Вейерштрасса, сходятся равномерно относительно па- 
раметра b. Следовательно, функции / (5) и Г’(5) непрерывны при всех 
ри 

= , += 
Г (6) = — \ xe—4™ sin bx ах = се“ sin bx} — 

0 0 

ad 
— 5, | е-ах" cos bx dx = — 51 (b). 

Отсюда Г (b) + 5 ~. I (5) =0. Решая это уравнение, находим: J (6) = 

an я ™ | = Се 4%. Поскольку [(0) = \ е—ах" dx == 5 Гу = ‚ TO 1(6)= 5х 

0 
— b2 

x у = е 44 (а>0). 
+= > 

90. ) x2"e—** cos 2bx dx (п — натуральное число). 
0 

Решение. Дифференцируя 2n раз интеграл из предыдущего при- 
мера и. полагая а = 1, получаем: 

+= += и (2n) 
am =" cos 2bx dx = (—1)"2™ | x™"e—** cos 2bx dx = ( e+) , 

0 0 

42" 

откуда 

x*"e—** cos 2bx dx = (—1)” ve (e—*)(2n), 

91. Исходя из интеграла 
Но 

Г(а, В) = | e—ax SIN ВХ. LE dx (a> 0), 
0 

вычислить интеграл Дирихле 
> . 

n р = | SBP ay. 
0 

Решение. Tak как функция 

sin Bx 
F (a, =| г. , X £0; 

8, = x =0 
непрерывна при каждом конечном «> 0 и О<х< -- <, а интеграл 
Но 

| f(a, х)ах, в силу примера 34, сходится равномерно по «> 0, то 
0 

функция 1 (a, В) непрерывна при «> 0 и поэтому /(+0, В) = [2 (8). 
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Пусть а > 0. Тогда функция fs (а, x) = e~** cosbBx (x > 0, —o< 
< В < -++co) непрерывна и интеграл 

+= | 
[3 = | e—** cos Bx dx, (1) 

0 

в силу мажорантного признака, сходится равномерно относительно 
параметра В (|e—%* cos Вх | < e—**). Следовательно, дифференцирование 
по В законно, и после выполнения интегрирования в (1) получаем: 

I; = эти (а > 0). Отсюда находим: Г(а, 8) = arctg 1. --С (=). Так 

как / (а, 0) =0, то С (а) = 0 и / (а, В) = arctg В a’ 

Таким образом, окончательно имеем: 

(8) = Г (0, В) = limarctg © = = зап. 
&-—--0 

a 

Используя интеграл Дирихле и формулу Фруллани, найти величины 
интегралов: 

> 

92. I(a, 8) = \ : = 08 Fe dx (a >0). 
0 

Решение. При о > = >0, |В| > = >On О<х< +00 функции 

г" — cos Вх , 
f (a, В, х) — | x2 ~ rsx 0; fd == — ел", 

0, х = 0, . 
sin Вх 

, ХЕ 0; 
=| xX 

В, х=0 
Но 

непрерывны. Данный интеграл, а также интегралы J, = | fa ах, [в= 
0 

-+ co 

= \ fg dx сходятся равномерно (первый — в силу признака Вейерштрасса, 
0 

второй —в силу примера 35). Следовательно, функции / (a, В), [+ (a, 8), 
[3 (а, В) непрерывны и существует дифференциал 

а [ene au) aa+( § 228 ae)ag=— Иан 
0 0 

(см. интегралы Дирихле и Эйлера — Пуассона), откуда интегрирова- 
нием находим: 

I(a, = |8 — Ила + С. (1) 
В силу произвольности числа е > 0, этот результат справедлив при 

а>0, |В| >0. Покажем, что он справедлив также и при a> 0, 
— © <В< +o. 
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Разбив исходный интеграл Ha два интеграла: 
| | о 

I (a, = + Ти, В, x) dx, 

видим, что первый интеграл — непрерывная функция a и В при любых 
си В. Второй интеграл равномерно сходится при «> 0 и любом В, 

так как [7 (2, В, х)| < „=. Кроме того, функция f(a, В, x) непрерывна, 

поэтому и второй интеграл — также непрерывная функция при а > 0, 
В — любое. 

Используя непрерывность функции / (a, В), находим постоянную С 
из соотношения 

Г(0, 0) = lim (5181 Из с)=0. 
а-=--0 
B++0 

Таким образом, из (1) окончательно имеем: I (a, 8) => [В | — 

—Ила («> 0, В — любое). 
-+ 00 

93. | sin ax cos Вх dx. 

xX 
0 

Решение. Представляя данный интеграл в виде 

+ > <. > 
rp sin ax cos Bx __ i sin (a -++ 8) x | sin (a — 8) x 

\ dx = 5 \ > dx + = | г dx 

0 0 
x 

И пользуясь интегралом Дирихле, получаем: 

со 

и (зип (a + В) -+ sgn (a —8)). 
0 

со 

94. \ зтах sin Bx dx. 

x 

Решение. Пользуясь формулой Фруллани, находим: 
со 

ы sin ax sin Вх Г” cos | B| x —cos|a-+ В[х ax Si а — — а 
\ dx => dx = 

x x 

а + а-- В 
=z In =— ав (a = + В) 

Но 

95 | sin aX ay 

0 
3 3. 1. 

Решение. Используя тождество sin” ах = 7 sinax — = $ дах, 

а также интеграл Дирихле, имеем: 
+ 00 -- о | + 00 

\ sin’ ах _ 3 \ sin ах i | ах 

x A=] 4 
0 3 0 0 

Tt п 
= 5 Sgna — 3 sgn3a= 1 sgna. 
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96. Г(а) = | (а) ах 

Решение. Функция f(x, а) = & сх 
2 

при х=0и f(0, а) =в 

непрерывна в области —<© < «< +, 0О<х< +. Интеграл 
-}- > 

| f (x, а) ах равномерно сходится по мажорантному признаку; интег- 
J 

1 

рал | f(x, а) ах — непрерывная функция. А тогда и функция I (a) 
0 

также непрерывна при всех о. 
Далее, пусть |«| > = >0. Тогда интеграл 

со 

I’ (a) = ах (1) 
0 

равномерно сходится в силу примера 35. Кроме того, поскольку функ- 

ЦИЯ mn ens при x == 0 непрерывна, TO дифференцирование здесь законно 

и из (1) имеем: 

Г (2) = 5 sgna. (2) 

Так как число в > 0 может быть произвольно малым, то формула (2) 
справедлива при всех а -=0. Интегрируя во (2), получаем: /(a) = 

= |«| + С, а=20. 
Из непрерывности функции / (а), показанной выше, следует: / (0) = 

= lim (5 Ja] +- С) —= С. С другой стороны, [(0) = 0, поэтому С =0. 
а-0 

Таким образом, окончательно можем написать: | (a) = с | al, — © < 

< < +o. 
to 3 

97. I(a) = (sin сх 4х. 
x 

e
e
 

Решение. Обосновывая дифференцирование по параметру a ана- 
логично тому, как это было проделано в предыдущем примере, и поль- 
зуясь интегралом Дирихле, имеем: 

-- 

Г (a) — 3 1 — cos Зах cos ax dx = 3 | COs ax— cos Зах dx 

2 x2 4 x? ’ 
0 0 

37°C sin x о 3 3 и a in oax к 
I = — FY x dx +] | x dx = = sgna (a =~ 0). 

Интегрируя дважды по а и учитывая, что / (0) = Г’ (0) =0, находим: 

Г(а) = а|а|, —o <а<-+®. 
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-|- со 

Решение. Вводя параметр a по формуле /(a) = _ aX 

0 

и замечая, что дифференцирование по a под знаком этого интеграла 
возможно (см. аналогичный пример 96), имеем: 

, м - 5 ] © . 4 

Г (a) = a dx — 5 | dx =F sgna (а 52 0). 

Отсюда интегрированием по а получаем: / (a) = = laj/+C (a0). 

Пользуясь непрерывностью функции /(а) и тем, что /(0)= 0, находим 
++ 00 

i114 

C= 0. Таким образом, | —- dx = [(1) = 4. 
0 

99. Г(а, 8) = | sin! ах = sin’ Bx dx. 

0 
Решение. Преобразовывая разность sin*ax—sin*Bx к виду 

sintax —sin* Вх = = ((1 — cos 2а)* — (1 — cos 28x)*) = > (F(|8 kx) — 
—f(j|a|x)), где f(x) = 2cos 2x — 5 cos 4х, можем написать: 

Но 

I (а, 8) = 7 | АА х) dy. 

0 

Теперь применяем формулу Фруллани, так как функция f (x) непре- 

рывна и интеграл |7. 1) dx, по признаку Дирихле, сходится при A >0. 

3 
Следовательно, по указанной формуле, имеем: IJ (a, 8) = $ Ш 

— hed e 

100. | Sn) ae. 
0 

Решение. После замены переменной x по формуле x = У Ё(ё > 0) 
получаем интеграл Дирихле: 

В 

$e > 
sin (x?) 1 sin nt к 

ао | Patz. 
+= о 

101. 1(k) = [м (> 0, a>0, B>0). 
0 

Решение. Функции 

— вх Sin ах sin Вх , 

f(k, x) = | 6, FES р, x, eb 2) 
’ x= У, 
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непрерывны при > 0, x>0 (2 >0, B>O0). Интеграл 

| 00 

I(t) = | F(R, det | fla, дах 
0 1 

сходится равномерно по мажорантному признаку (| (к, х)| < 2 OTHO- 

сительно k> 0, а интегралы 

+= nb > 
пах SIN px ” . . 

Г (k) = — \ e—kx > dx, [ьз = | e—k* sin ax sin Bx dx 
0 0 

сходятся равномерно при всех Ё >> = > 0. Следовательно, дифференциро- 
вание по параметру k >> 0 законно. 

Вычисляя последний интеграл, находим: 

Ie = k | ] 

8 ero B)2 в) (К >0). 

Интегрируя /»» два раза по k, последовательно получаем: 

тп (a — 9) — ше +8)? +) $C 
ГЕ ше 9+ р 
| ЕЕ. го + ((a —pyarctg 2 — (a + 

I(k) = $ +8) arctg—* =) + С, + Ce если a = В; (1) 

| k? k 
| 4 Пары багов 5, + Crk + Co, если a = В, 

где Cj, С. — постоянные, подлежащие определению; k > 0. 
Поскольку функция / (k) непрерывна при А > 0, то 

со 

lim 1(k) =1(0)= | gy (a 50, B >). (2) 
k+-+0 0 

Дифференцируя этот интеграл по параметру В под знаком интеграла, 
получаем равномерно по В сходящийся интеграл (см. пример 93): 

Is (2, В, 0) = + (sgn (а + 8) + sgn (#—8)), 
откуда 

Г(а, В, 0) = 1(0) = F ((& Е В| — |«— В) 4. (3) 

Так как Г[(а, 0, 0) =0, то А=0. Таким образом, учитывая (2), (3), 

из (1) находим: Са = 4 (я ЕВ —|«— В |), а>0, B>0. 
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Если теперь a = 8, то интеграл Г’ (К), в силу примера 34, сходится 
равномерно по k > 0. Следовательно, 

о -- > 

li (+0) = lim, \ o—kx ЕЕ Вх dx = — | sin os Sink dx = 

> 0 0 

_ ly 2—8 = 5 In a 

(см. пример 94). Это позволяет найти постоянную С, = 0 (as В). Если 
а = В, то постоянную С, находим из условия Пт 1» = 0. Это дает 

k++ 0 

С: =0. Поэтому С, =0 при всех a >0, В > 0. 
Таким образом, окончательно имеем: 

Гр а— В k ko 

qin ae +E ae 2) arct а }+ 

+ (&-В—|«— В |), если К > 0 иа-2 В >> 0; 

ЦЕ) =< fn oo —aarctg + (a +8—|a—B), если k>0 

иа=В >0; 

| 4+8 —|«— 81, если R=Oua>O0, В > 0. 

102. Найти разрывной множитель Дирихле D (x) = 
—+ 00 

(>) . dk © 

= — | sink coshx-~ для различных значений х. 

Решение. Полагая в примере 93 x =i, a=1, В =x, получаем: 

1 
р (x) = > (sgn (1 + x) + sgn(1 — x)), 

откуда | 

|1, если [х|< 1; 
| 

р (х) = ] 5, если x= В 

| 0, если |x| > 1. 

103. Вычислить интеграл 1 =v. р. | ae [#1 

Решение. Положим t=x-+ 6. Тогда 

+ а += 
[= у. р. | <2" cos (ab) dt —v. p. | —- 

— OO 

dt sinab = 

Не 
= 2 с0$ (ap) . \ ~~ dt = x cos (ab) - sgna, 

0 
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Так как 

о А 

у. р. | pore dt = lim (| + =0 

в силу нечетности подынтегральной функции, а 

у. р. ИЕ: sin = dt = lim ( + |) — т та 

— yar —A ее pf 

в силу четности подынтегральной функции. 
+ о 

5 = \ e—-9¥0 +) dy, вычислить интег- 
0 

104. Пользуясь формулой — 

рал Лапласа 

Решение. Имеем: 
Но Но 

L= \ dx } + cos ax dy. 
0 0 

Вводя множитель e—*** (k > 0), рассмотрим интеграл 

L* (Е) = | Ах т e—9-R+N)** cos ax dy. (1) 
0 

Функция e—¥—-@+H** cosax непрерывна в области O<x< +, 0< 
< и< - со; интегралы 

со {Но 

| e—y-Fk# +N созах ау и \ e—9-Rk+N* cos ax dx 
0 

сходятся равномерно в силу мажорантного признака (| e—¥—(k+9)*’ x 
Х cos ax| < e—¥, |е 1" созах| < e—***); интеграл (1), как следует 
из оценки 

Но Ча + 
| | Ах | e—¥—(R+)*? COs ax dy|< 

0 0 

ео Но 

е-чау | е "ах, 
0 

сходится. Следовательно, по известной теореме (см. п. 2°), можно в (1) 
изменить порядок интегрирования. Имеем: 

= 00 — © 

L* (Е) = | e-4¥ dy | ek +)? cos ах dx, 
0 
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Используя пример 89, находим: 

- a2 +2 a? 

L* (k) = Va | 1 г ®5 +) dy = е* Vi | o Gat ) dt. (2) 
2 3 Votk 

Vk 

=Н 00 

Tak как интеграл L* (Rk) = | e—k 
0 

x2 COS ах 

1-+ x? 

k> 0 и подынтегральная функция непрерывна, то функция L*(k) не- 
прерывна при k > 0. Поэтому 

dX равномерно сходится при 

Но +o 
L= lim L*(k) = | C08 dy ИЯ | o Get") ay 

> 0 тя 0 

Последний интеграл был вычислен в примере 88. Следовательно, OKOH- 
к 

чательно имеем: L = = е` 1. 

a sin? x 
105. | ede 

| 
Решение. Используя тождество sin? x = 5 (1 — cos 2x) и интег- 

рал Лапласа, получаем: 

a dx = 5 (1—2). 

—&
 

<>
 

<
 о о n R < 

>.
 

Решение. Вводя функцию f(y) по формуле 

`. а | f(y) = erat ly—l|<q, 

замечаем (после замены x = yf), что f(y) = + ( aly), а также 

Но 

’ COS ax 
Ё, (1) = —2 | (a x8? dx, где L — интеграл Лапласа. Следовательно 

(см. пример 104), имеем: 

" Гы 1 (1 te 

ve cos ах dx 107. I(a)= | ase (4 >0, ac—b?>0), 
r= 00 
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Решение. Выделяя полный квадрат в знаменателе и производя 
замену по формуле Va x + —— Vi = р, имеем: 

ab +° | at . ab 
COS Va cos "Va a 

a 
I (a) = Vi Е И ани | [2 -- у? dt, 

rye у? =е—®. 

Замечая, что, в силу нечетности подынтегральной функции, второй 
интеграл равен нулю, а первый легко вычисляется через интеграл 
„Лапласа, получаем: 

ab 
п COS — __ lal У 

I (a) = —2 = cos 22. У |= —_ ea, 
lyiVa а V V ac — 8 

С помощью интегралов Френеля 
-- о + 00 

| sin (x?) ах = cos (x7) dx => Vz 

вычислить следующие интегралы: 
+= 00 

108. | 5 (ах? + 26x +c) dx (@=0). 
— OO 

Решение. Приводя квадратный трехчлен к каноническому, виду 

и производя затем замену переменной по формуле Vax и = Va 

(a > 0), имеем: 

te COS и к 
[= \ sin (ах? + 26х + с) ах = Va | т dt + 

sin у т 2 Tt . п 
+ Va | cos # dt = ИЕ +3) 

be ~~ 
где yY=c— a 

При a< 0 следует положить a = —aj (a, >0) и провести анало- 
гичные выкладки. В общем случае получаем: 

п. к ас — 5? 
[= У = (= 5епа + ее (а ~ 0). 

оо 

109. | их”. cos Зах dx. 

Решение. Приводя произведение под знаком интеграла к сумме, 
получаем: 

+= += + 
| sin хе. cos 2ax dx = > | sin (x? + 2ах) ах + 5 \ sin (x? — 2ax) ах. 

— со — 00 
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Используя результат предыдущего примера, легко находим: 

-+ 00 

. - . у." 
\ sin x? + cos 2ах ах = Vx sin (= — a?) . 

110. Доказать формулы: 

+= + 
COS ax к . x sin aX 

1) \ a7 4X = 5, sin (| 4] а); 2) | а dx = 

0 0 

Tv 
= — > Cos (aa) -sgna, 

где а=0 и интегралы понимаются в смысле главного значения Коши. 
Доказательство. 1) Легко видеть, что 

+ 00 со 

COS ах ] | COS ах Е COS ax LOS AX yy dx 
\ aad 4a a+x e+e 

Вычисляя эти интегралы способом, изложенным в примере 103, полу- 
чаем формулу 1). 

x Sin ax ] 
2) Представляя подынтегральную функцию в виде в eX 

sin ox | sinax и используя указанный пример, получаем фо 
—a + x о а + Xx y y р 1 р, у р 

мулу 2). 
111. Найти преобразование Лапласа 

+ 00 

F(p) = \ ef) dt (p >) 
0 

ДЛЯ Pym Г, если: а) f(t) = ¢" (п — натуральное число); 6) ] (1) =F: 

в) f(t) = . г) fd) =sin(aV 2). 
Решение. а) Функция e—"t? непрерывна при р > 0, O<t< +a 

и при любом п > 0. Данный интеграл равномерно сходится при р > = > 0 
и при любой интегрируемой функции, для которой справедлива оценка 

17 (Е) |е-* < const. В нашем случае е-“ < ny) e—", Следовательно, 

дифференцирование под знаком интеграла по параметру р > 0 законно. 

Пусть f=1. Тогда F(p) = > 

-- < 

ck (р) = (—11 | e—Ptt" dt, 
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6) Выполняя замену У? = x, находим 
-+- 00 

Е (р) = \ et Vt dt = 2 | e—Px? x2 dy 

откуда интегрированием по частям eee 

т” +- fem dx = ту = 
0 2p p° 

_ * e—px? 
p Е (р) = 

в) В этом случае воспользуемся формулой Фруллани. Имеем 

Te pt (p+ lt 
jo “at =In(1 ++). 
0 

г) После замены Vt=z приходим сначала к интегралу 
+ 00 

Е (р) =2 | ze—P2’ sin az dz, 
0 

--® 

a 
\ e—P2* cos az dz, F (p)=4 
0 

а после интегрирования по частям —K интегралу 

который вычислен в примере 89. Окончательно имеем 
a? 

F (p) = 

112. Доказать формулу (интеграл Липшица) 
+ > 

] 
at — | et], (Of) dt = я (a >0), 

где /,(х) —функция Бесселя 0-го индекса (см. пример 13). 
Доказательство. Функция cos (bt sin т) непрерывна и ограни- 

< т. Интеграл и e— dt сходится. Сле- чена при О<Ё< - о, 0< 

довательно, по известной теореме (см. п. 2), справедливо равенство 

ut —at dt\ Cos (bt sin ф) dy = = \ do | e—% cos (bt sin ¢) dt, 

0 0 0 

de _ | 

+ Vator 

-+- 00 

откуда } е—@ё [о (bt) dt = 2a | ИЕ 
0 
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113. Найти преобразование Вейерштрасса 

1 
= —— —(x—y)? F(x) =F | ee wF (y) dy, 

— OD 

если | (y) = cos ay. 
Решение. Полагая x — у =¢, получаем: 

+= + 
F(x) = у \ e-® cos at dt + ie | e-® sin at dt. 

— 09 — © 

В силу нечетности подынтегральной функции, второй интеграл равен 
нулю, а первый вычислен в примере 89. Таким образом, имеем: 

a? 

F(x) =e 4 cosax. 

$ 4. Эйлеровы интегралы 

I’. Гамма-функция. Интеграл 
-+ 00 

Г(р) = | ея dx, 
0 

сходящийся при O< p< - с, называется гамма-функцией от р. Он 
имеет непрерывные производные любого порядка при р > 0, и для них 
справедлива формула 

-+ 00 

Г® (р) = | xe-1(In-x)te* dx (k = 1, 2,...). 
0 

2. Основные формулы. Если p>O, то 

ГИ = РГ (p) (1) 

(формула понижения). Если п — целое положительное, то 

Г (п) = (п — 1), (2) 
а также 

ды (3) оп 

Если 0< p< 1, то 

Г(РГ(1— р) = да (4) 
(формула дополнения). 

3°. Бета-функция. Так называется интеграл 
1 

В(р, 9) = ле (1—1 dx, 
0 
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сходящийся при p>O0O ug>0, или интеграл 

Bp, = | Pde 6) 
в (l-ayPre * 

сходящийся при тех же условиях. 
Бета-функция непрерывна в указанной сбласти и сбладает непре- 

рывными производными всех порядксв, которые можно найти путем 
дифференцирования по переменным р, д под знаком интеграла (5). 

‚ Связь между В- и Г-функциями выражается формулой 

Г Г 
В (р, 9=т oe a . (6) 

С помощью эйлеровых интегралов вычислить следующие интегралы: 
а 

114. {2 И a®— x? dx (a > 0). 
6 

Решение. Полагая x =aVt (¢ >0) и пользуясь формулами (6), 
(2), (3), получаем: 

а г 1 

гум = i? (9? dt= 
0 

. 3 
ап"? 

в 3 ar? (3. nat 

оо’ — ° — 2 QT (3) | 
о т 

115. 7 Yeo d 

Решение. Используя представление (5) и формулу (6), имеем: 

(. s sy PCG) (G) Ух — рф [3 += 4] \4 

\ «-—в(ч, 4) = То 
0 

Далее, применяя формулы понижения (1) и дополнения (4), находим: 

ae (1+3 +)= г(1—+)+г(1)= 575. 

Е ] + ie 

Pemen ие. Замена x*° = приводит к интегралу 



117. \ sin®x - cos* x dx. 

C
e
 

to
] 

а 

Решение. Полагая sinx = УР (¢ >0), получаем: 

к 
— 

? ! 5 7 
| 35 (5) г (7) 3 sin’ xcos*xdx = | (1—1) 21? @=5 — = 

9 Г (6) 12 

И /- - 
(г (3) =TP|2+ 4) = 3 Vi = > Va; аналогично находим, что 

| 
Решение. Произведя замену переменной по формуле x =f" 

(> 0) и пользуясь формулой дополнения, получаем: 

1 1 
1 1 

| и =1\ er aoa = tr(4)r(1—}) = mi 
h n п п 

0 n 
* Ут—х" 

Но 

119. \ x2ne—** 4х (п — целое положительное). 
0 

Решение. Полагая x = Vt (Ё >> 0), получаем: 

м 1 

| тесная = | р Tet dt = FT (n+ 4) = Aas, 

Выразить через эйлеровы интегралы: 
-- 00 

—1 

120. | = dx (n> 0). 
+ x" 

0 
1 

Решение. Замена x =#" (#> 0) приводит к интегралу 

Этот результат справедлив при 0 < т< п. 
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-- 00 

a1, ( 4 0, b>0, ! | ome (a>0, 6>0, п>0) 
1 

Решение. Полагая x = (2 я ° (¢ > 0), получаем: 

+= m+1 = 
а } п m+ m1 

жтах В [п _ a)? | в (71 n+l), 
(a + bx")P naP (1 -+ 2)? b naP n n 

0 0 

Следовательно, данный интеграл сходится при условии O< мт < р. 

b 

_ ( @-a"™b—»" 122. I = | coma 4х (0 <а< 6, с >0) 
а 

—a __ 
Решение. Выполняя замену 2 the =; aw . -{, получаем: 

(6 _ ат" 

о om (a+ ott 

(6 — "НВ (m + 1,n +1) 

о” (а д" ‘ 
jena —t)"'dt = 

Отсюда следует, что данный интеграл сходится, если m>—l,n>—l, 
к 
— 

2 

123. Lin = | sin”x cos"x dx. 
0 

Решение. Положим sinx= Vt (#> 0). Тогда 

Очевидно, интеграл сходится, если т > —1, п -—1. 
к 
— 

124. [= | фо" х ах. 
0 

Решение. Производя замену tgx = Vi (# > 0), получаем: 
-- 00 n— | 

1( 4? 7 4 (nt ntl) _ 

| n+ 1 n+ 1 к ее 2cos — 
2 

Из неравенств n-+-1>0 un 1" 1 > 0 находим область сходимости 

данного интеграла: |п|< 1. 
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( sin? ly 
. 1). 125 я" dx (0< |k| <1) 

x 
Решение. Вводя новую переменную по формуле ¢ = tg > , Имеем: 

l= \ sin? |x dx = 2" \ 1 at (a _ 1 — a 
= п — n pat —— ]° J (I+ bcos x) (Ie) J (fam) Tk 

Полагая, далее, af = Vz, получаем: 

2—1 п п 
— =В(%, 2) (n > 0). 

2 

126. [= | x™e—*" dx. 
0 

Решение. Пусть п > 0. Производя замену переменной x по фор- 

муле х =УЁ (# > 0), получаем: 

Ее moat 1 т-1 т | 
ЕЕ" и = (т! (2+! so), 

n , n n n 
0 

При n<0 положим п = —n,(n, >0) и применим подстановку x = 
| 

=? "1 (# > 0). Тогда найдем: 
со -- 00 

m-+1 т--1 —j|——— —1-+—— 1 ЕЕ пои \ Th И ). 
Ny п, п п 

0 0 

Объединяя оба ответа, окончательно имеем: 

ие) 6) [п] п 
1 р 

127. | (in) ах. 

0 

] 
Решение. Применяя подстановку In — = получаем: 

| (in 1 ax = | Ре = Г(р--1) (9 >—1). 
0 0 
-}- 00 

128. = | x’e-oIn xdx (a > 0). 
0 

t 
Решение. После замены х = —- получаем: 

+ Но 

[= sr | tPe—t Int dt — 2 \ tPe—t dt. 
a e ° 

0 0 
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Легко видеть, что первый интеграл есть производная OT гамма-функции 
апгумента (p +1) (р--1>0), а второй Г (р -+ 1). Следовательно, 

pat ee) tna Ina ГОО = rat те. 

oo 

—1 
129. Г(р) = \ nt ах 

0 

Решение. Очевидно, функция Г(р) является производной от 
бета-функции (см. п. 3°). Поэтому 

- > 

а р—1 пре \ Fax =4 Be, 1 = 
0 

d 

dp 4 (pT (1—p) = [5] = SSE O< p<. sin pr sin? pr 

Решение. Полагая x =¢? и используя результат предыдущего 
примера, получаем: 

+ 2 о 2 

pol \ Е 2 
9 1-2 — ож 27° sin? = 

0 3 

te 
n? x 

131. I=. | Ta 4% 
0 

1 
Решение. Применяя подстановку х ={* (> 0), приходим к ин- 

тегралу 
+= _3. 

4 ЕЕ 
64 1+? 

являющемуся второй производной от бета-функции 
Но 

| 1 
64 . d+. дР-@—Р) , 

3 1 
вычисленной В точке р = 4. Следовательно, 

4? Г [т _ ЗИ 2 5 
= бд ара (В (р, 1—р)) | 1 ая (ия “я п’, 

i = sin mp 
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> 

хр! — х9—1 

(1-х) Шх 

Решение. Очевидно, если р=д, то интеграл равен нулю. 
Используя признак сравнения, нетрудно установить, что данный инте- 
грал сходится, если 0<р<1, 0<9<1. 

Далее, замечая, что 

I(p, 9) =| Bip, 1—p)dp—|\ By, 1—9) dg +С, 
где С — постоянная, имеем: 

132. I(p, 9 = ах. 

tg =P 
__ dp dq __ 2 

(р, 9) = т Яир ® Snag СЕТ 4 +C, 

62 

Полагая здесь р =g, находим, что С =0. 

Таким образом, имеем: 

tg ТР 

I (p, 9) ==Ш|-—=| O<p<1; 0<9<1. 
tg Ч 

2 
| 
xP! хр 

133. г | — dx (0< p< |. 
0 

Решение. Рассмотрим интеграл 
| 

Е(е) = | (xe! —х—2) (1 — Нах (е > 0). (1) 
6 

xP" — xP 
1 — х)Г— 

рывна, а интеграл (1) сходится равномерно при = > 0, в силу признака 
Вейерштрасса 

при O<x<1 и => 0 непре- Так как функция f(x, =) = 

1 

—х | | Хх! хр | 
(Fx e)| < — ‚ | i dx сходится |, 

0 

то функция F(e) непрерывна и возможен предельный переход под 
знаком интеграла (1) при => - 0. Имеем: 

1 

lim Р (=) = — dx. (2) 
0 

=—--0 

Принимая во внимание, что Р (=) =В(р, =) —В(1— р, =), из (2) 
находим: 

[= lim (В, 2) —BU—p, 5) = тт ©) (pq rps): 
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Отсюда, используя формулу Г (=) = CF) 

таля, получаем: 

ии (PF da—p+ts _ Г (pts) _ _ re T= lim ( cea Pay) = nh — pT (р) = «вр. 

и применяя правило Лопи- 

-|- 00 

134. ) se sh ax = 4х (0<a< 8). 
$ 

Решение. Полагая г-?8х = {, получаем: 

sh ax 1 Гр 
ны | 1—2 dt, 

0 

где р = poo 35 = . Поскольку 0O< p< 5 ‚ то можно воспользоваться ре- 

зультатом предыдущего примера. Имеем: 

-} © 

sh ax п ка 
| ch вх 4Х = 99 8 28. 

135. J = | InP (x) dx. 
0 

—
_
 

Решение. Замечая, что J = | In (1 — x) dx (в данном интеграле 
0 . 

следует положить | — x =й), можем написать: 

| may за 5 | шт шут = 
0 

> 
= (ш=— 2 \ insin 2x de) = 5 (ш=— ш2— 

0 

к 

In cos x dr] . al
to
 

o
t
 

ty
] 

a 

2 

2 . 
2 | In sin x dx — 

0 

Последние интегралы можно найти, если воспользоваться результатом 
примера 16. Имеем: 

Insinxdx = 

>
=
—
>
ы
а
 

o
l
 

a 

In cos x dx = — > 12. 

Таким образом, окончательно получаем: J = In V 2x. 
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а-|-1 

136. I(a)= | шгофа @>0. 

Решение. Дифференцируя данный интеграл по параметру, полу- 
чаем: J’ (а) = пГ(а-+ 1) — ШГ (а). Заметим, что дифференцирование 
здесь законно, так как подынтегральная функция непрерывна при 
х>а>0, а функции а, а-- Ти Г (х) непрерывно дифференцируемы 
по а. 

Используя, далее, формулу понижения, имеем: Г’ (а) = па, откуда 
интегрированием находим: 

I(a)=a(Ina—1)+C, (1) 

где С — постоянная. 
При а >0 функция Г(а) непрерывна и существует 

1 

lim I(a) = | Int (x) de = ШИ (2) 
0 a->-+0 

(см. пример 135). Переходя к пределу в (1), когда a-»> --0, и учиты- 

вая соотношения (2), определяем постоянную С: С = ШИ 2r. 

Таким образом, окончательно имеем: /[(а) = In V 2* + a(Ina— 1), 
1 

137. 1 =\ InP (x). sin xxde, 
0 

Решение. Производя замену x = 1 —№ получаем интеграл 

1 | 
1 

[= \ nr — x) + Уп хх ах => | ine (x) (1—х)) + sin xx dx, 
0 0 

откуда с помощью формулы дополнения находим: 

1 ‘ 1 

[= > | (ine — Insin xx) sin nx dx = = Inx а УП ях + ЭМ пх ах = 
0 0 

1 1 . 
=— Шт - 9, (cos tx + (1 — cos xx) In sin xx — 

1—0 1 т 
— п (1 + COS TX)) |. (1 = n=). 

1 

138. Г = | ШГ (x) « cos 2nxx ах (п — натуральное число). 

Решение. Полагая х=1р— как и в предыдущем примере, 
получаем: 

1 1 

— | In (T(x) Г(1 — x)) . cos 2nxx dx =—4 | insin xx » cos 2х ах. 
0 0 
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Представляя полученный интеграл в виде 
1 
— 

2 

| . . 
Г = — 5 | In sin xx + cos Q2nxnx dx — 5. In sin rx - соз9якх dx 

ro] 
e
y
 -

.. 

} wT 
И производя В первом интеграле замену Dy —-TX =Y, а BO втором 

к (x —+| = и, находим: 

> 
п—1 

p=» | In cos y + cos Qny dy. 
0 

Используя результат примера 114, гл. IV, ч. 1, окончательно 

получаем: =. 

Доказать равенства: 
п—1 п +e 

139. [| \ xm—le—x" dx = [1 ye (on) 2. 
‘m= 0 

Решение. Полагая x =” (¢ > 0), получаем: 

п 

-+ 00 

\ хе т dx = = Г (“) , 
0 

откуда 
п + 

[| | metdee AT] 2 (= }. (1) 

При п = 1 равенство (1), очевидно, справедливо. Поэтому далее счи: 
таем, что п > 2. Записывая произведение (1) в прямом и обратном по- 
рядке, замечаем, что 

—2 (=. . n у 

\ 
; 

(1 e(2)'=@()°@) EOS 
re) rele Gs ae eG 

ее / = о 
m=1 tk 

=1 
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Для вычисления произведения синусов разложим двучлен 2*— | Ha 
множители. Имеем: 2 — | = (2— 29) (2— 21)... (2—2n-1), где 2, — 

_ ik —_ 
корни этого двучлена, т. е. У1 =e n i=zV—1(k=0,1,..., n—1). 
Следовательно, 

n—1 

гп — | Ат -П(-^*). 2—1 
k=1 

откуда 

п—1 2" п—1 Эх | re 
lim = =n = lim (2—e"") =[] (1-е =). (3) 
г- | ~~ z+! = 

} b==1 

ina | И 
Так как || —е " | = 2sin =» TO из (3) получаем формулу 

n—1 

. wR n 
| | sin@ и и =2, 3, ...). (4) 
k=1 

Наконец, подставляя (4) во (2), а затем (2) в (1), получаем дока- 
зываемое тождество. 

оо 

140. lim | ах =1. 
По 0 у 

1 

Решение. Применяя подстановку х =” , приходим к равенству 
о + 00 1 

\ ek" dy = 1 \ ет = Г (4) . 
n 5 п п 

0 

Используя формулу Г (+) = 

о 

ni | -+ г ‚ находим: 

гиг! +. 1), 

В силу непрерывности функции Г (х) при x >0, имеем: 

0 

+ 00 

lim e-*" dx = lim Г (1 -t. 4) =]. 
П-+ © По п 

1 
—_ т—1 —xt ve . 

Используя равенство =, —г) \ 1 dt (x > 0), найти инте 

гралы: 
+ со 

141. [= \ dx (O<m< 1, a#0). 
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Решение. Имеем: 

+09 +00 
1 m—~1,—xt 4, __ | l= Tim \ cos ax dx \ тем dt = Tm ‚т. cosaxde x 

5---0 

-}- 00 

x | пе та. (1) 
0 

Функция | (x, д = "1е-* cos ax HenpeppiBHa npu 0 < #< о, 5<х<А, 
Несобственный интеграл 

+00 

\ e-**t™—1 cos ax dt, 
0 

в силу мажорантного признака (|/ (x, #)| <Ё" 1"), сходится равно- 
мерно относительно хе [5, A]. А тогда, по известной теореме, в (1) 
можно выполнить перестановку интегралов: 

о А 

[= ra lim \ ие Я cos ах dx = 

Нео” 8 

ol lj т 7-1 (а sin aA — f cos aA) , tA df + 
т туд | а? + Р 

610 0 
4 

(2) 
TP me at о м 

+ cos ad \ a2 В —asinad | a? + 72 dt). 

0 0 

Первый интеграл во (2), как следует из оценки 

2 te о + т—1 Пена ава 
1 0 0 0 

стремится к нулю при А -> -+ со. Второй интеграл, в силу равномерной 
сходимости его относительно 8 > & > 0, при 6 --0 стремится к ин- 
тегралу 

+00 
\ tm dt =r (ae, АИ r 
a+ te = 2 2 ат cos 3 

По этой же причине третий интеграл стремится К нулю при 5 — 0. 
q im—l 

mia jm = (a of 0). Таким образом, окончательно получаем: /[ = 
2Г (т) cos >



+} со 

142, 1= | ах O<m<Q). 
0 

Решение. Аналогично проделанному в предыдущем примере имеем; 
> | 

1 t™—lae—® cos ad * 4M——! in gd 

t™—1 (acos aA + ¢tsin aA) , et ча) () 
0 

Последний интеграл в (1) оценивается следующим образом: 
+ 00 +% - 00 

isl! (ead | te—tA 
\|= |+ | |< |= [1+ у т. УЕ“ 

2 +3 ! claliett” ше 9 (2) 

при A> Ро (a#0;0< m< 2). 
Первый интеграл в (1) сходится равномерно по 8 > 8, >0, поэтому 

при 5 —> + 0 он стремится к интегралу 
о 

tmldt ala ,m~? m m ala|m—2 

а Beam В, 1G) = AT @ #0 0<m< 2). 
0 25 sin ->- 

, (3) 
Оценим второй интеграл в (1). Имеем: 

+ 00 1 + 00 1 + 00 

im dt рн +5 4 
Далее, 

++ 00 im Pai о 1 ++ 00 

3 dt< \ "ев dt = —— \ хто 26-я dx =a 
1 1 ОЙ [1 

т 1 = со i 1 =f. со | 

= в +f )<pir(fertat инь). 6 
+}. оо 

Из (4) и (5) следует, что sinad \ 54 
0 

ame 5 
54-0 при 8—0 (0< 

> и
 

<т< 2). 
Таким образом, учитывая полученные оценки, из (1) окончательно 

находим: 

= —» если ax 0; 
1=1 2] а] тг (т) sin -5- 

0, если а = 0. - 
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14. Доказать формулы Эйлера: 

а) f {*—le—N cos * cos (At sina) dt = re *) 

6) { тем eos sin (A¢sina) dt = 9 тах (1>0, х>0, —S< 
0 

<a<4). 
Доказательство. Нетрудно видеть, что подынтегральные функ- 

ции ва) и 6) и их производные по a непрерывны при O<t< + > 
п + 

и “|< 7° Кроме того, данные интегралы (обозначим их через F (2) 

д 
и Ф(а) соответственно) при |а| < 5 сходятся по признаку сравнения, 

Интегралы 
+}. 00 

Е’ (a) = —^ | {*e—* cos 2 sin (Af sin a — а) dt, (1) 

+= 
@’ (a) => | He-¥ 605% cos (At sina — а) dt, (2) 

0 

по признаку Вейерштрасса, сходятся равномерно на каждом отрезке 
ия у" © 

|а| < ze 0<=< >|. Действительно, функция е-—М sin? является 

мажорирующей для подынтегральных функций в (1) и (2), а интеграл 

\ t*e— sine (Ц сходится по признаку сравнения. Следовательцо, диф- 

ференцирование в (1), (2) законно при jal < =. 

Выполняя в (1) и (2) интегрирование по частям (приняв Ё = и, 
e— cosa sin (At $ а — а) = 4 и Ё =u, e~ 8% cos (Af sina — а) @&= 
= dv соответственно), получаем систему дифференциальных уравнений 

Е’ (a) = —x® (a), Ф’ (a) = xF (a). 

Решая эту систему, находим: 

Е (a) = Asinax + В созах, Ф (a) = —Асозах + Bsinax, (3) 

где A, В — постоянные; || < 5. Замечая, что 

+}. 00 

F(0)= | teat =, (0) =0, 
0 

из (3) определяем эти постоянные: A=O0, B= nee 

Подставляя найденные значения постоянных в (3), получаем: 

Е (а) = =“ cos ax, Ф (a) = =O si 

что и требовалось доказать. 
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144. Найти длину дуги кривой /!" = а" созио (а>0, п- нату-. 
ральное). 

Решение. Вследствие того, что функция Г = а (с0з пФ)" неотри- 
к 2 

цательна, должно быть | —= |< 5. Так как, кроме того, она и 

2a в 
---периодична, то данная кривая представляет собой п-лепестковую 

розу. Вычисляя по известной формуле длину дуги / одного лепестка, 
7 к 

расположенного, Например, в секторе с углом a (— on Hag x) ‚ Имеем: 

1—п I—n р 
п 2 1 1 [=2а\ (cosng) " dy = ‚| (cos x) " dx = “В (5. 5.) 

к 

on 

п on? P п’? 

(см. пример 123). Таким образом, длина дуги всей кривой L = nl == 
| 

= aB ft 5] , 

145. "Нани площадь фигуры, ограниченной кривой |x|"? - | y |" = 
=a" (п > 0, а >0). 

Решение. Ввиду центральной симметрии кривой относительно на- 
чала координат будем рассматривать только четвертую ее часть, рас- 

| 

положенную в первом квадранте (x > 0, y > 0). Имеем: y == (а" —~x")” , 
O<x <a. Площадь $ части фигуры, находящейся в первом квадранте, 
вычисляем по известной формуле: 

I 
n Полагая в интеграле x = at 

i 1 
1 1 Г? | — 

sat \ (АЕ "a= el (a) 
n 2n т | 

0 n 

Очевидно, площадь всей фигуры равна 4S = -—— 5. 

г n 

‚ находим: 

$ 5. Интегральная формула Фурье 

1°. Если функция [(х), кусочно-гладкая на каждом конечном от- 
резке числовой оси, абсолютно интегрируема на всей оси, то 

1 -|- 00 

tim 1 ( dr | Ff @cosrG— x) dj = РАО, 
0 — oo (© 
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=| со 

my РО — | (a (A) cos dx + 6 (A) sin dx) dh, 
0 

о о 
где.а (^) = — | Г (Е) cos ЛЕ dé, 5(^)=- \ [ (Е) sin Ag dé. 

Если функция | (x) — четная, то 
=} со 

F(x)= | а0)с0зАх а, (1) 
=}. со 

где а (^) = 2 | Г (Е) соз ЛЕ АЕ (косинус-преобразование Фурье). Если 
0 

функция / (х) — нечетная, то — 
“00 

f(x) = \ b (A) sin dx dh, (2) 
= со 

где 6(^) = 2 | Г (Е) sin ЛЕ dé (синус-преобразование Фурье). 
0 

2°. Если функция f(x), ХЕ (0, -- со) является кусочно-гладкой и 
абсолютно интегрируемой на (0, -- со), то она может быть представлена 
в данном интервале или формулой (1) (четное продолжение), или фор- 
мулой (2) (нечетное продолжение). 

3°. При условиях, указанных в п. 1°, справедлива формула 

pte te 

| ad | Ко 

(комплексная форма интеграла Фурье), из которой следует прямое пре- 
образование Фурье: 

-|- 00 

= | Г 
—- со 

и обратное преобразование Фурье: 

С — ihx (= Te J Fove 4). 

Представить интегралом Фурье следующие функции: 
|, если |х| < 1; 

146. 7(х) = (0 0, если |x| > 1. 
Решение. Данная функция удовлетворяет всем условиям, пере- 

численным вп. 1°, и, следовательно, ее можно представить интегралом 
Фурье. Легко видеть, что 6(^) =O (в силу четности функции ] (х)), 

а а(^) == | f(x) cos had = 2 {cos hxdx = asa" 
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Таким образом, 

2 sink 
f(x) =— cos ix dh, |x| <1, 

что и требовалось. 
Следует заметить, что в точках х = --1 разрыва функции f(x) ин- 

теграл Фурье, согласно теории, равен -- . Действительно, поскольку 

2 те Ms IN 1 er K(1 и Х (1 sin А cos x _ sin X(1 -++ x) sin A(1 — x) оон —1(F idea | ава, 
0 0 0 

то применение формулы Дирихле (см. пример 91) дает: 

о te 
= \ МА оз Ах. = > (sgn (1 + x) -+sgn(1— x)), 

0 

откуда и следует указанный результат. 
147. f(x) = sgn (х —а) — sgn(x— 5) (b >a). 
Решение. Замечая, что 

0, если х< а; 
|, если х =a; 

f(x) = 12, если а<х<В 
|, если x= D; 
0, если x >), 

имеем. 

= со 

а(\)=— \ f(x) cos x ах = 2 cos Хх dx = 2 (sin \6— sin Aa), 
— OO 

Ь(^) = f Ё (x) sindxdx = 2 
m— OO 

sin Ах dx = = 2 (cos ла — cos dD). 

b 

} 
of. со b 

} 
Следовательно, интеграл Фурье имеет ВИД: 

f(x) = ca | ~ ((sin }b — sin Xa) cos AX + (cos Aa — Cos XB) Sin Ax) dd = 
0 

| эт —х + sin h(x — а) п 

0 ^ | 

2 
т 

В данном примере функция f(x) совпадает с ее интегралом Фурьз 
во всех точках числовой оси. 

148. f(x) = эта. 

Решение. Функция f(x) при а == 0 дифференцируема и абсолютно 
интегрируема на интервале (—со, -+ со). Следовательно, она представима 
интегралом Фурье. Имеем: 0(A) =0 (в силу четности функции [(х)}, 
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= 00 +}. 00 

_ 2 coshx dx, _ _ 2 со$ (^|а1 9 4 _ 1 ха аля | Gee [ад = ра | Е el ae 

5 0 (см. пример 104). 
Запишем теперь интеграл Фурье данной функции: 

+}. 00 

f(x) = a \ e—* lalcosikx di, если a #0. 

149. f(x) = Fie (a + 0). 
Решение. Функция [| (x) дифференцируема и не является абсо- 

лютно интегрируемой на интервале (—co, + со), однако она интегри- 
’руема на нем в смысле главного значения Коши. Как показал Коши 
(см., например: Фихтенголькц Г. М. Основы математического анализа. 
Т. 2, М., «Наука», 1968), такая функция также может быть представ- 
лена интегралом Фурье. 

= 00 

Легко видеть, что a(A) =0, а D(A) = ы | Pad 
0 

Этот интеграл равномерно сходится по параметру A > № >0 всилу 

примера 35 [здесь тб монотонно стремится к нулю при х-> со, 
at x + x? 

. 2 
а Е At at| < 2) . Следовательно, его можно рассматривать как про- 

0 
0 

изводную (с точностью до знака) от функции a(A) предыдущего при- 
мера, т. е. 

of. 09 

b(k) = — (2 | cos Ax an) pA lal, 

0 
п a® + x? Jy 

»}- со 

Интеграл Фурье функции эти имеет вид: \ е^1а 151 Ах da 

>
 

(a ~ 0). й 
sinx, если |x| <7; 

150. 7 (x) =| 0, если x > т. 
Решение. Эта функция непрерывна, кусочно-гладкая и абсолютно 

интегрируема на всей числовой оси. Кроме того, она нечетна; поэтому 
а (^) =0, 

+}. со 2 sin ПА 
‚АА 1; 

b(A) = 2 \ пони лени 7 7—m? ** 
0 1, A=1. 

2 "sin = 
Итак, f (x) = 5 Sin dx dh. 

к 

151. f(x) = ее | С 0) 
Решение. Рассматриваемая функция непрерывна, дифференцируема 

всюду, за исключением точки X = 0, и абсолютно интегрируема на всей 
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числовой оси. Следовательно, она представима интегралом Фурь 
Поскольку функция f (x)— четная, то 6 (^) = 0, а 

=| со 

2 \ 2a 
= — —aX = a(h) == . e—** cos Ax dx =o Oe 

Таким образом, искомое представление данной функции интегралом 
Фурье имеет вид 

2a re cos Ax emtltl = \ arya dh (2 > 0). 

152. f(x) =e-*!*lsinBx (а > 0). 
Решение. Нетрудно проверить, что эта функция дифференцируема 

всюду 1 абсолютно интегрируема на (— со, -+ co) (| e—I*I sin Bx | < ее“; 
+ = 

\ el dx сходится) . Поэтому ее можно представить интегралом Фурье. 

Учитывая нечетность f (x), имеем: 
+} 00 

\ e—** sin Bx sin Ax ах. 
0 

a(k)=0, bA)=— 

Переходя под интегралом OT произведения синусов к разности косину- 
сов, Получаем: 

Че += 
Ь(^) = + | e—** cos (В — h) x dx — — | e—2* cos (8 + X)xdx = 

0 0 

а __ а = 4aBr 

п (2 -- (B—A)*) we (а? + (B+ A)?) om (a? -- (B — AY) (a? (В AY?) * 

Следовательно, 
+}. 00 

e—l*1 sin Bx = 4a8 Asin Ах dh 

=) ЕВ @ FEF 
153. f(x) =e7*". 
Решение. Замечая, что все условия теоремы о представимости 

функции интегралом Фурье здесь выполняются, имеем: 

(a >0). 

+}. 00 __ № 

2 
a(h) = — \ e-*’cosix ах = тез см. пример 89); (x) =< \ ие т ( р 89) 
b(\) =0 (в силу четности функции e-*’). 
Таким образом, представление интегралом Фурье имеет вид 

+} 00 x2 

e-** = 7 |2 4 COS hx dd. 

154. Функцию f(x) =e * (O< x< - co) представить интегралом 
Фурье, продолжая ее: a) четным образом; 6) нечетным образом. 
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Решение. В случае a) в выражении для функции f(x) вместо х 
подставим |x|; в случае 6) будем рассматривать функцию F(x) = 
—=}{(1х|) зеп х. Очевидно, при x >0 функции Ф (х) =е и F(x) = 
= e—|*l son x совпадают с данной функцией, а при x < 0 первая из них 
является четным продолжением, вторая же — нечетным продолжением 
функции f(x), т.е. Ф (—х) =Ф (х), Е (—х) = —F (x). 

Так как функции Ф (x) и F(x) удовлетворяют условиям представи- 
мости их интегралом Фурье, то, по соответствующим формулам, можем 
написать: 

97 2 
аз (A) = = ; e~* cos hx dx = ар, b, (A) = 0; 

| 27 2h 
ав (4) = 0, 5, (4) = > , e* sin x dx = дер 

Таким образом, в первом случае 
= 00 

2 cos Ax dk 
® (x) =— \ 21 

а во втором 

Fyn Asin dx dh 
. nm 2+ 1 

of. 00 

Найти преобразование Фурье F (x) я | [(}) е #4 для функции 
к 

f(t), если: 
155. f(x) =е“ М (а > 0). 
Решение. Подставляя данную функцию в указанную формулу 

преобразования, получаем: 

Е LC ам-их 1 ait d x)=-——=— — 8 2] — EX =o ы — (х) Viz je t УЗЕ je | cos tx dt 

ai xe 7 __ t —altl с; — =. —@ — 4 Ti | e— И sin tx dt - | е cosixdt= V2 52, (a >0), 
— с 0 

156. f(x) = хе (а > 0). 
Решение. Как и в предыдущем примере, находим: 

со 

— 1 * ——a|t|—itx (Е — 1 И ‘= уз 

=|- со 

| te—*l#l cos tx dt — 

of. 00 __ +e 

— у \ te—*l4l sin tx dt = —i V2 | te—*t sin tx dt = 
ку. “ 

. 8 
= —] x (x2 Ta (a > 0). 
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Заметим, что последний интеграл можно получить дифференциро- 
ванием интеграла из предыдущего примера по параметру х (дифферен- 
цирование под знаком интеграла справедливо в силу равномерной схо- 

+f. со 

димости интеграла \ (2—9 sin tx dt относительно x) . 
0 

x? 

157. f(x) =e 2. 
Решение. Учитывая четность данной функции, находим: 

+} со {2 x? 

F(x) = и 2 \ e 2 costxdt =e ? (cm. пример 89). 
0 

x? 

158. f(x) =e 2? cosax. 
Решение. Аналогично предыдущему примеру имеем: 

“1 в, = р —5—йх 2 —=- | 
F(x) = — |e ? cos at = -- | e 2 cosatcostx dt = 

V 2a п 
—с 0 

= со 

_= _=. 
= е 2 cos(a—x)tdt е 2cos(atxtdt= er \ (a —a) tdt + (a + x) 

0 

| _ (a—x)? __ (а-- xy? "ate 

=1(e 2 +e ? Jae 2 chax, 

159. Найти функции an И $, если: 

а) | ф (y) cos xy dy = are 6) | ф (и) sinxy dy = e~* (x >0). 

Решение. Функции 5 H е* удовлетворяют условиям, пере- 
1 + x 

численным в п. 1°, поэтому для определения функций ф (у) и $ fy) можно 
воспользоваться ee (1) и (2) этого пункта. Имеем: 

а) ® (и) = 2) ee 4 = e-¥ (cm. пример 104); 

. 2 
6) ф (и) = 21 ее 5 УЕ dé = где y > 0. 

0 

Задачи и примеры для самостоятельного решения 

b 

1. Доказать, что интеграл F (и) = \ Ф (x) f(x, у) ах является непрерывной 

а 

функцией от y € [c, а], если выполнены условия: 1) функция f(x, у) непрерывна 
в прямоугольнике [а, 6; с, а]; 2) функция $(х) абсолютно интегрируема в ин- 
тервале (а, 6). 
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Исследовать на непрерывность следующие функции 
1 

Ё Е (y) | xf d . y= 5 5 x 
ух +y?+ 1 

к 

у?4х 
| 

3. F(y) = 3 |. +10) V [ted came 

0, если и = 0. 

f г 
2 — 

|} 97% dx 

5 

‚ если и # 0; 
4. ЕР (у) = arctg (x? + и?) + sin x, 

0, если и = 0. 

5. Пусть: 1) функция Of (x, и) у непрерывна в прямоугольнике а<хЬ, с< 

<y<d; 2) функция ф(х) % солютно интегрируема в интервале (a, 5). Тогда 
интеграл 

b 

Fy) = | 9) F(x y) ax 
представляет собой непрерывно лифференцируемую функцию от и Е (с, а и 

Кд = | #0) fy дах 

Доказать это. . 
Исследовать Ha непрерывную дифференцируемость функцию F (у) и возмож- 

ность дифференцирования по параметру под знаком интеграла, если: 

2 +1 
| dx 

Е (y) = a sin ae 7. Е = | 695 и: 
—1 

5 

8. F(y)= | \ sin dx, если и #0; 

0, если у = 0. 

Доказать, что в следующих случаях возможен предельный переход под зна- 
ком интеграла: 

3 
—ху ху 

о. | £ dx при у > Ро. 10. | arctg ( : } ах при y+ 0. 
0 Vx + у? P —1 | + y 

к = 

1. x? 
11. \ —sin—dx npn y > o. 

0 * у . 

В каких случаях законна перестановка интегралов: 

1 
г COs x ы ы x? 

12. 14 AF dx. 13. а у | ето | яя 0 
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1 
x 
4 

tg (xy) 

" } yy \ 
4 

el 1 1] 
| x 

15. \ a | + aret — ах 

и бу 

Исследовать на равномерную сходимость в указанных интервалах следующие 
несобственные интегралы: 

Е 00 

16. \ КУ) dx, O0<y<-+o, где R(x) — функция Римана (см. пример 
0 x+y+l 

24, гл. IV, ч. 1). 
со 

Е зи (xy) 17. | SBD ae, O<Y <A. 
У xVx 

Показать, что признак, рассмотренный в примере 35 настоящей главы, здесь 
применить невозможно. 

18. _ ый arctg (хи) ах, О <у<-®.- 
У! 

cos (x* + y) 
x+y 

dx, О < у<-®. 

1 

23. | усов <5 dx, —o < у«<-о. 
0 

Найти: 
a}. 00 

24. lim \ fn (x) dx, где 
по 

0 

fn (x) = | 

со + 
55. lim \ pt? sin 21% фу. 

X-+-}- со t 

26. lim dt. 
Хх -- 00 

1-0 
\ eI 

п — 

xe 
п 

5 
2%", если x > 0: 

0, если x = 0. 
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30. Показать, что 
А А 

lim \ du \ ие ge — ™ 
A+++ § б 

Отсюда (не пользуясь равномерной сходимостью) вывести формулу 

+f. со — 

2 TT 
| e* dx — Vr 

$ 2 

(интеграл Эйлера — Пуассона). 
Вычислить: 

32. ч. р. fae. 33. ч. р. |. x dx , a>. 
yi- У |—acosx 

b 

34. lim (v. p. | Le) 6) ‚ а<х<Ь, где $ (x) — функция, удовлетворяющая 
а-+ а — 

условию Гельдера: Уха, x5 € (а, 5) da, L>O (L=const; 0<а<!) такие, что 

[$ (%1) — 9 (2) | <<L |] xy — x, Г. 
Применяя метод дифференцирования и интегрирования по параметру под знаком 

интеграла, вычислить интегралы: 
+ 00 = 00 4 

35. = | 2 Тя ах (> 0. 36. ( Sin 9X g 
0 0 

_ + sj о = о 
87. \ $ па % ay. 38. a Sn BT COS a, 

0 

Указание. Ввести параметр. 
+ 00 

COS mx 
| 

39. | hx dx. Указание. Воспользоваться равенством с0$ mx = Re (её т»). 

— oo 

x? — a sin x y 41 "Режи cos ax) 5 
pay 1 | \ г *. 

1 

sin? x + In (sin x) ах. 43. \ (in =)" In (In + dx.



Глава lV 

КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

$ 1. Интеграл Римана на компакте. 
Двойные интегралы 

1°. Пусть на замкнутом компактном множестве (компакте) С задана 
функция | и пусть П — произвольное разбиение компакта С на ячейки 
С; (1=1,2, ..., п) без общих внутренних точек с мерой mG;. Диа- 
метром ячейки будем называть точную верхнюю грань множества рас- 
стояний между ее точками. Обозначим через d (II) максимальный диа- 
метр ячеек G;. Выберем в каждой ячейке С, произвольную точку & 
и составим интегральную сумму 

Su (В = У (Е) тбь (1) 
Рассмотрим такую последовательность разбиений П1, П., ...,ПЬь,... 

компакта С, чтобы d (II) > 0. Если для любой такой последовательности 
П, числа Sn, (Г) имеют конечный предел Г, не зависящий от выбора 
последовательности II, и точек &, то число Г называют интегралом 
Римана от функции { по множеству G с мерой т и обозначают так: 

= lim ‚Утв; = | f (x) dG. (2) 
4(П)- 

Если функция f непрерывна на компакте С, то на нем она инте- 
грируема по Риману. 

2°. Некоторые конкретные реализации интеграла 
Римана на компакте. а) Если компакт С — замкнутая квадриру- 
емая область О в плоскости (x, у) с мерами ячеек mD;, равными пло- 
щадям ячеек, а / — непрерывная в области D функция, то интеграл 
Римана от этой функции по области D называется двойным интегралом 
и обозначается так: 

И дах dy. (3) 

Двойной интеграл можно вычислить с помощью повторного. Если 
замкнутая область О задана неравенствами а < x < D, и (х) < у< и» (х), 
где и, И у — непрерывные на сегменте [a, 5] функции, то интеграл (3) 
можно вычислить по формуле: 

b Y2(X) 

\\ Fl ydxdy = [ах | F(x, y)dy. (4) 
D a у: (х) 
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Если компакт О задан неравенствами с < у< а, x1 (y)< x < Xo(y), 
где x, и х. — непрерывные на сегменте [с, 4] функции, то интеграл (3) 
можно вычислить по формуле: 

а — X2(Y} 

| к, у dx dy = \ dy i (x, у) dx. (4’) 
e X1(y) 

6) Если компакт G— замкнутая кубируемая область У пространства 
(x, у, 2) с мерами ячеек mV,, равными объемам ячеек, а } — непрерыв- 
ная в области У функция, то интеграл Римана от функции } по об- 
ласти У называют тройным интегралом и обозначают так: 

(| [ (x, и, 2) dx dy dz. (5) 
V 

Тройной интеграл также можно вычислить с помощью повторного. 
Допустим, что замкнутая область У задана неравенствами а < х < J, 

W(X) << (5), а, <2< (ах, Hs ME у, (j = 1, 2) — непре- 
рывные в соответствующих областях функции. Тогда интеграл (5) можно 
вычислить по формуле: 

b Y2(X) 22(х, и) 

\\\ Foy, z) dx dy dz = | dx \ dy \ f(x, y, г) dz. (6) 
V a Yy(X) 21(х, и) 

При вычислении тройных интегралов с помощью повторных поль- 
зуются, если это возможно и целесообразно, и такими представлениями 
области интегрирования: с < y<d, л, (и) < х<^ль(иу), 2а(х, и <2< 

< 2 (х, у); р<2< 94, и (2) <у< у» (2), м (у, 2) <х < хо(у, 2) ит. д. 
3°. Теорема о среднем. Если функция | непрерывна на KOM- 

пакте G, то 

| сдав =} (M) тб, 
G 

где МЕС. 
4°. Замена переменных в интеграле Римана. Рассмотрим 

компакт С с мерой ячеек mG; и компакт Т с мерой ячеек mT, и пусть 
по некоторому правилу установлено взаимно однозначное соответствие 
между точками МЕС и РЕТ: M=o(P), P=v(M). Допустим, что 
при неограниченном измельчении ячеек Т; (так, что ячейка Т; стяги- 

mG; “3 
вается в точку P) отношение т; имеет конечный предел t (Р) (называ- 

t 

емый коэффициентом искажения меры). Если функция + (P) непрерывна 
на компакте ТГ, то справедлива формула замены переменных в интеграле 
Римана (2): 

\ (муаб = \ Fie (P)) (Pyar. (7) 
G T 

Рассмотрим замену переменных в двойном и тройном интегралах. 
а) Если замкнутая область О’ плоскости (и, и) отображается в замк- 

нутую область D плоскости (x, и) с помощью формул х =х (и, 9), у = 
—=и(и, и), где х(и, и) и и(и, о) — непрерывно дифференцируемые функ- 
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D (x, и) 
D (u, v) 

ции, причем якобиан преобразования a mn #0, To t(P) = | 

и формула (7) для двойного интеграла (3) имеет вид: 

| Fe уха = | | Ро, 0), и (и, ти у du dv. (8) 

При переходе к полярным координатам по формулам х = рсоз$ф, у = 
= pSing якобиан преобразования равен р. Тогда получаем: 

| i (x, у) ахау = \ f(pcos¢, psin¢) р dp dg. (9) 

6) Если замкнутая область У’ пространства (и, v, &) отображается 
в замкнутую область И пространства (x, у, 2) с помощью непрерывно 
дифференцируемых функций х = х (и, и, и), у = у(и, в, W), г =г(и, и, W), 

D(x, y, z) _ |B, %, 2) 
D(aso,w #9 TO (FP) = 

и формула (7) для тройного интеграла (5) имеет вид: 

\\\ FO, y, г) ахауае = Sree (u, 0, ®), y (uy 0, W), 2 (dy 0, @)) X 
у 

, 

причем якобиан преобразования 

D (x, и, 2) x 15 о du do dw, (10) 

Переходя к цилиндрическим координатам по формулам х = pcos, 
__ у р —__ ° D (x, у, г) __. y= psig, 2=2, имеем: ру =р, 

се у, г) ахауаг = | [(pcos¢, psing, 2) р 4 442. (11) 

Переходя к сферическим координатам по формулам x = psingcos 9, 
D (x, и, 2) __ —= 92 < - y= psingsin§, z= pcos@ и учитывая, что Die, 8) psing, полу 

чаем: 

\\\ Fe, у, z)dx dy dz = \\{ i (p sing cos 0, psing sin 8, pcos¢) Ж 
у у 

x р? sino ар d¢ dé. (12) 

При решении некоторых примеров полезно пользоваться обобщен- 
ными сферическими координатами, переход к которым осуществляется 
по формулам 

x =apsin*¢ cos’ 0, y= Бр $1" ф 5? 6, z=cpcos*y (0 <е<т 
| О<9 < 27x, р> 0). (13) 
Тогда 

МУ i (x, y, 2) dx dy dz = | [ (ap sin® ¢ cos? 0, bp sin* p $180, cp cos* ) X 
у 

D (x, y, 2) X |G. 6,0) do dy dé, (14) 

где 5 7 ' = абсаВр? cos*—! ¢ sin?*—! ф sin’! 6 cos’! 6, 
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Иногда переходят к обобщенным цилиндрическим координатам по 
формулам 

x = apcos*g, у = бр“ о, z=z (09 <Ф< 9, p> 0). (15) 

Тогда 

Ас, у, г) dx dy dz = \\\ Flap cos* ¢, bp sin*», 2) X 
у у, 

D (x. 9, 
x | reac | de de de (16) 

где р о. : == Abap sin?—! ф cos*—! 9, 

Обращаем внимание читателя на TO, что кратный интеграл OT функции 
может существовать, а повторные интегралы от этой функции могут 
не существовать. Может случиться также, что повторные интегралы 
от функции существуют, а кратный интеграл от этой же функции не 
существует. Если функция } непрерывна в замкнутой области G, то 
повторные интегралы от этой функции существуют, равны между собой 
и равны каждый кратному интегралу от [ по области G. 

1. Вычислить интеграл xy dx у, рассматривая его как предел 
0<х<1 | 

. 0<y<l 

интегральной суммы. Разбить для этого область интегрирования на 
i fo. 

квадраты прямыми х =—, y= i. (i,j =1,2, ... , n—1) и выбрать 

значения подынтегральной функции в правых вершинах этих квадратов. 

Решение. Площадь каждой ячейки разбиения |квадрата с дли: 

’ | | . 
ной стороны 4) равна -;, а значение функции f (x, и) = xy в каждой 

В if vs: 
правой вершине квадрата равно = (i, j= 1,2, ... , п); следовательно, 

\\ xy de dy = tim Угу = tim = GES. 
O<x<l i=| j=l mre 
0<y<l 

. 2. Составить нижнюю 5, и верхнюю $, интегральные суммы для 
функции f (x, и) = х?-+ у? в замкнутой области | <х<2, l<y<3, 

| 
разбивая последнюю на прямоугольники прямыми х = 1 -+- -, у=1-- 

9; e e 

- =: (i, j= 1,2, ... ‚ п). Чему равны пределы сумм при п -> co? 

Решение. Ячейки разбиения — прямоугольники с длинами сторон 
1 2 . . 2 
> И т? поэтому площадь элементарнои ячеики равна ne’ 

Рассмотрим ячейку Sj; = {1 << 1 + a ] +9 <у<1+ 

-|- и . Так как }(х, у) — квадрат расстояния точки (x, И) от на- 
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| чала координат, то [и (х, у) = К! +4 » 1+ =), [ах (x, 1) 

=i (1 + a ‚| +2049) при (x, y) € Зи, поэтому 

n—l n—1 

2\\ 2] 
зву УЕ, 1+3), 

1—0 /=0 

n—~1 n—1! 

< 2 ! 2) +1) 
ni y2 (1+ , p+ 204), 

1—0 j=0 

После элементарных подсчетов находим: 

40 __ 5 40 Il 5 
би = 3 паз, 5 п = 3 17 +3: 

Переходя к пределу, получаем: lim S, = lim Sa = 13. 
fl-> oo N—> oo 

3. Приближенно вычислить интеграл 

dx dy 

ИУ е-у' 
x? Ly? < 25 

аппроксимируя область интегрирования системой вписанных квадратов, 
вершины которых Ан находятся в целочисленных точках. Значения 
подынтегральной функции взять в вершинах этих квадратов, наиболее 
удаленных от начала координат. Сравнить полученный результат с точ- 
ным значением интеграла. 

Решение. Обозначая подынтегральную функцию через }, очевидно, 
имеем: 

\| f(x, y)dxdy = 4 № f(x, у) dx dy 
x?ty? < 25 x?+-y? <25 

x>0, y>0 

(так как область интегрирования симметрична относительно осей коор- 
динат и f(x, y) =F (x, —y) =F(—x, —y) = НКЦ, у. 

Вершины квадратов, в которых берутся значения подынтегральной 
функции, — точки (хх, yi) = (i, /). Рассмотрим те точки (i, j), которые 
принадлежат замкнутой области {x* -{ у? < 25, x >0, у> 0}. При 1—0 
получаем точку (5, 0), при j= 1 — точки (1, 1), (2, 1), (3, 1), 4, 1), 
при j =2 — точки (1, о), (2, 2), (3, 2), (4, 2), при | =3 — точки 
(1, 3), (2, 3), (3, 3), при j = 4 — точки (1, 4), (2, 4), при j= 5 — точку 
(0, 5). Принимая во внимание, что площадь элементарной ячейки равна 
единице, получаем: 

Г(х, nerdy (Drees + pa s) + 
1—1 х2--у2 <25 
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3 о 

ay —— + =| ~ 4(0,1961 + 0,3714 + 0,1768 
+ Уувта+ Dyer t7) 4 (0, 1 + 0,3714 + 0, 4. 

=] i— 

-+ 0,3430 + 0,3286 + 0,3122 + 0,1543 + 0,3016 -{ 0,2857) = 

= 9,8788 = 9,88. 

Вычислим точное значение интеграла. Полагая х = pcos¢, у = psing, 
имеем (см. формулы (4) и (9)): 

5 
о —< 

do —— 
= In V 24 - р? 

4-2” Г 

= 2n(7—V 24) = 13,2... 

4. Приближенно вычислить интеграл 

\\ Ух -иах аи, 
р 

о 
x, ydedy=4\ а p Г деву = 4 abe 

x?4+y? <25 

где О — треугольник, ограниченный прямыми х=0, у=0, x+y=1, 
разбив область интегрирования D прямыми x = const, y = const, x + 
+ y=const на четыре равных треугольника и выбрав значения подын- 
тегральной функции в центрах тяжести этих треугольников. Сравнить 
полученный результат с точным значением интеграла. 

Решение. Ячейками разбиения являются треугольники с верши- 

нами в точках (0, 0), (4, 0) И (0, 5); (;. 0), (1. +) И (0, 1 

1 1 | | fy, 
(J x) ’ (0, 1) И (0, 1) (=, 0) ’ (1, 0) И Gr 1. . Принимая BO 

внимание, что центр тяжести треугольника лежит в точке пересечения 

его медиан, получаем соответственно координаты центров тяжести 

| | | | | 2 2 | 
ячеек: , , =. Поскольку площадь 

6° 6 3° 3 6°? 3 

ячейки разбиения равна 8, TO 

T 2 5 3 узи з (Уз+Уз+2 Уз) - ых 
D 

х (1+ V24V10) > 3H (1 + 1,415 + 3,162) = =~ = 0, 402. 

Вычислим точное значение данного интеграла: 

1 1—х 1 

eee —- 3 =|l—x 

\\ VEF ga dy = { ax | Ух учу = | (Зе? И )dx = 
D 0 0 0 7 

1 
3 

2 > 2 2 
“3, ( 2?) = (I —2] = 0,4. 
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5. Замкнутая область О = [x® -++ y? < 1} разбита на конечное число 
квадрируемых частей D;(i=1, 2,..., п) днаметра, менышего чем 
5. При каком значении 6 будет обеспечено выполнение неравенства 

[sin 4) dedy — sin (xs + yp АР < 0,001, 
D 1=1 

где AD; — площадь ячейки D;, (x;, yi) € Орг 
Решение. В силу свойства аддитивности двойного интеграла, 

имеем: 

\\ sin (x - и) dx dy = Y sin (x + y) dx dy. 
D i=1D; 

Так Kak sin (x; + y;) AD; = (| sin (x; + y;) dx dy, To 

Dj 

КИ sin (x + и dx dy — у sin (x; + и) АР, < 

р i=1 

<У \\ [sin (+ y) —sin (x ид |dedy < 
i=] D; 

<У \\ х—ж|-+|у—и |) 4х4 < 
i=1 D; 

<V23¥ \\ dxdy=V38¥ AD, = V 228, 
i=] D; i=] 

поскольку площадь области интегрирования равна т. Требуемое нера- 
0,001 
75a = 0,00022. 

IIpw решении задачи мы воспользовались известным неравенством 

1х Fly —y:| <V2(e— xy + (Y— yD?) < V 282 = VB. 

6. Доказать равенство 
А В 

\X@¥ de dy = | X (x) ах. \ Y (y) dy, 

если 2 — прямоугольник: ax x<A, b<y<B. 
Доказательство. Будем > считать, "что написанные в доказы- 

ваемом равенстве интегралы существуют. С помощью отрезков прямых 
х = (1=0, 1,..., т—1) и уи= и; (| =0, 1,..., п — 1) разобьем 
прямоугольник D на ячейки — прямоугольники с ` вершинами в точках 
(%, у). Составим сумму 

т—1 7—1 

= > 2 f (xi, yj) AxiAy;, 
i= /= 
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где f(x, y) =X (x) ¥ (и). Поскольку [(м, yj) = X (i) У (У), то спра- 
ведливо равенство 

п] m—1 

o=s ( > Х (xi) Ах.) ( > У (у) Ау). 

При неограниченном измельчении ячеек разбиения о > \{ X(x)Y (y) dx dy, 
D 

m—| A n—1 B 

у, Х (x;) Ах; — \ Х (x) dx, у, Y (y;) Ау; — | Y (и) dy, поэтому 

i=0 a j=0 b 

A B 

IP XY W) dedy= J x(a) de [Yay 

При доказательстве формулы принято во внимание, что двойной 
интеграл от интегрируемой функции не зависит от способа разбиения 
области интегрирования и способа выбора точек, в которых берутся 
значения подынтегральной функции. 

7. Пусть f(x) —функция, непрерывная в промежутке а<х< 6. 
Доказать неравенство 

b b 

(сд dx) < (6a) [Рода 
где знак равенства имеет место лишь при f (x) = const. 

Доказательство. Рассмотрим интеграл 
b b 

I= \ dx | (0) —F(y)? dy> 0. 
a 

Интегрируя (и принимая во внимание формулу, доказанную в примере 6), 
получаем 

b b. 

T= | de | (P(x) —2F (OF) + PY) y= 
b 6 b b 

= (b—a) | P(x) dx —2 ( f(x) ах | Fy) dy + (6—a) | PY) dy= 

b b 

= 2((6—a) { 7*() dx —({F@) ax)) 
(так как значение интеграла не зависит OT того, какой буквой обозна- 
чена переменная интегрирования). 

Учитывая, что / > 0, получаем неравенство 
b b 

(b—a) | P(x)dx> (19%), 

что и требовалось доказать. 
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Знак равенства в доказанной формуле возможен лишь в TOM случае, 
когда [ =0, т. е. f(x) =/(y), где ие[а, 8], а хЕ[а, 6] — любое 
фиксированное. Но это справедливо лишь тогда, когда [(х) == соп$. 

8. Какой знак имеют интегралы: 

а) {| In (x? + y*) dx dy; 6) (| arcsin (x ++ y) dx dy; 
[x|+ly|<1 0<x<l 

—l<y<}—x 

3 
B) \{ ¥ 1—x° —y? dx dy? 

x?+-y?<4 

Исследование. a) Функция In(x?-+ у’) обращается в нуль 
в четырех точках: (1, 0), (0, 1), (—1, 0), (0, —1); во всех же осталь- 
ных точках области интегрирования (за исключением точки (0, 0), в ко- 
торой она не определена) имеем In(x?-+ y?)< 0. Таким образом, если 
интеграл существует, то он отрицателен. Существование интеграла 
(в несобственном смысле) легко доказать, рассмотрев интеграл по области 
|x|-+-|y|< 1c выброшенным кругом радиуса = >0 (=-> 0), имеющим 
центр в начале координат. 

6) Представим интеграл по указанному множеству в виде суммы 
двух интегралов: 

| arcsin (x + и) dx dy = (| arcsin (x + y) dx dy + 
0<х<1 0<х<1 

+ | arcsin (x + и) dx dy. 
0<х<1 

0<y<l—x 

В точках квадрата {0 <х<1, —l<y<0}, симметричных относи- 
тельно диагонали этого квадрата и= —х, функция f(x, y) = 
=arcsin (x-+ y) принимает равные по абсолютной величине и противополож- 
ные по знаку значения. Разбивая этот квадрат на симметричные отно- 
сительно указанной диагонали ячейки с одинаковыми площадями и 
выбирая в каждой паре симметричных ячеек точки (&, yi) и (Er, ne) 
такие, что / (5, yi) +f (Е, ni) = 0, получаем интегральную сумму для 
двойного интеграла функции f(x, у), равную нулю. В силу интегри- 
руемости функции f, имеем: 

\{ arcsin (x + и) dx dy = 0, поэтому 
0<х<1 

—l<y<0 

| | arcsin (x + и) ах dy = (| arcsin (x + y) dx dy. 
O0<x<l 0<х<1 

—l<y<l—x 0<y<l—x 

Интеграл, стоящий в правой части последнего равенства, положителен, 
так как подынтегральная функция положительна во всех точках тре- 
угольника {0 <х<1, O<y<1—vx}, за исключением точки (0, 0), 
в которой она равна нулю. Таким образом, исследуемый интеграл поло- 
жителен. 
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°в) В силу свойства аддитивности двойного интеграла, имеем: 

ити = || тожа 
ху? <4 ху? <1 

3 : 3 + | VIHA dedy+ | VIK EPP dedy. 
1<x?-+y? <2 2<x?-+y? <4 

Для каждой точки (x, у) из круга +? м <! найдется точка (Хх, и) 

из кольца 1 <x?-+ и? <2 такая, что У! (x? + yp) + Ie) = 
= 0, поэтому (Ha основании рассуждений, аналогичных приведенным 
в решении примера 6)) приходим к выводу, что 

уго -+ || VIF Pdedy = 
х2--2<1 1<x?+y?<2 

ms \| /1l—(e-+ 9%) dx dy = 0, 
x?+y? <2 

YI—@FP)dedy= || Убе 
х2--у*<4 = 2<х2--у? <4 

Так как У — (У) < 0, когда (x, у) 6 {2<х у < 4}, то (при- 
нимая во внимание последнее равенство) исследуемый интеграл отри- 
цателен. 

При решении примеров 6) и в) мы воспользовались тем, что ин- 
теграл Римана интегрируемой функции [ не зависит от способа раз- 
биения области интегрирования и выбора точек & в каждой из яческ 
разбиения. 

9. Найти среднее значение функции f(x, и) = sin’ х $1? и в квадрате 
О<х<ъ, О<и<тх. 

Решение. По определению, 

x 2 

fep (х, y) == || sin? xsin® y dedy = 4 (( чп? хах) =-. 

0 О<х<т 
О<у<т 

10. Пользуясь теоремой о среднем, оценить интеграл 

l= dx dy 

_ 100 + cos? x +. cos? у 
Ix]-+1y{<10 

Решение. На основании теоремы о среднем (п. 3°) и того, что 
площадь области интегрирования равна 200, имеем: 

200 

= pO cost Ecos’ где ($ a) € {ix| 19| < 10}, 

откуда получаем оценку 1,96 < [< 2. 
11. Найти среднее значение квадрата расстояния точки круга 

(x — а)? + (у— 5) < В* от начала координат. 
Решение. Обозначив через p(X, у) расстояние точки круга от 

начала координат, получим: 

р? (х, у) = -и?; (x, УЕ ((х — а) + (у— 6 < R*}. 
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Согласно определению среднего значения, имеем: 

2 1 
Pep (%> Y) = ср || р’ (x, у) dx dy. 

(x—a)?+(y—b)? < Е? 

Перейдя к полярным координатам по формулам х— а = pcos9, 
у— 6 = рЯпф, получим: 

2% 

pep (х, И) = а + 6?) p + 26° (acosy+bsing)+6°)dp= 

ею ‘jaa pe, 

В задачах 12—14. в двойном интеграле | [(x, y)dx dy расставить 
D 

пределы интегрирования в том и в другом порядке для указанных 
областей интегрирования D, 

12. 22 — замкнутый треугольник с вершинами O(0, 0), А(1, 0), 

В (1, 1). 

Решение. Применив формулы (4) и (4’), получим: 

Ks sae dy = | de [fee nay = Sty rs y) dx. 

13. 2 — замкнутый треугольник .c вершинами O(0, 0), A(2, 1), 
В (—2, 1). 

Решение. При внешнем интегрировании по х область интегри- 
рования необходимо разбить на две области, в каждой из которых при- 
менима формула (4). Таким образом, 

0 1 2 1 

ВАС у) dx dy = | dx \ f (x, u) dy + \ dx | f(x, y)dy = 
D — x 

= 2 

1 2y 

=\dy | F(x, y)dx 
0 —2y 

14. D—xpyr хи < у. 
Решение. Применив формулы (4) и (4’), получим: 

st+V t-* oy 

\\ Fs, pdedy= | de [fix ways 
+ ИР 

1 У . 
=\ dy \ f(x, и) ах. 

0 ЗУ 
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15. Доказать формулу Дирихле: 

фак} Ро д | dy | Fe дах @>0, 
Доказательство. Пусть функция f определена и ограничена 

в замкнутой области Г), = {0 <х<а, у=х, х=а} и может иметь 
в О, разрывы лишь на конечном числе гладких кривых; тогда повтор- 
ные интегралы, записанные в условии задачи, существуют. Обозначим 
через Г), дополнение области D, до квадрата О = {0 <х«а, 0< 
< у<а} и определим в Р функцию Е следующим образом: 

__ 0, (х, у) € Da, 

PM =| P(x, и), (х, y)€ Dy. 
Для функции Е существуют повторные интегралы 

= (ax FU y) dy, = (dy | Fe, y) dx. 
о 69 6 0 

Pa306beM замкнутую область D с помощью прямых x= x; (i =O, 1, 
., п), y=y; (=0, 1, ..., т) на ячейки-прямоугольники $; вы- 

берем произвольно точки (&, y,;) € Si; и составим. интегральные суммы: 
n—1 ;m—1 m—1 ;n—|l 

S.= D(E Fes wi) Ay) dx, S = (DFG a) dx) dy, 
i=0 \j=0 j=0 \ t==0 

При достаточно мелком разбиении квадрата D справедливы оценки 
[1 — 91| <е, |5 —52| < в, где ¢ > 0 — произвольное, наперед задан- 
ное. Поскольку S,; = $ (в этом легко убедиться непосредственно), то 
Г =. Далее, в силу того, что при любом фиксированном хе (0, а) 
справедливо равенство 

\ Fe, y) dy = | Fle, y) dy + | F(x, y) dy = | Fe y) dy 

и при любом фиксированном y € (QO, а) выполняется равенство 

(Fu, dx =| Fe, y de + ( Fw de = § fx y) dx, 
0 0 у у 

из условия /, = /, получим: 

(av ( Foe dy = (1. y) dx, a >0, 
0 0 0 у 

что и требовалось доказать. 
Для ограниченной функции |, заданной в замкнутой выпуклой 

области G более сложной структуры и имеющей в этой области раз- 
рывы на конечном числе гладких кривых, также можно доказать ра- 
венство повторных интегралов. Для этого нужно вписать область @ 
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в прямоугольник и образовать функцию F, равную [в С и тождест- 
венно равную нулю на дополнении к множеству всех точек прямо- 
угольника. 

Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах: 
2 V 2x—x? 

16. Jax | f(x, и) dy. 
a 

Решение. При изменении у от 0 до | х изменяется в области 

интегрирования от 2 — у до 1+ ИУ 1 — и, следовательно, получим пов- 
торный интеграл. У] 495 avi у р т 

(dy | f(x, да р | 
0 2—9 / eae | у=а 

2а V 2ax y=V2ax-x? ‘ 
7. {4% | f(x, ydy (@>0). 

6 Уж —х 
Решение. Разобьем замкнутую область 

{0<x < 2a, V 2ax—xv? <у< V2ax} с помо- 
щью прямой и =a на три области (рис. 2). Получим сумму повторных 
интегралов: 

Рис. 2 

а a—V a?—y? 2a 

9 | уфе | f(x, y) ade 
0 4 а--У а*—у? 

2а 

2а 2а 

+ | dy | Fe, у) ах. 

2a 
e Inx 

18. | dx | F(x, yay. 
1 0 

Решение. При изменении y от 0 до | х изменяется OT е7 до е, 
следовательно, изменив порядок интегрирования, получим интеграл 

1 е 

аи} f(x, дах. 
0 

2 sin x 

19. \ dx \ F(x, и) dy. 
0 0 

Решение. Запишем сначала интеграл в виде 
2r sinx sinx 0 

| ax | f(x, i) dy = Vas \ F(x, vy dy — (4 | F(x, уау. 
sinx 

а затем в каждом из интегралов поменяем порядок интегрирования. 
При изменении у от 0 до | x изменяется от arcsiny до п — агсз и, 
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a при изменении у от —1 до О x изменяется от w—aresiny до 2x + 
-- arcsin у, поэтому получим разность интегралов: 

1 mw—arcsin y 0 2n--arcsiny 

\ dy \ P(x, y)dx — \ ау \ f(x, у) ах. 
0 arcsiny —1 m—arcsiny 

20. Вычислить интеграл || y’ dx dy, если область интегрирования D 
D 

ограничена осью абсцисс и первой аркой циклсиды x =а(— зтй, 
у=а(1 —cost) (O0<t < 2). 

Решение. Перейдем от двойного интеграла к повторному по 
формуле (4): 

ona 27a 

има - \ вии | уз dx. 
0 0 

В последнем интеграле перейдем к переменной ¢. Тогда получим: 

2ка Qt Qn 

иж“ | — cos t)* dt = = sin? 5 dt = 
6 0 

В двойном интеграле /[ == |} f(x, и) dx dy перейти к полярным коор- 

динатам р и фи расставить пределы интегрирования, если: 
21. D—xpyr V+ yy <a’. 
Решение. При изменении ф от O до 2x р изменяется от 0 до а. 

По формуле (9), получим: 

2n a 

[= \ dg | of (рс0$Ф, psing) 4р. 
6 

22. D—xpyr х*-- у’ <ax (a>0). 
Решение. Гри переходе к полярным координатам х изменяется 

Te 
в пределах от — > AO 9? а р изменяется OT 0 до acos ф, Таким образом, 

2 а cos 9 

[ = | de \ of (p cosy, рэ 9) dp. 
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23. 2) — треугольник O<x< 1, O<y<1—x. 

Решение. Очевидно, О<э<-, а р изменяется от О до p= 

| 
= — . Так ше cos аким образом, 

п 1 

2. sin P-FCOS ф 

=| de \ pf (pcos, psing) dp. 
0 0 

. x 
24. D — параболический сегмент —Q <x <a, — 7 <у<а. 

Решение. Область интегрирования разобьем с помощью отрезков 
лучей у=хиу= —х (иу> 0) на три замкнутые области (рис. 3): 

| № 
два параболических сегмента D, = 10 <х<а, = <у<х, D, = 

2 

=|-a<x<0, кур и тре- У] 
угольник О; = {—a <x <a,|x|<y<a}. y=-x yea y= 
В силу свойства аддитивности двойного Г dT 
интеграла, имеем: И 

_x2 
3 Уа 

I=) NN 16s y) dx dy. — 
j=l о х 

В D, ф изменяется от 0 до р ‚ар Рис. 3 
asing ST asing 

изменяется от 0 до р = cost . В D, имеем зо < т, 0<p< соя › 

к п 
ав Р., очевидно, 1 << т, О <р< асозесъ. 

Переходя в двойных интегралах к повторным, окончательно получаем: 

asing 

cos? ф 

dy \ pf (р с0зф, p sin $) dp +- 

а cosec ф 

7 

r= | 
0 

3a 

4 

+ | de \ pf (pcos, p sing) dp + 
т 0 

4 

asin 

cos? ф 

+ de \ pf (pcos, р sing) dp. 
зп 

4 

25. В каком случае после перехода к полярным координатам пре- 
делы интегрирования будут постоянные? 
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Решение. Допустим, что при переходе к полярным координатам 
после замены переменных в двойном интеграле получим: 

ВИ у) ) dx dy = | de | of (р cose, p sing) do. 
Фо Го 

Мы видим, что в самом общем случае область интегрирования огранни- 
чена двумя лучами ф =, $ =‹: и двумя концентрическими окруж- 
HOCTAMH р =f) И р =f}. 

Перейти к полярным координатам р и © и расставить пределы 
интегрирования в том и в другсм порядке в следующих интегралах: 

1 1 

26. 1 =| dx\ F(x, yay. 
0 0 

Решение. Если после замены внешнее интегрирование произво- 
дить по ©, то квадрат О = {0 < х< 1, 0-< ух 1} следует представить 
как объединение двух замкнутых областей с общей частью границы: 
О; = {О<х<1, О<зу<х} и ОЭ. = |0 <х< | хху< 1. ВЫ 

п к ] 
O<9 <7, О<р< зав: 4 << 

| 
д ‚ О<р< ——. Записав 

п 

2 sin @ 
исходный интеграл в виде 

1 x 1 

I= \de(\ F(x y) dy + F(x, y) dy) 

и перейдя к „полярным координатам, получим: 

п 
Dy 

т 1 

4 Os ф 5зтф 

1-4 т of (р cos¢, p sing) ар + a \ pf (pcos, рэп о) dp. 
0 

Заменим теперь переменные так, чтобы внешнее интегрирование 
производилось по р. Для этого разобьем квадрат D на две замкнутые 
области D; И р, с общей частью границы: D; ={7+y<1, x>0, 

y> 0}, р ~l0<x<l, Vi-x<y<il}. В О: 0<p<l, 0< 
<o< > ‚ав р, 1 <р< |2, arecos <o< arcsint — Записывая 

исходный интеграл в виде 

У1—х? 1 1 

1 = | de( | fe, уч | fle yay 
0 0 V 1—x? 

и переходя к полярным координатам р и $, находим: 

1 

I= | do | Г (p cos ф, p sing) de + | р do | f(pcos¢, p sin $) dg. 
0 1 

arccos — 
p 

xan Si 1 9 V3 aresin р 
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1 V i—x? 

27. 1=\dx | F(x, y)dy. 
0 1—х 

Решение. Функция [ задана в круговом сегменте (рис. 4). После 
замены переменных внешнее интегрирование произведем по Ф. Для 

к 

этого область интегрирования запишем неравенствами O<9P<z, 

| e Sing pcos <p< 1; тогда получим: У 

р 
[= | dy | pf (pcos, р sing) dp. 

0 —= cosec ($ + > 

О 
Теперь произведем внешнее интегрирование по 

р. Записав область интегрирования с помощью не- 
1 . 1 

равенств V5 <p<lgi<¢?< ф», где $1 = arcsin — 75 — 

— фи, после замены переменных получим: 

3n — arcsi 4 csin —— 
1 eV 2 

1={ p dp | (pcos, рэп $) 4$. 
1 

V3 
` агс$1п 1 * Va 

p 4 

2 x«V2 

28. I= | ах \ (Иж у?) dy. 
6 x 

Решение. Внешнее интегрирование после замены переменных 
п 

произведем по $. Задавая область интегрирования неравенствами д < 

J | <g¢<arctg2, 0<p< as ‚ получаем: 

2 

arctg 2 cos ф 

fp I= | de | м) dp. 
ee п 0 

‘ 7 

57 Теперь разобьем область интегрирования на 
две замкнутые области (рис. 5) с общей частью 

д 7° границы: О. = [0 <р<2Т2, р <o<arctg)V 2}, 

Puc. 5 р, V 2<p<2)V3; arccos > < <arctg V3}. 

После замены переменных найдем: 
272 arctg V2 2V3 arctg V2 

[= \ ef (р) dp | de +- № pf (р) dp \ dg = 
0 + 2V 2 arceos ~~ 
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272 23 

== (aretg V2— =) | pf (р) dp + \ (aretg V 2 —arccos 2) ef (р) do. 
272 0 

29. [= (ax Fox y) dy. 
0 0 

Решение. Область интегрирования в новых переменных зададим 
п sin 9 ] 

с помощью неравенств 0 <Ф < 4’ cote < В < cose" Тогда получим: 

п 1 

У) у 4 cos 9 

1=\ de | pf (pcos¢, psing) dp. 
р 0 sin 9 

. 2 cos? ф 

у С помощью дуги окружности единичного ра- 
диуса разобьем область интегрирования на две 

о jx замкнутые области D, и Dz с общей частью гра- 
ницы (рис. 6). В области D, р изменяется от 0 

Рис. 6 до 1, а для определения пределов изменения ф 
необходимо решить уравнение 9 Sin o = р? с0$* <. 

В области О. р изменяется от 1 до V2, а для определения пределов 
изменения ©, кроме упомянутого уравнения, необходимо решить урав- 
нение рсозф = 1. Решая эти уравнения относительно ¢, находим соот- 

ИГ 4—1 

2p 
. I 

ветственно ф = arcsin ‚ Ф= агссоз >. Таким образом, 

V1 tut 

2p 
) D,=|0<e<1, 0 < о <arcsin 

_ Turd? — 
р. = {1 <p<V2, arccos — << arcsin у! —: |, 

Отсюда получаем: 

aresin He" — 

T= \ pd | (pcos ¢, p sing) de + 
д 0 

V3 arcsin у — —! 

+ | р dp | (pcos, р 511 $) dg. 
6 

30. [= лс, y) dx dy, где область О ограничена кривой (х? -- 
D 

+ y*)* = а (м — у) (x > 0). 
Решение. Полагая х =pcos9, y=psing, получаем уравнение 

—_ п к 

границы области интегрирования в виде р = aV cos 29, — я SPS 1. 
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Производя внешнее интегрированпе по ©, имеем: 

aV cos 2$ 4 
“3.4 | pf (pcos¢, p sin $) dp. 

Для осуществления внешнего интегрирования по р запишем область 
р? ] 

aii с помощью неравенств O<p< — 5 arccos * << 

l 
< > arccos + =. Таким образом, после замены переменных получим: 

к arccos a 
2 a? a 

I= | ра \ Ё (2 с0$Ф, р sing) dg. 

0 — 1 arccos р" 
2 а? 

Считая, что р и © — полярные координаты, изменить порядок ин- 
тегрирования в следующих интегралах: 

к 

2 а cos 9 

31. } de \ F(o, p)do (a >0). 
2 

Решение. Функция f задана в круге O<p<acos¢ (а >0), 

—э <<. Представим область определения функции f с помощью 

неравенств 0 <р=<а, —агссоз — < $ < arccos = . Изменив порядок 

интегрирования, получим интеграл 

p 
arccos — 

\do | Гор (a>0). 
0 —агссоз = 

аУ sin 2$ 

de \ КФ, p)dp (a>0). 
0 

Решение. Зададим множество, Ha котором определена функция i, 
a 

с помощыо неравенств 0 <p <a, x arcsin — оо — > arcsin oe 

Тогда после изменения порядка интегрирования ПОЛУЧИМ интеграл 

и 1 csin p2 
— — arcsin — 

a 2 2 а? 

\ dp | f(g, р) 4? (a > 0). 
0 i arcsin Е. 5 — 

445



33. ae | Fe, p)dp (О<а< 2r). 
0 

Решение. Если переменная о изменяется от 0 до а, то перемен- 
ная ф изменяется от р до а, поэтому после изменения порядка интег- 
рирования получим интеграл 

а 

} de f(g, р) dg. 
0 р 

Перейдя к полярным координатам, заменить двойные интегралы 
однократными: 

34. 1= \\ f(VP FA) ака, 
ху? <1 

Решение. По формуле (9) получим: 

2 1 1 

I = | de | of (о) ар = 2 pf (p) dp 
0 0 0 

(так как внутренний интеграл OT @ не зависит). 

35. 1=\\ F(VP+ а) ах ау, где Б= (у <[х|; |x| < 1. 
р 

Решение. В силу симметрии области D относительно осей коор- 
динат, а также симметрии подынтегральной функции, имеем: [= 

=4\ (Уз) 4х ау, где О; = (0 <уж<х, 0<х< |. 
р 

Перейдем к полярным координатам и внешнее интегрирование про- 
изведем по р (в случае внешнего интегрирования по Фф мы не получим 
однократного интеграла, так как внутренний интеграл будет зависеть ото). 

Разобьем область интегрирования D, на две замкнутые области 

р: и р, с общей частью границы: D, = {0 <p<l, 0<¢< = , 

D; — {1 <p< V 2, arccos —- <o< =}. После замены по формулам (9), 

HCHOJIB3S YA СВОЙСТВО АДДИТИВНОСТИ ДВОЙНОГО интеграла, получаем: 

1 4 V2 7 

[=4 | of (e) de | de +\ of () de J dp = 
arccos ~~ 

у 

= (5 of (p) do 4. (= — arccos 4) of (p) dp} = 
$ 
1 V2 

= =| ef (p) dp + \ (: — 4arccos 1) of (р) dp. 
0 1 
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36. [= || (“ака 
x+y? <x | 

Решение. Полагая х=рсо$Ф, y=psing, получаем: [= 

2 2 

Dy, 

OT двойного интеграла к повторному, имеем: 

> cos ф 7 cos ф 

[= | 4$ | f (tg 9) рав = | Г (tg +) de | pdp = 
т 0 п 0 

-2 -= 

—_ | F(t ae _ 1 \ о 1 

= (Эр. №=5 | cos’: F(te ¢) de. 

-5 | -> 
Переходя к полярным координатам, вычислить двойные интегралы: 

37. [= | Ух + y? dx dy. 
х?--у?2 <Q? 

Решение. Используя результат решения примера 34, имеем: 
а 

паз 

Гат фи, 
0 

38.1= | sinV® + Pdxdy. 
п? < х2--у? <4т? 

Решение. Используя результат решения примера 34 (и принимая 
во внимание, что область интегрирования — кольцо), имеем: 

[= 2* F sin ede = 20 (p cos p|5. + ( COS dp} = —6r?, 

39. Квадрат D=\a<x<arh, b<y<b+h} (a>0, b>0) 

с помощью системы функций и = — ‚ u=Y) xy преобразуется в об- 

ласть 0’. Найти отношение площади области О’ к площади области р. 
Чему равен предел этого отношения при fh — 0? 

Решение. Обозначим через Pp площадь замкнутой области Ш’, 
а через Рр — площадь квадрата О. По формуле (8), имеем: 

р (в, 0) 
Pp | аи Ре 7 dx dy, где 

D’ D 

у? 2y 

B (us 0) Uy My] ‘ 1 м ,{—-—3 -> > 
D (x, и) — Ux Uy |] —5 > 1 —= > =— go Yrs 

ge У 5х 
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р (и, v) Переходя от двойного интеграла \ \ | D (x; 9) 
D 

| dx dy к повторному, по- 

лучаем; 

a-+h 3 b+h ЕЙ 

риа.) 
=5 (Е =) (ЕЕ hPVbLA— РУБ) = 

=5. УРЕНУВУТЕЕВ(УРУРЫ + (26 + V5-Fh) = 

6 Ae (O2 + (b+ Ah)? + 6 (6 +h) + (20 +h) VO (OA) 
5 (Уз Е + Иа) (ИУ + У Уа@- в 

Поскольку Pp = #?, то 

Ри 6 В + 6(6 +h) +204+h VOOM 
Рр 5 (ИУа- Е + Иа) (УБЕЕ+НУ Vath ‘ 

Переходя к пределу при Й -» 0, находим: 

lim Pp =3(4) 
h-+0 Pn 2\a 

3 
5 

40. Вместо х и у ввести новые переменные и и и и определить 
п 

пределы интегрирования в двойном интеграле | = | f(x, и) dx dy, где 
D 

сбласть интегрирования О ограничена кривыми Vx+Vy=Va, х=0 
у=0 (а>0), если х =ucostv, y =usin'v. 

Решение. При заданном отображении имеем: 

D(x, y) _ |cos*v —4u cos’ озто Ш диз 5 
D(u ov) |sintu 4usin?vcosv} — ИМИ 960$ 9, 

и по формуле (8) получаем: 

= 4 | f (и оз о, usin* о) |u| - | $13 vcos® 9 | du dy, 
D’ 

где 0’ — замкнутая область В плоскости (и, и), отображаемая с помощью 
преобразования x = ucos*v, и = ип“. 

Чтобы перейти от двойного интеграла к повторному, найдем пре- 

делы изменения переменных и и 9. Кривая Ух + Vy = Va переходит 
в отрезок прямой и = а. Если (0, y) — любая точка, лежащая Ha OT- 

резке х= 0, O< y <a, то, очевидно, v = x3 если точка (xX, 0) лежит 

на отрезке и =0, О<х«<а, то и= 0. Началу координат в плоскости 
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(x, и) соответствует множество точек и = 0. Таким образом, переходя 
к повторному интегралу, получаем: 

7 
a 2 

[=4 tu du | f (ucos! v, и sin* v) sin? 9 cos® v du. 
0 0 

41. Показать, что замена переменных x + y= & y= переводит 
треугольник О<х<1, О<у< 1 —х в единичный квадрат 0<#<1, 

О<т< 1. 
Доказательство. Началу координат в плоскости (x, и) CCOT- 

ветствует, очевидно, множество точек & =0. При y=1l—x &=1, 
л=1р—х. Таким образом, отрезок y=1—x, О<х< 1 переходит 
в отрезок §= 1, О<т< 1, причем при возрастании x от 0 до | пере- 
менная у убывает oT | до 0. 

Посмотрим теперь, во что переходит отрезок х=0, O<y<l. 
В плоскости (=, 7) имеем: О<Ё<1, y=1, т. е. получили отрезок 
прямой 7 = 1, длина которого равна |. Совершенно аналогично убеж- 
даемся в том, что отрезок у = 0, О<х< | переходит в отрезок 0 < 
<f<1,74=0. 

Мы пжазали, что граница треугольника и его вершина с коорди- 
натами (0, 0) перешли в границу единичного квадрата в плоскости 
(Е, 4). Осталось показать, что любой внутренней точке треугольника 
в плоскости (х, и) соответствует внутренняя точка квадрата в плоскости 
(Е, 1). Если О<х<1, O<y<1—x, 70 0<§< 1, O< &(1—y)<1, 

откуда следует, что O< y< 1, т. е. точка (&, 1) является внутренней 
точкой квадрата. 

Произведя соответствующие замены переменных, свести двойные 
интегралы к однократным: 

42. 1= (| flax+by+c)dedy (a? +0? +0). 
x?ty?<1 

Решение. Произведем замену переменных в интеграле по фор- 

мулам хе — И И = ы +. ae: Тогда 
м Vere Упр’ ’ Упрты'уяря 
are : —l,axtbytcoc=V@+ Cute, w+? < 1, следовательно, 

J = | (ИУ Рис) аи = 
u?ty? <1 

| Уи? 1 

= \ du f Ve - bu+c)dv=2 \V 1 — wf (Va? + bute) du. 
—1 

& 

—1 — la 

43. [= \| i (xy) dx dy, где область D ограничена кривыми xy = |, 

xy = 2, y= x, y=4x (x >0, y >0). 
Решение. В двойном интеграле произведем замену переменных 

по формулам ху = и, у == их. Тогда | <и<2, 1<0<4, х=и?и ?, 

у=и?0?, 
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; -2-L 11-3 
__ 2 2 __ 2 2 

Din yy [2% 0 gure 1 
р (и, о) _ 1 i 1 1 Id ~ Qu? 

zu 7v —ur2y 2 
2 

|| fu ee du do = 1.6 40 ош во (Fy 
1 1 l<u<2 1 

1<9<4 

Значение якобиана можно было бы вычислить, используя следую- 
. . Бу _ 1 Р (и, v) 

щее его свойство: тури. В нашем случае 5 Gy) = 

D (x; у) 
ух 9 _ 2y В (ху _х _ 1 = Цит х’ Откуда рии а, = 55. 
x 

Вычислить двойные интегралы: 

44. 1= |\ (2+ y?)dxdy. 
ху“ <1 

Решение. Переходя к полярным координатам р их, получаем 
уравнение границы области интегрирования в виде р“ ($1“® + с0$* Ф)=1, 

| 
откуда O< p <j ‚ O< o < 2x. Заменяя двойной интеграл 

У sin* » + cos! $ 
повторным, находим: 

1 
= 

Qn У sin* +cos* @ 2a 

] 
== 3 — => — I | de ig dp 4 \ es cos4 ф \ sare cos! ф 

0 0 0 0 

п 

2 

Полагая в интеграле tg = Ё, получаем: 

fons] 

TP р 

0 

5.
 1 {2 — 

rp ad = (75 arcig oe + Vi sen 7 , = 

45. [= \ (x + и) dx dy, где область D ограничена кривыми y’=2x, 

x+y=4, x a y = 12. 
Решение. Прямая x+y=4 и парабола у? = 2x пересекаются 

в точках с абсциссами х =2 и x = 8, а прямая х -|+ y = 12 и парабола 

у? = 2х пересекаются в точках @ абсциссами x = 8 их = 18, поэтому 
область интегрирования можно представить в виде объединения замк- 

нутых областей О; = {2 <х< 8, 4—x<y<V2x}, р, = {8 <х< 18, 
—И 2x <y< 12—x}, 
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Переходя от двойного интеграла к повторному, получаем: 

8 V 2x 12—х 

I= | dx x) @wt+y) iy + fae | («+ y)dy = 
4—х 

8 18 
(x + y)? mn) (+ и — (ее вая dx т, | уз dx = 

8 5 18 3 
=| (24 Vax? +х— 8) ах | (2—5 43x? —x)dx = 543, 

2 8 

46. [= (| xydxdy, где область D ограничена кривыми xy = 1, 
р 

о 

Решение. Для определения пределов изменения переменной х 
найдем абсциссы точек пересечения гиперболы xy = 1 и прямой x + 

5 
-- у=-5 из квадратного уравнения 2x*— 5x -+2=0, решая которое, 

| 
получаем: ху => Xe = 2. Таким образом, имеем: 

Решение. В точках квадрата О<х<т, О<усх< т, симметрич- 
ных относительно его диагонали х-- у=т, функция f принимает 
равные значения, поэтому справедливо равенство: 

=2 ({ lcos (x + и) | dx dy. 
O<xer 
О<у<=—х 

e к 
Разобьем область интегрирования отрезком прямой х-- у= на две 

области, в одной из которых с0$ (х | и) положителен, а в другой — 
отрицателен. Тогда, представляя интеграл по области в виде суммы 
интегралов по указанным областям и переходя от двойных интегралов 
к повторным, получаем: 
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T vis Tv 

2 9 “2 

[= 2 \ ах \ они .) cos (x + y) dy — 
0 0 

T—X 

т 

к T—X 

—| dx | cos (x + и аи] =2 Г Ге f sinxa on. 
0 0 к 

2 

п 

2 

Рекомендуем читателю для наглядности воспроизвести область 
интегрирования на рисунке. 

48. | = || <4 
V2 

xPty?<] 
Решение. Переходя в интеграле к полярным координатам р и о, 

находим: 

-|\ р *|sin(y + 3 2) —p|dede. 
0<p<l 

0<9<2t 

Поскольку множество точек замкнутой области {0 <p<sin Ё -|- = , 

—+ <o< ss принадлежит множеству ОР = {0<p<1, 0<¢ < м}, 

то интеграл по области D можно представить в виде суммы интегралов 
Зп 7x . п 

по множествам D, = {0 <p<l,7<9< rm » Оо = {sin (¢ +=) < 

3 3. 
<p<l, ко, D,={0 <р<п(е+*), <<" 

Внутри областей Ду и ПО. функция a(¢, р) =зт (¢ ++ = — p — отри- 

цательна, а внутри замкнутой области О. — положительна. Таким об- 
разом, переходя от двойных интегралов к невторным, получаем: 

Зк 

4 1 

~{ ae (¢ —p эт (2+ =) ар + | de \ (#— 
к 

4 т (+= 

м
 

а
 

Зк к 
7 sin (; + =) 

—p*sin(y +4) dp + 4$ | (тети) = 

тя В ar 
4 р 4 

-| (x_sb+4)) | ты + =) + 
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dr 
— 

4 

1. 3 . 1. 9 
яме") ф-та | (3 + 2sin 29+} sin 4e) dg = Эт 

т 

4 

Читателю будет полезно воспроизвести на чертеже области интегри- 
рования D,, De, Dz. 

49. 1= \\ Viy— #2 | dxay. 
[х|<1 
0<y<2 

Решение. Внутри замкнутой области Dy = {ix|<1,0<y< х"] 
выражение y—xX? отрицательно, а внутри замкнутой области О. = 
== {|х|<1, х* <у< 2} — положительно, поэтому имеем: 

[= || Ух" — уах ау || V y —x? dx dy. 
О: D2 

Заменяя двойные интегралы повторными, находим: 

[= ИУ аи = 
—1 x? 

1 

= (6 у 
1 1 

не] «=3+3 Je—xP ax 

y=0 3 

рр + (Y — X?)? 

y=2 ax = yx? 

Полагая в последнем интеграле x = У 2 зщ, окончательно получаем: 

4 
[= +4 \ (3 4 2cosa4+ #243, 

Вычислить интегралы OT разрывных функций: 

50. [= \| son (x? — и? -+ 2) dx dy. 
х?-- у? <4 

Решение. Область интегрирования симметрична, а в симметричных 
относительно осей координат точках подынтегральная функция прини- 
мает равные значения, поэтому можем написать: 

[= 4\\ sgn (x? — у? +. 2) dxdy. 
x+y? <4 
x>0, y>0 

Решая в области интегрирования неравенство x? — y?+2> 0, полу- 

чаем y<Vx2+2. При у>Их?-2, очевидно, x?—y?+2<0. 
Представляя область интегрирования как объединение замкнутых областей 
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Di={(O<x<l, 0<y¥<V¥P42, 1<x<2, 0<у<у4— м 
и р. = (0<х<1, VP 4+2<y<V4—+'}, видим, что внутри О: 
подынтегральная функция равна |, а внутри О. — равна — 1. Следо- 
вательно, записав интеграл по заданной области интегрирования как 
сумму интегралов по множествам D, и О. и перейдя от двойных инте- 
гралов к повторным, получим: 

1 У я?-2 2 V4—x? 1 V4—x? 

=4(Jas Км | ша | ty) = 
0 0 | 0 0 уж 

1 2 

= {(}ФУЯ 42 —-VI—#) + | VIF dx) = 
0 

Е 2 
=4 (uve +94 2In(x + Vx? + 2)) | —4 | cos® tdf + 4 {costed} 

6 

. +2(. +92 |) = 

6 

= (V3 а — oft -+5 sina 

У 1+V3 , 4n — 8 д an In Vi +5 

51. J = \| [x + y] dxdy. 
0<x<2 
0<y<2 

Решение. Разобьем область интегрирова- 
ния — замкнутый квадрат, длина стороны кото- 

х рого равна 2,— на четыре замкнутые области 
с помощью отрезков прямых х-Н и= /(j= 1, 2, 
3) (рис. 7) и обозначим эти области соответствен- 
но через D, (Е = 1, 2, 3, 4). ` 

Обозначим подынтегральную функцию через /, тогда f(x, и) =Е—1 
(К = 1, 2, 3), если (x, и) Е О, — внутренняя точка замкнутой области О... 

Обозначая через $, (Е = 1, 2, 3, 4) площади областей D,, имеем: $, = 
] 3 l 

= 5, 2= 5, S3=S.=5, Sy=S,=-5. Таким образом, получаем: 

Puc. 7 

2 

4 4 

=>) || (к, уаз = У (k —1) Sy = Sz + 23, + 35, = 6. 
р Ь k=1 

52, [= \{ У [y — x?] dxdy. 
x*<y<4 

Решение. Из соображений симметрии заключаем, что интеграл 
можно написать в виде: 

[=2 \J У [y —x?] dxdy. 
x? <y<4 
0<x<2 
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С помощью кривых и; = x°-+ 7 (j= 1, 2, 3) разобьем область инте- 
грирования на четыре замкнутые области D, (В =1, 2, 3, 4) (рис. 8). 

Если (x, y)€ De, то V[y—x]=VkR—1 (=1, 2, 3, 4). Таким 
образом, можем написать: 

4 

[= 2 SVE dxdy. 
k=.1 Dp 

Интеграл по множеству О, представим в виде суммы интегралов по 
множествам Dy) = O<x<V5—(kR+1), P+k—l<y<x*+hk} и 

Di? = {V5—(k4+ 1) <x<V5—k, 2 +k—1 <y <4} и перейдем 
к повторным интегралам: 

| | деду = [[ dxdy + | dxdy = V5—E FD + 
Dp Dp? p 

k 

+ (5—k) (V5—k-V5—(k + 1) — 
3 

—1(6—m? —6—@+1)?). 
Окончательно находим: 

1=23 ИРИ 1) + (5—k) (V5—k— 

3 3 
У 1 (—9* -6-@+0” = 

=+(4—3V2 +413). 
53. Доказать, что 

[= (| x"y"dxdy = 0, 
x+y? <a? 

если Е и п — целые положительные числа и, по меньшей мере, одно 
из них нечетно. 

Доказательство. Заменив двойной интеграл повторным, получим: 

а Уа:—х2 

[= || x®y"dxdy = | x®dx | уау. 
x?+y? <a? —а —V a?—x2 

Если Е — нечетное, а п — четное, то функция 

И 
я =х | уму 

= 
является нечетной на сегменте [—a, а], в силу чего 

а 

1= \ @(x) dx =0. 
—а 
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Если же п — нечетное, то справедливо равенство 

ув 

y"dy = 0, 
—Var—x? 

в силу которого (x) =0, x €[—a, а] при любом натуральном ku / = 

8 . ] 
54. Найти Ира || f(x, и) ахау, где |-— непрерывная функция, 

x+y? <p? 
Решение. Переходя к полярным координатам г и © и применяя 

теорему о среднем, получаем: 

1 - = -,- 
в \\ f(rcose, гзш $) гагао = f(rcosy, rsing), 

O0<r<p 
0<9 <n 

где (г, Ф) — некоторая точка круга O<r<p, О<ф< 2т. Когда p-+0, 

то и г 0, поэтому, в силу непрерывности подынтегральной функции, 
имеем: 

lim 1 || f(x, y)dxdy =f (0, 0). 2 
0 пр ee 

р ха-у? <p? 

tx 

56. Найти F’(f), если F(t) = || е и dxdy. 
O<x<t 
O0<y<t 

Решение. Полагая в интеграле х=ш, y=tu(t >0), получаем 

F(t) =сЁ, где с = \| e ” dudv. Дифференцируя по &, имеем: F’ (t) = 
0<и<! 
0<v<l 

2 2Е (1 =2t =4c?==8 (0). 

56. Найти F’ (1), если F (1) = \{ V x? - и? dxdy. 
(x—Z)® + (y—t)? <1 

Решение. Произведя в интеграле замену по формулам x—t = 
=pcos¢, УИ —{ == рзШф, получим: 

F()= || Ур сое) + @ Е рып 9) рараф = 
0О<р<1 
0<9<2z 

on 1 

= | dy | V+ рез)? + EF ping) pdp. 
0 0 

Записав повторный интеграл в виде 
2u 1 

Fi) = { @(t, ¢) de, ме O(t, = \ У pees 9)* @ + psing)*pdp 
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и применив формулу Лейбница дифференцирования по параметру, 
найдем: 

on 20 1 

F'() = т 69) dy — { de | (t+ pcos $) + (t+ p sing) 

0 V (+ pcos $)? -+ (fF p sin $)? 
0 

x+y = || dxdy. 
Хи <1 Их? ++ у? 

57. Найти F(t), если Е = |) f(x, y)dxdy ¢ >0). 
x ty?<t? 

Решение. Перейдя в интеграле к полярным координатам риф 
on 

и заменив двойной интеграл повторным, получим: F (t) = | Ф (Е, ¢) dg, 
6 

t 

ме ® (t, 9) | pf (pcos, psing) dp. 
0 

Применяя формулу Лейбница дифференцирования по параметру, 
получаем: 

2“ 2r 

, ОФ (ft, д . 
Е’ (t) = \ oD de = \ (2 | of (ecose, asin $) dp) dy = 

0 0 0 

2" 

= | tf (Есозф, tsin Ф) dg. 
0 

58. Доказать, что если функция { непрерывна, то функция 
x x+y—§ 

] u(x, =a la | PG war 
0 E—xty 

ди x 
удовлетворяет уравнению 55 — =f (x, и). 

Доказательство. Возьмем частные производные от функции и, 
применив правило Лейбница дифференцирования по параметру: 

х = АЕ x+y—+f7, §—x+y)) 4% 
0 

5, = [ФС x-+y—t)—f(, §—x+ y)) &. 
0 

Введем в рассмотрение функции: 

FG хую = | FG ху 94, 
ФЕ §—x+y) = \ FE, E—x-+ y) dé. 
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В силу непрерывности }, функции F и Ф имеют непрерывные частные 
производные по переменным &, x + y—é u &, & — х -- и соответственно. 
Записав частные производные функции и в виде 

= rH +2) de =F (F (x, Y+ Oly ИР, x+y)— 
—(0, +). 

HoT (E SB) a TF, y— Ole y) FO, x+y) + 
+ ® (0, —x-+ y)), 

ди ди 
ВИДИМ, ЧТО существуют производные 9х2 И ди , причем 

ди _ 1 [ОЕ (0, x+y) ОФ (0, —x-+ y) 

дз = Г (% и-=( O(xty) — 9-х +9) ) 
m= — 5 (40 x+y) 00 (0, Аи 
yr BN ОУ d(—xe+y) /' 
Ou Ou 

Отсюда получаем: de 9 =] (x, и), что и требовалось доказать. 

59. Пусть линии уровня функции | — простые замкнутые кривые 
и область 5 (и, и) ограничена кривыми f(x, у) =v, и [(х, у = 0p. 
Доказать, что 

Veg 

№ f(x, и) ахау = | uF" (и) du, 
$(01, V2) Я 

где Р (5) — площадь, ограниченная кривыми [ (x, y) =v, и f(x, у) =v. 
Доказательство. Предположим, что функция F дифференци- 

руема на сегменте [0,, 95|. В силу ее возрастания, на этом сегменте 
Е’ (0) >0 при оЕ (91, 95). Разобъем теперь сегмент [91, Ve] на п частей 

точками Uy =9<0<...< и, = и представим двойной интеграл 
в виде: 

п—1 

7 уки=У || Fe, да 
$ (91, 9.) j= 055, Oj+1) 

где > S (0, 041) — замкнутая область, ограниченная кривыми f(x, у) = 

= 0; H f(x, у) = 94. В силу неравенств и, <[(х, y)<0j41, если 

(x, y) ESO, он), имеем: 
п п—| 

У 914$ (07, он) <» || Fe, Ук < 

п—1 

< у vj41 AS (0;, 0:4), (1) 
70 

где AS (u;, Uj41) — площадь замкнутой области $ (о, U;+1). 
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С помощью функции. Е можем написать равенство AS (v;, 0441) —= 

= F (41) —F (©) =F'(@) Аб, где <0; ода (в силу диффе- 
ренцируемости Р). _ _ 

Записав vj = 0; В, (Ad), Vji+1= 0; + 8» (Av;), где В: и В. — бес- 

конечно малые при Ау, >0 функции, неравенство (1) приведем к 
may: 

п] n—l 

У pF’ Gi) Ay + oe oF’ (uy) d,< || Fe, wdxdy< 
j=0 =0 $ (oj, 0744) 

n—l 

< mek (0;) Av; + 5 8-Е” (v;) Adj. 

Перейдя к пределу в этих неравенствах при Аб, -> 0, получим: 

\\ FQ, уахау= { oF! (v) do, 
$ (01, Us) U4 

что и требовалось доказать. 

$ 2. Вычисление площадей с помощью двойных интегралов 

Площадь S плоской области D, ограниченной простой замкнутой 
кривой, можно найти по формуле 

© = \\ dx dy. 

Найти площади плоских фигур, ограниченных кривыми: 

60. (x? + y?)? = 24 (х* — у), м у=а (x? +y* а. 
Решение. Перейдя к полярным координатам р и 9, получим 

уравнения границы области в виде р? = 242 с0$ 2% и р’= а”. Тре- 
буется найти численное значение 
площади плоской фигуры, ограни- yh 
ченной частыо лемнискаты Бернулли 

0 =aV 2cos 2p и частью окруж- 
HOCTH р =@ (и лежащей вне этой 
окружности) (рис. 9). Легко убе- 

является диться, что точка |а, т 

одной из четырех точек пересече- Puc. 9 
HHA лемнискаты с окружностью. 

На основании симметрии замкнутой области, площадь которой 
требуется вычислить, приходим к выводу, что искомая площадь 
равна учетверенной площади замкнутой области, определяемой нера- 

венствами a<p<aY 2cos 29, О<Ф< 5 ‚ Поэтому имеем: 
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а У2 соз 29 3 г 
=4| dg | р ар = а? [| (2с052ф— 1) dg = 

0 0 

ЗУ Зо 

61. (P+ y7y7=xv+y*, х=0, y=0 (хъ0, y> 0). 
Решение. Замкнутая область D, площадь которой мы вычис- 

ляем, лежит в первом квадранте, и частью ее границы являются 
отрезки осей координат, причем начало координат принадлежит гра- 
нице. Поэтому при переходе к полярным координатам величина по- 

к 
лярного угла изменяется от 0 до =>. Уравнение части границы об- 

ласти, не являющейся отрезком какой-либо из осей, в полярной сис- 
] 

Нам остается лишь 
Ф- cos? $ 

воспользоваться готовой формулой для нахождения площади замкну- 
той области D: 

= 2a” (sin 2p — Фо 

теме координат имеет вид р = т 
sin’ 

1 T 

У sin? © + cos? ¢ > 5 
__ d | 

s=| dg | ЕР = т. 
0 0 

. de 
= |\- ; ПИСЫ- Вычислим неопределенный интеграл | (@) \ sare Tote Записы 

вая его в виде 

(о) = (sin » + cos $) -- 2 (1 — sin ¢ cos $) — 

? ema at de 

_ Ч. а (sin @ — cos $) 2 | 

a ] +- (sin $ — cos 9)? +3 sin = cos 9” 

получаем: 

dp 2 
1($) = 5 7 arctg (sing — с0$ $) + V3 | | — = 

sin ф< +=) 

5 т 
== = arctg (sin ¢ — cos ¢) -- у? In tg ($ += 

По формуле Ньютона—Лейбница находим: 

в [2 2 
$1 (2 arctg (sin ¢ —cos ¢) + n|te(Z +3) 

o
A
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Полагая в формуле tg 2a = ga п 
1 — 152 а 8 

= И 2—1. Окончательно имеем: $ = в -+ у? In(l + V2). 

62. (x? + y*)? = 8arxy; (x —a)?+ (у а)? = а? (a>0; (x—a)?+ 
+ (у— а)? <a’). 

Решение. Множество точек, ограниченное окружностью 
(x — а)? + (у—а)* =a’, лежит в первом квадранте, а множество то- 
чек, ограниченное замкнутой кривой (x? + y?)? = 
= З8а?ху, лежит в первом и третьем квадрантах, 
поэтому замкнутая область, площадь которой тре- 
буется найти, лежит в первом квадранте. Перей- 
дем к полярным координатам. Принимая во вни- 
мание симметрию точек области относительно 

rie 
‚ Получаем: ig = 

к 

отрезка луча ¢ = | (рис. 10), достаточно вы- 

числить площадь S’ замкнутой области, определяе- 
I | . 

мой неравенствами -; arcsin 3 < $ <—,a((sing+ Puc. 10 

+-cos¢) —V sin 29) < p < 2aV sin 29, иполученный результат удвоить. 
Поэтому, 

2а Vsin 29 

dp | р dp = $ =25' =2 
> arcsin + a ((sin » + cos $) — V sin 29) 

—
,
»
>
|
 

а 

т 
= а? | | | (2sin 29 + 2(sing + cos ¢) У sin29 — 1) do = 

“gy aresin —- 

. | Tq ] . | 
— 2 — | ae ОИ __ = а (cos (arcsin | 4 -- 5 arcsinl $ -- 

ala
 

+2V2 \ sin (¢ + = V sin 2¢ de) = а? (37 —+ arccos -- 
! | 

—— arcsin — 
2 8 

wT 
— 

4 

+2V2 \ sin(¢ + 4) Vsinde dg). 
1 

Вычислим интеграл 
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Произведя в нем замену х + + = р, получим: 

= 
l=V2 | sint V —cos 2t dt = 

=x | V1 —(V 2cos t)? d(V 2cos 2). 
= | 

Замена И 2 созё =2 в последнем интеграле приводит к интегралу 

Va 
2V2 

| V1—2 dz. 
0 

Полагая, наконец, г = sin 8, получаем: 

arcsin 
272 

V7 ‚У? 
[ = 2040 = | COs 5 (aresin эт cae 

Подставляя найденное значение / в выражение для величины пло- 

mann $, находим: S = a? ("5 -- arcsin —= ve — 5 arccos 3): Обозначив 

У 1 arccos lma будем иметь: sina = ——— = 
2V2 2 8 | sV2 8V2 
14 „У 14 

= yu ‚ откуда a = aresin WE Окончательно получим: $ = 2 (5 5 

„Ум 
+ arcsin ys . 

При решении примеров 63—68 вводятся обобщенные полярные ко- 
ординаты р и ф по формулам x = ар cosy, y= бозшеф (p> 0), где 
а, Би а — постоянные, специально подобранные. При * такой замене, 
как легко убедиться, 

D (x, y) 
D (р, $) 

Найти площади плоских фигур, ограниченных кривыми (параметры 
считаются положительными): 

x? oy? x y 

63 atp=a7tEe: 
Решение, Запишем уравнение границы области в виде 

2 2 х a yb) @ b? 

(= gy +(4 ды 

arcsin 

= aabp cos*—! ф sin*—! 9, 
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и перейдем в соответствующем двойном интеграле к обобщенным по- 
x a b 

лярным координатам по формулам = — 54 = 0 OOS, 4 — 3 =psing. 

D(x, у) Тогда т © = ар, O<g< т, << 5 Verte +73;  следова- 

тельно, 

x2 2 
у. 

Решение. Перейдем к обобщенным полярным координатам по 
2 2 

формулам xX = ар cos 3 g, у = bp чт ф. Тогда уравнение кривой (части 
+ 

62 . — 
границы области) примет вид: р = 75 cos 3 e+ sin’ 9, 0<¢< > ‚а 

якобиан преобразования будет равен выражению = abp cos %oX 

_ 1 
x sin 35. 

Пределы изменения угла © очевидны, так как отрезки осей коор- 
динат, имеющие общие концы в начале координат, являются частью 
границы области. Таким образом, имеем: 

4 4 — ‚ — 

a" cos 3 орз 3 ф 

Sesin 3 ode | р ар = 
0 

=
 

=
 1
 
> 

>
 

а а lL fq lt p . 4+ \ 
=a \ cos 3 gsin 5 ¢(Z cos? 9 + Fsin® g| do = 

0 

к 

2 ! 7 7 | Ь 4 о —— —- м. = — — 

=“ | ыы 39505 ЗФ - sin’ gcos ЗФ-- 
0 . 

ab [ а?6? 
4 292. ed - sing cos г) de = oct 

2 at _ т b4 ae _t 

+ (sin 3 pcos? » + аз 3 ¢ Cos т). 
0 

к 

| 7 2 

к 

2 7 
sin 3 gcos® ¢ de = | cos 
“0 0 

| 
3 оз 3 ode 
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E чем легко убедиться, применив, например, в одном из интегралов 

к 
подстановку +> — 9 = 7 ‚ можем написать: 

1 

Te 

2 1 7 7 
at. — =z bt. ——= I= | (%sin 3 pcos? ф-- аз? pcos те] = 

0 
<. 

2 
a* , b4 — = d 

= [14 + gi] ) ЗП ° 960$ * gag = 
0 

! Ё mets) (5) _ _2n Ё т в) 
Т (2) ~ 3V3\ht Тм 

“2 
. 1 | 

(на основании формулы \ cos” xsin”™ x dx = > В (2 at at | ‚ дока- 
0 

занной при решении примера 123, гл. Ш). 

__ ab 2m 
Окончательно находим: S = > oa Zaps + —= 3V3 [= 7a *)) ‘ 

4 2 2 
65. (= 44) =5+45 (x>0, y>0). 
Решение. Произведем замену переменных по формулам x = 

— ар с03? ф, у = бр ЧП? ф. Тогда уравнение кривой, являющейся частью 
границы области, в полярной системе координат примет вид: 

а? с05° © , 525114 п 
P= V he + p2 ’ 0 < ф < 9 ’ 

D (x, y) a якобиан преобразования Бо 8) будет равен выражению 2abp cosy Х 

xX sino. 

Заменив переменные в двойном интеграле $ = (| dx dy, получим 
D 

п а? с054 ф | 6% sinty 
и het в Е 

S = 2ab \ cos 9 ЗШ'ф dy 
0 

T 

2 
2 cosh : 2 thd — ab \(2 $ Уп, 2 Sin $005) dy = 

0 
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4 2 2 6. (+4) 5—0, y> 0). 
a 

Решение. Произведем замену переменных по тем же формулам, 
что и при решении задачи 65. Тогда уравнение кривой, являющейся 
частью границы области, примет вид: 

а? со ф [25114 
р — о № 

Пределы изменения угла $ найдем, потребовав, чтобы подкоренное вы- 
а? cos4 6? $11 ф 

ражение было неотрицательным: st ты > 0; отсюда получим 

‚ця ак? i ak 
неравенства: “9 < низ, |tg¢| < р. 

Из условия задачи (х> 0, y> 0) окончательно находим пределы 
ak 

изменения о: 0 < Шо < Иа. откуда 0 < 9 < агс у“ . После за- 

мены переменных в интеграле S = \| dx dy получаем: 
D 

nb 4 2 ind we V2 ИЕН 
S = 2ab \ sing cos ¢ dy “f рф = 

0 0 

ak 
arctg и“ 

аб * cos? р. do = == 7 gsing —z sin 9 cos Ф | dp = 

0 

0 

_ ав & cost , 6? sin’ ее] 
6 

_——t — 

и | arctg 2 ak 

= [с (1 — cos® (arctg Ve и) Ре 518 [arctg Va ah) ' 

Воспользовавшись формулами cos (arctg a) = , sin (arctg a) = 

=— —_— окончательно най ем: S = ator (ake + 26h) 
УГ’ ALM © = бар bh)? * 

5 2,2 
x Y) _ Хи 67. (= +4) aE. 

Решение. Переходя к полярным координатам по формулам х = 
= apcose, у = bpsing, получаем уравнение данной кривой в виде 

a*b? $11? ф cos? 9 
c* (sine + cos $)5 ° 

6 — 

Из этого представления кривой видим, что она пересекает сама себя 
в начале координат. Приходим к выводу, что фигура, площадь кото- 
рой требуется вычислить, ограничена замкнутой кривой, лежащей 
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в первом квадранте. В силу этих замечаний, в интеграле S = 

= | ae dy можем произвести замену переменных по формулам x = 

— ар с05* Ф, у = брзш? о, O0<9<> >. Такую же замену мы произво- 

дили при решении задач 65 и 66, поэтому сразу напишем: 

a a*b? sin* » cos4 ф 

2 с* 

$ = 2ab | sing cos ¢ dg | рар = 
0 0 

52 
= oy ( sin® ф cos? ф dp = coy B(5, 5) = 

0 
__ (ab)® 2(5) _ (а6) 
28 ‘Г(0) 1260c8 ° 

fx 4 /у a 68. 24+ Lah; x=0, y=0. 
4 т 4 = 

Решение. Область ограничена кривой y= -- и у —1 и or 

резками осей координат 0 < х«<а, O<y<b. 

В интеграле $ = \{ dx dy произведем замену по формулам x = 
D 

= ар с058Ф, y= bosingo, O0<o< >: . Якобиан преобразования р 

этом случае равен выражению 8abpsin’¢ cos’¢. После замены пере- 
менных и перехода от двойного интеграла к повторному получим: 

к 

> 1 2 

S = 8ab | sin? ¢ cos? ¢ 4 | pdp = 4ab | sin’ 9 cos? р de = 
0 0 

= 2abl* 2abl"* (4) ab 
= 2abB (4, 4) = в = 70° 

В примерах 69, 70 границы областей, площади которых следует 
вычислить, заданы уравнениями вида: f(x, у, а) =0, f(x, у, 5) =0, 
g(x, y, а) =0, g(x, y, В) =0. При решении этих примеров удобнее 

всего производить замену переменных в интеграле $ = ах dy по 
D 

формулам f(x, у, и) = 0, g(x, и, 0) = 9. 
69. х? = ay, x7 = by, № = cy’, = dy? (O<a<b; O<c<d). 
Решение. Из уравнений границы области видно, что она лежит 

в первом квадранте. Заменяя в интеграле S = \{ dx dy переменные по 
D 

формулам x= uy, x° = vy", видим, что замкнутый криволинейный 
четырехугольник отображается в прямоугольник а<и< В, Cc<v<d, 
а переменные х и и как функции и H UV выражаются формулами x = 
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= 1201, y=u5v-*, из которых находим: Xx, = 2071, х, = —u’v~? 
D(x, у)| _ ара Ри = u*v—*, Следовательно, y, = 31° *, у, = — 21303, 

а 

ие du Je о = x (68—95) (3 — 4—3). 

=
 

70. y= ax’, у= bx?, у= с%9, y= dx? (0<р<9; O<a<b 0< 
<c< а). 

Решение. запишем уравнения границы области в виде y = ax’, 
1 1 

y = bx’, х=б. aya, x=d %y% и в интеграле S = } | хау npo- 

7 

изведем замену переменных по формулам у = их’, x—=vy%, которые 
отображают криволинейный замкнутый четырехугольник в прямоуголь- 

| | 
ник a<u<b,d V<vu<c 4%. 

Поскольку Хх = Whyte у = ul— РОН, TO 2 (x,y) — ——4_ 
D (и, v) q—p 

p+l p (q+) 

x uI—Py IP ‚ следовательно, 
1 

b 9 
9 p+ р (q+) 

© = — | Раш | ОТР dy = 
a 

b 9 (p+1) с 
‚ОТР 

а ЕЯ“ 

а — р q+! gt) 7 prt РН 
— ват [с q—p — 4 ==). 

~ ФЕПБЧНО 

х УИ =>, 224, аки 71. Учи“ = ~+)/ 5 =2, ч=у, 4 =. 
Решение. Способ |. Перейдем в двойном интеграле S = 

= \\ dx dy к обобщенным полярным координатам по формулам x = 
р 

= 4605“, у = bp sin*», которые отображают четырехугольник, огра- 
ниченный отрезками кривых в плоскости Oxy, в часть кольца {l< 

<p<4, arctgl1 < ‹ < arctg у 4}. При такой замене имеем: 

D(x, у) _ 3 +13 ne Doe) = 4abp со? ф sin’ 9; 

arctg Ут 4 arctg У 

S = 4ab \ $113 ¢ cos? 9 dy \ р dp = 30ab \ (sin? ф — 
arctg 1 1 arctg 1 
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arctg Ут 
$176 

— sin’) d (sin ¢) = 30ab (sints — о ?) — 
arctg 1 

arctg У 4 

_ 5 4 2 | _ 5 (4 ( =| 1 5ab = 5 ab sin" ¢ (1 + 260$" $) = 7 ab\> +5) —= =F 
arctg 1 

( Мы воспользовались известными формулами sin (агс a) = Ti —— , 
+ a? 

cos (arctg a) = —=——=—— ИВ 
6 У =. — — 

Способ П. Замена по формулам Vz + Vz = и, я =u при- 

водит к интегралу 
2 4 4 

du 15 du 
S = 2ab | мам | = ab | —, 

Нани) 2 чачу: 
Положив в нем ve =f, получим: 

Е 

5 = l5ab а 15ab — a in) a= 
1 

65ab | 

= 15а (sp. — р! 
2 2 2 2 

Xx 3 у 3 _ x\3 и 3 _ x _ И Хх _ И 

72. |=. +(4) =i, (=) + (5) = 125,8 Gah 
>0, и>0). 

Решение. Способ |. В интеграле $ = || dx dy заменим перемен- 
D 

ные согласно формулам x = apcos*¢, y= bpsin®¢. Тогда an : == 

= 3abp $11* ф со? $, 1<p < 8; ас < о <arctg2, 
arctg 2 arctg 2 

S = 3ab ( sin? ф cos” < de р dp = ab | sin’ ф cos*¢ de = 
arctg 1 arctg 1 

arctg 2 arctg2 

=P ab \ sin? 29 аф = a | (1 — cos 49) dp = 
arctg 1 arctg 1 arctg 2 

= ab (arctg 2 — arctg 1 — (sing cos ¢ (cos? p — sin? 9) = 
arctg 1 

189 | 6 
= 6 46 (arctg 3 + 5) . 
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2 2 

3 3 Xx 
Способ II. Замена (=) + (+) =U, 2 =о- приводит к инте- 

гралу 
4 8 

3ab d 63 du 
=>" и? du pore | 2\8° 

|) J +) 
1 1 

3 — 

Полагая в последнем интеграле # = 7/v, получаем: 
] 2 

dt 

+ apm) = 
| 

с) 
~ 

189 
=a (0,17 +4 (ta + aretg¢)| ) = 

1 

— 

2 

189 "22 df 189 | 

5 = -y ab от 8. b{ 
1 2 

ee Te ab (2 + arctg 5). 

о 
о x2 2 

73. Найти площадь области, ограниченной эллипсами a -- ат = 
x2 y? 

cos?u sin?v 

< и; OS и <, х>0, y > 0). 

Решение. Замена в двойном интеграле $ = ( dx dy,  произве- 
D 

= (2, U =U, Ug и гиперболами == С°, и =, 0. (О<ш< 

денная по формулам x =cchucosv, y=cshusinv, приводит к ин- 
тегралу 

D (x, у) || Fare 5) du dv, 

Uy<su<cuyg 
91<9 <,» 

D(x, 9) _ Xy № 2 (ch2 2 24 cindy) — © Me рии = y'| = (Ви cos* v + ch*u sin* 0) = > (ch 2u—cos 29). 

Таким образом, находим: 

© = | du | (ch 2u — cos 29) dv = 

с? ¢ l,. . 
=> | ((Ug — 1) ch 2u — 5 (sin 29 — sin 2v,)) du = 

uy 
С? 

= 7 ((0> — 04) (sh 2и› — sh 2и;) — (из — ил) (sin 20, — sin 29). 

о 5 x2 

74. Найти площадь области D, ограниченной кривыми > + 

_ 22 202 4c? 062 
— 1, где A принимает следующие значения: 3) ZF seg (x > 0, 

y >).



решение. Легко видеть, что область D ограничена эллипсами 

a tf е- ar =c?, где и принимает два значения: и; = Arsh—= Vi И Uy = 

— и Ш ash V2 x» И гиперболами —=. — ===. =e, где о принимает два 

_ | . 2 
значения: Uj = aresin 3 » Ug = arcsin V2 . 

Применяя результат, полученный при решении предыдущей задачи, 
можем сразу написать: 

9 =— с ((aresin V2 z — arcsin +5 V3 3) (sh 2 (Arsh V2 3)7 

— 312 (Arsh 7))— (Ars V2 3 — Arsh 7a (sin (2aresin V3) _ 

~ socio) 
Пользуясь формулами — arcsina — arcsin 8 = arcsin (a V1i—8®? — 

—ВУ1 — а?), sh2(Arsha) = 2« У 1--0* и принимая во внимание 
2 | 2 | 

авенство Sin 2 | arcsin V2 — sin 2/{arcsin—,} = 2 —= P ( 5) [arcsina) =2(V з-уз-узх 
2 с? a STH | 

x V 3 = 0, окончательно получаем: S = = (V 10 — 2) arcsin >. 

75. Найти площадь области Ш), ограниченной эллипсом (a,x + 
-- byy + 1)? -|- (ах -|- boy + Со)? — 1, где 6 = Ab, — ad, = 0. 

Решение. В интеграле $ = (| dxdy произведем замену пере- 
D 

менных по формулам ах -+ Вис =и, ах у - с. =. При ta 
кой замене область D отображается в круг D’ с границей, уравнение 
которой и? +0? = 1. 

Используя известное свойство якобиана, выраженное формулой 

D(x, у) _ | 

D(u, v) Ошо’ 

D (x y) 

получаем: ae ры = aT г. Таким образом, 

= dudo т. 
О я 1 |3 

76. Найти площадь сечения поверхности х?- у? + 2 — ху — х2 — 
— уг = а* плоскостью x +y+z=0. 

Решение. Если $ — площадь сечения поверхности плоскостью, 
а 5’— площадь проекции этого сечения ‘на плоскость Oxy, то спра- 
ведлива формула $ = S’seca, где а — угол между плоскостью х- 
-+y-+z2=0 и плоскостью Oxy. Поскольку cosa=cosy, где 1— 
угол между вектором единичной нормали к плоскости х-+ ут 2 = 
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1 
и положительным направлением оси 02, то seca = = 

=Vi-+-22+z27=V3 (так как z=—(x+y), z,=—l, г, = —1 
и единичная нормаль к плоскости х-и--2==0 образует с положи- 
тельным направлением оси Oz острый угол). Для вычисления значе- 
ния © осталось найти значение 5’. Найдем уравнение границы об-. 
ласти Г’, площадь которой равна $’, подставив значение z = + 
+ y) в уравнение поверхности. В результате получим уравнение x? -|- 

УМЗ 
В интеграле $’ = \| dx dy перейдем к полярным координатам. При 

О’ 

этом найдем: 

а 

on V3 (1 + sin 9 cos 9) а? dep 

| 1-+ singcos9’ 
0 0 

Подынтегральная функция является периодической функцией с перио- 
ДОМ к, Поэтому можем написать. 

; т 

dy + f 4$ ) = 
T-psingcosg К J 1-- зтф cos $ 

o
t
s
 

tl
 

a 

к 

sao [а 
3 у l-+-singcose — 

- 

> ; 
“(| а (tg ¢) + | а (tg $) )= 
Зет У te’e+tge+ 1) — 

> 
к 

-5` 

_ 24а? Es | 2tg¢+ 1 — 2ка? = sq (arcte Я | + arctg —-—— V3 | } 

у)" 

2 

2ка? 

3 
в | 1 | 

77. Найти площадь сечения поверхности = + у +> = 0 плос- 

костью 2=1—2(х + и). 
Решение. Действуем по той же схеме, что и при решении пре- 

Следовательно, 5 = S’ seca = 

дыдущей задачи, используя те же обозначения. Поскольку z, = —2, 
f 1 / ’ 

г, =—2, то seca = т = ИУ I+ 2,7 2, =3. Подставляя 2 = | — 

—2(х-- и) в уравнение поверхности, получаем уравнение границы об- 
ласти Ш)’: 2 (х? + у) — (х + y) + 38xy =0, которое в полярной системе 

$шф-{ cos ф координат принимает вид: р = 5 -- Ззшф со$$ ° 
. Из условия р > 0 Haxo- 
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к 3 
дим пределы изменения $: —7~< p< чт. Переходя к полярным ко- 

ординатам в интеграле $’ = \| dx dy, получаем: 
D’ 

3a sing + cos 9 3t 

4 2-+ 3 sin 9 cos ф 4 4 о 

== _ Sin? -F cos $ 

) 4$ рар r J сое dg. 

-* -= 

Подынтегральную функцию запишем в виде 

8 $112 (+ -|- =) 

(4- 3 sin 2$)? ? 
sing -+ cos ф y= 

2+3sing¢gcos¢/ — 

TT 
а затем произведем замену в интеграле, полагая ф + 7 =f: 

to
l 

a 

sin? ¢ dt = 4( tg? td (tg Zt) 
5 24 Gea п Е7 8 08 Г 

0 

о 
1 (0 | _ 2242 _ 

т НН) 4 | opt 
+ 

2? dz 

= 8 | (i + 722) 

(после замены tg? = 2). Интегрируя по частям, находим: 
0 

| > 

5' = = (нон — пузаг в (72) —2уз. 
-}+- о 

6x 
Таким образом, S = -. 

P 7V7 

$ 3. Вычисление объемов с помощью двойных интегралов 

Пусть цилиндрический брус ограничен сверху непрерывной поверх- 
ностью 2 = / (x, у), снизу — плоскостью г =0, с боков — цилиндриче- 
ской поверхностью с образующими, параллельными оси Oz. Если ука- 
занная цилиндрическая поверхность вырезает из плоскости Oxy квад- 
рируемую замкнутую область D, то объем У бруса. вычисляется по 
формуле: 

у= } | 1 дах, (1) 
Найти объемы тел, ограниченных поверхностями: 
78. = Ну, ух, y=1, z=0. 
Реш ение. Тело ограничено сверху параболоидом вращения 2 = 

= x? -|- y*, снизу — плоскостью Oxy, с боков — цилиндрической поверх- 
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ностью y = xX? и плоскостью у = 1, вырезающими из плоскости Oxy 
квадрируемую замкнутую область D=|—l<x<l, х<у<|. 
В точках множества D, симметричных относительно оси Oy, функция 
г = x*+ у’ принимает равные значения, поэтому 

1 

V=2 (| bc? + yy dedy =2 (dx (2-4 Yay = 
0<x<1 0 
x2<y<l 

1 
1 x8 88 _ Ш х — OO -2 {| (+ ХЗ г de ПЕ 

x? 

79. 2=cosxcosy, 2 =0, ху <, [ху <>. 

Решение. Тело ограничено сверху поверхностью 2 = COS х соз и, « 
к 

снизу — плоскостью Оху, с боков — плоскостями |х+у|=5, 

к 

|x—y| =, вырезающими из плоскости Oxy квадрат О с границами 

хи =, lx—y|= 5, 2 =0. Переходя в формуле (1) от двой- 

ного интеграла по множеству D к повторному, получаем: 

0 "+5 2 45 
V= \ cos x dx \ cos y dy + | cos x dx \ cos y dy = 

бя Я 

к 

~ 2 

. ИП 
80. z= sins, z=0, y=x, y=0, х=т. 

Решение. Плоскости y=x, у=0 и х=т вырезают из плос- 
кости 2=0 замкнутый треугольник О = {0 <х<т, O<y<x}, a 

._ п 
сверху тело ограничено поверхностью 2 = sin, поэтому 

у)" x у." 

V = lim \ dx | sin 54 dy —lim 2 | хах = 
=>--0 5 0 Хх e+-+0 x г 

у." 

x? 
= lim — =. 

e+-}-0 к 

81. z=xy, x+y+tz=1, z=0. 
Решение. Поверхность z= ху пересекается с плоскостью x -+- 

--у-2=1 по кривой, уравнение проекции которой на плоскость 
—xX 

Oxy имеет вид y= Tre: Следовательно, в нашем случае область 

473



интегрирования D (см. формулу (1)) — замкнутый треугольник D = 
={0<х<1, О<у<!—х]. Представим его как объединение 

1 — — 
множеств р =[0<х<1, о<у<1я|, Ро хх 

<y< 1— x}, На множестве D, подынтегральная функция f имеет 

вид /(х, у) =ху, а на множестве Dy f(x, и) = 1—(x-+y). 
Представив интеграл (1) по замкнутой области D в виде суммы ин- 

тегралов по множествам Г) и De и перейдя от двойных интегралов 
к повторным, получим: 

1х 
1 1--х 1 1—x 

V= | хах \ y dy + | dx | (1— х— у) ау = 
0 0 0 1—x 

; 1-х 

— 1 ¢(xd—x)? ] 4 _ =x | Tx de = (из dr = 

=ъ—2№2. 

82.2 = ху, P?+y =a’, 
Решение. Тело ограничено сверху и снизу конической поверх- 

НОСТЬЮ 2? = ху, а с боков — цилиндрической поверхностью x7 -| у? = 
— а’. В силу симметрии точек тела относительно плоскостей г =0и 

l 
x+y =0, можем вычислить значение 7 части объема У и умножить 

полученный результат на 4. При этом в формуле для вычисления 

-д Части объема областью интегрирования О в плоскости Оху служит 

| “ . 
-р часть круга, ограниченная отрезками осей координат и дугой ок- 

ружности х? - у* = а*. Таким образом, имеем: 

У =4 \| V xy dx dy. 
D 

Переходя в интеграле к полярным координатам и заменяя двойной 
интеграл повторным, находим: 

у)" к 

Фа оп ао 
У =4 | sin 2 9с0$ ? ode ра = -5 @3 { sin 2 ocos ? ody = 

0 о 0 3 

3 3 
3y'2 | 372 | 2, Е 3) 2a°T (2) 4a°T (3) 

B(—, —| = 3) ЗИ: 
ar (3) . 

2 

83. z=xt+y, (+t и?) =9ху, z=0 (x >0, y>0). 
Решение. Тело ограничено сверху плоскостью г = x - у, снизу — 

плоскостью г = 0, с боков — цилиндрической поверхностью (x? + у)? = 
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В интеграле 

У = \| (x -+ y) dx dy 
D 

перейдем к полярным координатам. Принимая во внимание, что об- 
e =f к 

ласть интегрирования D ограничена кривой р = V sin 29 (0 << =) ; 

получаем: 

> у | Z 5 
V | (sing + cos ¢) dg р’ ар = 5 | sin? 2% (sing + 

1 3 3. 
-++ cos $) @ = = ve — (sin p — cos ¢)”) 2 d (sin ¢ — cos $) = 

0 

1 3 3 

=3 | И-д = |@—274 
Полагая г = пр, находим: 

84. 2 = хе - 9, P@+tyax, P?+ty=2x, 2=0. 
Реш ение. Тело ограничено сверху параболоидом вращения г = 

= x? + и, снизу — плоскостью 2 = 0, извне — цилиндрической поверх- 
НОСТЬЮ (x — 1)? +: у" =1 и изнутри — цилиндрической поверхностью 

(x— +) + у? =--. Эти цилиндры вырезают из плоскости Oxy замк- 

нутую область D, которая в полярной системе координат определя- 
T wT rr 

ется неравенствами — 5 <ф< jz, COSP<p <2COSy. Перейдя в ин- 

теграле У = ( (x? + у?) ахау к полярным координатам, получим: 
р 

2 2 cos © 15 > 

У = \ а \ Па \ cos! ¢do = 
п с0$ ф р 

2 2 

Is __ lo 40 do — 22, =5 } cos od 35 

85. P+ y+2=a’, ?+y>alx| (a>O0). 
Решение. Если из замкнутого шара х?- у? - 22 < а? изъять 

множество точек М = {x?+y%<a/x|, у и<г< 
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< V a®— x?— у}, то образуется тело, объем которого требуется най- 
ти. Принимая во внимание симметрию тела относительно координат- 

] 
ных плоскостей, вычислим =, часть объема, а затем полученный ре- 

зультат увеличим в 8 раз. При этом область интегрирования D опре- 

деляется неравенствами O<x<a, Vax—xv<y<Va?—x’*. 

В интеграле У = 8 \| У а? — x? — y? dx dy удобно перейти к поляр- 
р 

ным координатам. После замены находим: 

= а | зп ¢ de = = a’, 

86. хе Ни’ — аг = 0, (5 - у")? = а? (^^ — у), г=0 (а>0). 
2 2 

Решение. Тело ограничено сверху параболоидом г = aay CHH- 

зу — плоскостью Oxy, с боков — цилиндрической поверхностью (x2 + 
+ 52)" =a? (x? — y’), вырезающей из плоскости Oxy область, ограни- 
ченную лемнискатой Бернулли. Принимая во внимание симметрию 
области интегрирования относительно осей координат Ox и Oy, сим- 
метрию тела относительно координатных плоскостей Oxz, Оуг и пере- 

ходя к полярным координатам в интеграле У = — г) | (x? + у?)ах dy, 

получаем: 
к к 

а Усоз 2¢ 4 

yas a | зар = a | cos? 29 dip =“ 

87. 2 =ccos "ИРИ z=0, y=xtga, y=xtg8 (a>0, c>0, 
2a 

O<ca< 86 < №). 
т x2 2 

Решение. Поверхность г = сс0$ у = ” пересекается с плос- 

костью Oxy по окружности х?-| у? =a", а плоскости, ограничиваю- 
щие тело с боков, — по прямым y=xtga, у=х В (г = 0), поэтому 
мы можем представить проекцию тела на плоскость Oxy в виде объ- 
единения замкнутых областей Dy = {< х<В, О<р<а} и ПБ. = 
—= (п а<ф<т- В, 0O<p<a}, записав их в полярных координа- 
тах. Принимая во внимание симметрию точек области относительно 
начала координат и симметрию тела относительно плоскости х-- у = 
= 0, после перехода к полярным координатам в интеграле (1), где 

f(x, у) = ссоз-= Ут 2 ‚ получаем: 
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В а а 
п 2 ._ п V = 2 |4 | p cos 55 de = 2¢(8 — а) (7p sin 32 — 

а 

2a к 24° 4a? 4a%c —% | singf de) = 28 —) (2 — SF) =F @— a) 2) 
88. а=@ и, 2а=х- И. 
Решение. Параболоид вращения z= ху? и плоскость 2= 

—=х--иу пересекаются по кривой, причем уравнение проекции этой 

> 

2 

кривой на плоскость Оху имеет вид (x — 5) -- ly — +] = > . По- 

этому _ 

у = № (x + y— x® — у") dx dy. 
1\? 1\? 1 

В) +(v-4) <4 
] 

Заменяя в интеграле переменные по формулам х— 5 = pcosg, 

у— 5 —= psing, получаем: 

При решении примеров 89—98 мы будем в двойных интегралах 
переходить к обобщенным полярным или произвольным криволиней- 
ным координатам. Параметры, входящие в уравнения поверхностей, 
предполагаются положительными. 

x2 у? #2 x2 у? 22 

89. в Н +в =1, а + Fe = a (2 > 0). 

Решение. Тело ограничено частью конической поверхности и 
частью эллипсоида. Коническая поверхность вырезает из эллипсоида 
кусок поверхности, проекция которой на плоскость Оху ограничена 

. и x2 1? ] 
замкнутой кривой (эллипсом) в РК =у. Из геометрических сообра- 

жений заключаем, что искомый объем тела может быть найден с по- 
мощью интеграла 

v= -) а, y)—2a(x, y)) dx dy, 
42 

+ Fe < 

se ate poe Far als Y y=cV % +4 +4. 

1 

2 
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Переходя в интеграле к обобщенным полярным координатам по 
формулам x = apcosg, у = брушо, получаем: 

Qn 

1 4 

V=abo || VI # ~ 0) p dp = abe 14 | (@VI-#— 

2 2 
90. (и) 445-1, x= 0, у = 0, z=0, 

Решение. Тело лежит в первом октанте и ограничено кусками 

координатных плоскостей, а Также куском поверхности & = 
2 

ря . 

—=с Vi — [= +. 4 ‚ и проектируется на плоскость Oxy в замкнутый 

треугольник D = {0 <x<a,0<cy< o(1 — =} . В интеграле 

ие (Ут (2+4 avay 
р 

произведем замену переменных по формулам х = apcos’¢, у = bp sin® 9, 
D (x, . 

Принимая во внимание равенство Е =2abesingcose, а также 

пределы изменения ф ир (о << 5 »,0O<cp< 1 ‚ получаем: 

к 
— 

2 1 

V = 2abe { sin ¢ cos ¢ dy | pVi—pedp = 
0 о 

3 
ae (| — в)? | — Oe 

~ 3 

x2 2 22 x2 2\2 x2 2 

a b с? а? Ь2 а? b? 

Решение. Тело ограничено частью поверхности эллипсоида и 
частью цилиндра, который вырезает из плоскости Оху область, огра- 

2 , „ [x2 у? x2 y 
ниченную замкнутой кривой (5 +4) =a =, 2 = 0. Принимая во 

внимание симметрию тела относительно координатных плоскостей, а 
также симметрию точек области и ее границы относительно осей Ох 
и Oy, можем вычислить величину V объема тела по формуле 

V — 8 {| V 1—5—4axay.. 
2 2\2 2 2 

(2+8) <5-§ 
x>0,y>0 
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Производя замену переменных в интеграле по формулам х = apcosg, 
у = bpsing, находим: 

т 

4 У cos 2$ 

V=8abo || рт рае = Babe | dy И = 
0 0 О<р< Vcos 29 

к 
0<9< < 

3 
< 

0 

У cos 2% ==} de atc | (1 —2V2 sin? Ф) de = 

wT 

= За (= —2V'3\ (cos? » — 1) 4 (cos 9) = 

4 

= 35) (1—2? 
0 

= 5 abe (= 273 (S22 — cos 9} т. = 2 abe (3x + 20— 169). 
Xx 

92.2=x+y", ху = а?, ху = 20, y= 5, Y= 2x, 2=0. 
Решение. Тело ограничено сверху параболоидом вращения г = 

= x? + и, снизу — плоскостью Oxy, с боков — цилиндрическими поверх- 
Xx 

HOCTAMH xy = а?, xy == 2a” и плоскостями у =F» y= 2x. В еилу сим- 

метрии тела относительно плоскости х-- У = 0, рассмотрим одну его 
часть (половину), лежащую в первом октанте. Эта часть проектируется 
на плоскость Oxy в криволинейный четырехугольник О, ограниченный 

x 
частями кривых xy =a", xy = 2a” и отрезками прямых y = 51 Y= 2x 

(z= 0). 
В интеграле 

V=2 \| (x® + у?) dxdy, 
ху 

где 2’— множество всех точек области D и ее границы, произведем 
замену переменных по формулам ху = Uy, и = их, которые отображают 

область D и ее границу в прямоугольник a? < uj < 2a’, 7 SU < 2. 

Якобиан преобразования, как это следует из решения примера 43, 
| 

равен выражению 5... После замены переменных находим: 
1 

2a? 2 
] 

У = | ций | [1+ ed = pat 

1 \ 1 а? ̂ 

2 

93. а= ху, P=y, х =, у = х, yr = 2х, 2=0. 
Решение. Тело ограничено сверху гиперболическим параболоидом 

2 = ху, снизу — плоскостью Oxy и проектируется на эту плоскость 
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B ‚ криволинейный четырехугольник О, ограниченный частями кривых 
xv =, x =2Qy, У? == Хх, у? = 0х (2 =0). В интеграле 

V = № xy dx dy, 
D’ 

где 2’ — множество всех точек области О и ее границы, заменим пере- 
менные по формулам x? == Wy, у’ = их, отображающим область D 

и ее границу в квадрат 1<u,<2, 1<и<2. Тогда 2 = =, 
D (uy, Vy) 3 

р 2 

У [и du |v dv, = 3 3 1 1 , 1 1 4° 

i 1 

ху 94. z=csin—>, z=0, ху =a’, у=ах, у= Вх (O<a<6; x >0). 

TXY 

Oxy по кривой xy = а"; тело, объем которого мы вычисляем, проекти- 
руется на эту плоскость в область D — криволинейный треугольник, 
ограниченный отрезками лучей у = ах, y= Вх (x > 0) и частью кривой 
Ху == а. В интеграле 

. ЛУ 
sin Gz dx dy, 

D’ 

где D’ — множество всех точек области Ри ee границы, перейдем 
к полярным координатам. Тогда получим: 

а 

arctg3 V sinpcose 

. по? Sin ~ COS 
V=c de | osin = ыы р = 

arctga 0 

arctg@ о 

ac mo? sin ф cos @ |= 4 
= 5 cos Hit = 

27 a а sin ф Cos $ 
arctga У sinpcose 

arctg@ 

__ а?с а (29 ) _ ae arctgB __ arc | В 

г sin29 — n|tg¢ || — | Па. arctga Tt 
arctga 

95. 2 = саге, 2=0, Ух? -+ и? = aarctg > (y > 0). 

Решение. Из условия y>O следует, что x >O0, поэтому тело 

ограничено сверху частью поверхности г = саг 4 ‚ снизу — частью 

плоскости Oxy, с боков — частью цилиндрической поверхности 

V 2+ у? = aarctg 2 и частыо плоскости x = 0. Цилиндрическая поверх- 

ность пересекается с плоскостью Оху по части спирали Архимеда (т. е. по 
кривой, полярное уравнение которой р = ag). Проекция тела на плос- 
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кость Оху — замкнутая область, определяемая в полярных координатах 

неравенствами 0 < р< ао, O<g< следовательно, п eo 

р) ’ 

ay + 
V=0\ ody | dp =% 

3 a2cnt 

9) ТФ do = 
0 0 

128 * 

ж
а
 

x4 
96. z=ye “*, xy=a’, xy=2a°, у=т, y=n, 2=0 (0<т< 

< п). 
Решение. В интеграле 

У = | yea dx dy, 

где D— множество точек плоскости Oxy, ограниченное отрезками пря- 
мых и=т, Y= и частями кривых ху =a”, ху = 2а*, произведем 
замену переменных по формулам ху =и:, y= и. Тогда получим: 

2a? us uy a? 

v=| е аш | doy = (n—m)ae а 
а? 

xn 
97. ~+544 =1, х=0, y=0,z=0 (a> 0). 

Решение. Тело находится в первом октанте и ограничено частью 

og? = а (И — m) (e~* — e~*). 

xh уп gn 

поверхности +i ta = |, а также частями координатных плоско- 

стей, и проектируется на плоскость Оху в замкнутую область, опреде- 
п хп 

ляемую неравенствами O<x<a, O<y< bd И! —=. Таким образом, 

имеем: 

Заменим в интеграле переменные по формулам х= арсоз" o, y= 
2 2 2 

aera 2 er | = bp sin a 9; TOra 57 — ap cos? gsin”  , и мы получим: 
(р, 

V =2abe\ cos” Пети "ode | py 1 — р" dp = 
0 0 

| 
T3 | — Lae Mr 

(B интеграле \ р У | — р" dp произведена замена р” = t} , 
0 

16 6-171 . 48 |



08. (Е ah x=0, y=0,z=0 (n>0, m>0). 
Решение. Тело находится в первом октанте, а части координат- 

в т x | 
ных плоскостей вместе с частью поверхности z = cy | — ( +4) 

являются его границей. Заменим в интеграле 

х>.0, y>0 

переменные по формулам x= aocos’¢g, у = бр п? ф. Тогда получим: 

Tk 

1 р 

У = 2abe | sing cos ¢ do | pl pr dp = abe (ру — р" do = 
0 0 б 

г(„)т ‘+; Г a)? (м) 

В a Ни) =e es ия eat 3 

n т 

$ 4. Вычисление площадей поверхностей 
с помощью двойных интегралов 

1°. Случай явного задания поверхности. Численное 
значение площади гладкой поверхности (или ее куска), заданной урав- 
нением г =2(х, и), можно найти по формуле 

$1 $22 + a dx dy, (1) 

где 2) — проекция этой поверхности (или ее куска) на плоскость Oxy. 
2. Случай параметрического задания поверхности. 

Если уравнение поверхности (или ее куска) задано параметрически: 
Хх =х(и, 9), y=y(u, 9), z=—2z(u, 9, (и, %)ЕТ, где Т — ограничен- 
ная замкнутая квадрируемая область и функции х, и и г непрерывно 
дифференцируемы в Т, то численное значение S площади поверхности 
(или ее куска) можно найти по формуле 

$=} | VEGF du do, (2) 

где ЕЁ, а, Е —гауссовы коэффициенты данной поверхности: 

__ [9х\? Oy\? , (dz\? __ [(9х\? , /dy\? дг\? 

E=(5i) + (ax) +] » = (32) +») + (3) » 
__ oxox | дуду , д202 

P= 5190 | ди до + ди до, 
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99. Найти площадь части поверхности az = ху, заключенной внутри 
цилиндра x? + и? = а?. 

2 

Решение. Подставив выражение | 1 + 2? + 2? = у! ети. ae и 

в интеграл (1), получим: 

2 2 

S = || у! АТИ dxdy. 
x?-ty? <a? 

Заменяя в интеграле переменные по формулам х = apcos¢, у = ао зтф, 
находим: 

Qn 1 

S=a’ \ ИГ = a8 | dy | УТ = 
< 0 

=== (2 У2— 1. 
0 < 

100. Найти площадь поверхности тела, / ‘\ 
ограниченного поверхностями x? +- 27 = a’, 
у -- 22 = а?. | |. 

Решение. Из рисунка 11 видно, что ie , р 

часть поверхности тела, образованного в ре- jon 
зультате пересечения цилиндров (с образую- / 
щими, параллельными осям Ox и Oy), про- х 
ектируется на плоскость Oxy в треугольник 
О<х<а, О<ус<ох, поэтому численное 
значение © площади поверхности тела можем найти по формуле 

© = 16 | УТ, + 27 dx dy, 
0<x<a 
O0<y<Xx 

Рис. Il 

Ee 2 из |272 — где z= V а? — x*, Поскольку 1 + 22-2 = =— 5, то 

ты 3 dy = 160 | St — l6aVe@— x? |? = 1642. 

101. Найти площадь части сферы x? + и? + г? =a", заключенной 
x2 2 

внутри цилиндра 5 ++ a =1 (b<a). 

Решение. Цилиндр, пересекаясь co сферой, вырезает из нее 
симметричные относительно плоскости Оху куски, каждый из которых 
рассекается координатными плоскостями на четыре равные части. При 

2> 0 имеем: 2 = Иа — № -— у, 12: г, = т 

образом, 

Таким 
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dx dy \ dy 

> — 8a „1 Уз — хе —у ° р ” \ Иа — 2 — у 
0 

а 

= ва \ [arcsin d 
V a? — x? 

0 

102. Найти площадь части поверхности г” = 2ху, отсекаемой пло- 
скостями х НК и= |, х=0, и=0. 

Решение. Дифференцируя левую и правую части уравнения 2° = 

= 2ху, получаем zdz=ydx-+xdy, откуда 2, = 2 ; г, = - , i+ 

(x+y)? (x+y)? 
На = a = Sey 

Принимая BO внимание, что точки поверхности симметричны OTHO- 
сительно плоскости Оху и что верхняя ее часть (относительно этой 
плоскости) проектируется в замкнутый треугольник {0 <х<1, 0< 
< у<1— хх}, находим: 

(т 
$=2 || Рау =V2 По ху 24x 

y=b/Y/ 1— b 
Vive a x = 8a’ arcsin —. 

y= 

1 

ут) de dy = 
ви 

2 
V 2xy 

iN = 

o
o
 <x 

<у<1—х 

(ry? 4.477 ут Шт 

+ he Fy? )dv=2V3(B(3, 2)4 тв(у, °))- 

_ [г (3. 1\,/2 2 (4 
—2V2 Ue) “(в = 

103. Найти площадь части поверхности х?-| и? -| 2? = а?, располо- 
женной вне цилиндров x? + и? = + ах. 

Решение. Поверхность, площадь которой требуется вычислить, 
состоит из двух симметричных относительно плоскости г = 0 частей, 
каждая из которых разрезается плоскостью Огу на две равные части. 

Для решения задачи достаточно вычислить = часть площади MOBEpx- 

ности и результат увеличить в 8 раз. Рассмотрим часть поверхности, 
находящуюся в первом октанте. Она проектируется на плоскость Оху 
в замкнутую область О, определяемую неравенствами O<x <a, 

Vax— м <y<Vae—x. 
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Принимая BO BHHMaline равенства z= И а? — х? — у?, 1422427? = 
а? 

= 5, Получаем: a= —x2?—y 

ИУ ° 

Переходя в интеграле к полярным координатам, находим: 

= ва? | sin gdp = 8a”. 

104. Найти площадь части поверхности г = V x? + y?, заключенной 
внутри цилиндра x? + y? = 2х. 

Решение. Поверхность, площадь которой требуется определить, 

вырезается цилиндром из конической поверхности г = И х? -- и?. Ци- 
линдр пересекается с плоскостью Oxy по окружности (x —1)?+ у? = 1 
(2 =0), которая является границей области интегрирования в двойном 

интеграле, равном численному значению площади поверхности. 

Для функции z= V x? + у? имеем: 1 + 2? + 2? =2; поэтому 

S=YV2 (| dx dy =xV 2, 
(х—1)2--у2<1 

поскольку интеграл | dxdy равен по величине площади круга 
(x—1)?+y? <1 

единичного радиуса. 

105. Найти площадь части поверхности г = И x?— y?, заключенной 

внутри цилиндра (x? + и")? = а? (х* — и"). 
Решение. Цилиндр вырезает из конической поверхности z= 

= Их? — и? симметричные относительно плоскости Ozy и равные между 
. | 

собой KYCKH. Легко видеть, что 4 часть поверхности, площадь кото- 

рой требуется вычислить, проектируется на плоскость Оху в замкну- 
тую область О = {(х* + P< а* (м — у), х> 0, у> 0}. Поскольку 

для нашего случая У1- 22 + г? = Их | ‚ то 
V x? — y? 

= dx dy S=4 a 
у? \ | Ух — и? 

D 
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Переходя в интеграле к полярным координатам, получаем: 
x 

ау cos29 т _—____ 

И cos 2¢ 
0 

x 

= 2a? \ Vi- (И 2sin¢)?d(V 2sin¢). 
0 

Полагая в интеграле V2sing = находим: 
1 

S = 20°| VIF at = 
0 

. 1 
106. Найти площадь части поверхности 2 = > (x° — y”), вырезанной 

плоскостями Х — и = +1, х-и= +1. 
1 ° 

Решение. -; часть поверхности, площадь которой требуется вы- 

числить, проектируется на плоскость Оху в замкнутый треугольник 
р = {0<х<1, O<y<1—x}. Следовательно, поскольку 

ИТ 22+ 2 = У! - x2 -+ y?, искомую площадь находим по формуле: 

$=4| | VIFF pdx dy. 
D 

Перейдем в интеграле к полярным координатам: 
1 

sin 9-+cos ф | 

г —_5 faa 3 |? sin 9+cos ф 

54| 4$ | РИУТ-р dp = + (a+ ey? | ) de = 
0 0 

=0 

> 3 
4 1 2 

= $| (1 T Ging feos т 
0 

=
 | | 

© —
-
 

Go
] 

=>
 

—
>
 

кэ|
 

а 

+
 

ож) т. нае 
0 

(после замены ctg (¢ + +) = 7 . Вычислим интеграл 1;: 

1 1 

3+ 7 9 ——_ 

—1 —1 
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1 т | 
— УЗЕЕР —— at = 2 2 | VaFRa +2 | le dt = \varra+2) eat 

= (573+ 245 in¢+V34 в) 
1 

+4) Coarse ‚т 
1 

dt 
24-7] 4 

+4 lai та ins + \ pave 

Осталось вычислить интеграл /,. Произведя в нем замену по фор- 

муле ¢ = УЗ4е2, получим: 

d(V 2 sin 2) 

Е-- (И зи г)? — 

=
 
s
o
l
e
 

т 

6 
cos 2 dz | 

5 = \ cos? z+ 3 sin? z "У. 
к 

~ 6 

= 75 arctg (V 2 sin z) 6 —Vdarctg—. 
=. V2 

Окончательно находим: S = — z т 22 2 у? (1 + с In 3] +3 arctg т . 

107. Найти площадь части поверхности параболоида x? + и? = 2az, 
заключенной внутри цилиндра (x? 4- y?)? = За?ху. 

Решение. Из условия задачи заключаем, что поверхность г = 
_ x+y? 
~~ Qa 

симметрична относительно оси Oz (поскольку ее сечения г = 

= const являются окружностями с центрами, лежащими Ha оси 02) 
и что г> 0. Цилиндрическая поверхность симметрична относительно 
плоскости у = х и пересекается с плоскостью Oxy по кривой, уравне- 
ние которой в полярных координатах имеет вид р” = а*зш 2. Четвер- 
тая часть куска поверхности, вырезанного из параболоида цилиндром, 
проектируется на плоскость Oxy в замкнутую область О, ограниченную 
отрезком луча и=х (х> 0) и частью кривой (x? -+ у^)? = 2а?ху. По- 

; а? -+- x? 2 
скольку V1 + 22+ zy _V a oy TO, принимая BO внимание 

приведенные выше рассуждения, имеем: 

5= || Имя + у? dx dy. 

D 
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Перейдя в двойном интеграле к полярным координатам, получим: 

+ ат 2¢ 

. 4 =—5 
= * 4 БИ = 4 | dy | рИ а - р 4 = 

0 о <p <aV sin 29 29 

3 
5 ) 4 = “ [Ел 2) 

ев teeth idol )-Э- 
ая) ро 

108. Найти площадь части поверхности sinz = shxshy, отсекаемой 
плоскостями Хх =[Гих=?2 (y> 0). 

Решение. Из условия следует, что shxshy<1, откуда 0< 
| 

<YS Arsh a3} . 

Дифференцируя равенство sinz=shxshy, получаем: coszdz= 

=chxshydx + shxchydy, откуда 2, = chxshy | 5 _ shxchy ——— = ‚ следо- 
cosz ” JY ccsz ’ след 

вательно, 

2 2 ch? x sh? y + sh? x ch? у mesh y+sh?xch?y 

Ра; +2, = cos? 2 "= 14 —sh2x sh? и 
_! —sh*?xsh?y-+ ch? х $62 y+ sh?xch?y 1+ sh?x chy — sh®y) -+ сН2х sh®y _ 

1 — sh? x sh? и — | —sh? x sh? y a 
_ l-sh?x+ ch? хз у ch? x(l+ sh?y) ch? xch’y 

7 1 — sh? х $1? у ~ -L—sh?xsh?y — 1—sh?xsh2y 

По формуле (1) имеем: 

9 Arsh (==) 

$= | пла chy dy — 
ИГ— 32 x sh?y 

\ d(shy)  _ 
ы V 1 —(shx shy)? 
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I 
= -| cth x (arcsin (sh x sh | _ (5 :)) dx = 

2 

— arcsin lcthxdx = 5 \ tne — 7 >In (sh x) = 
1 

т sh2 т е? — e—? п ] 
= Мрт =эШшг =o in(e + 4). 

109. Найти площадь поверхности и объем тела, ограниченного 
22 

поверхностями х” у =, x+y +z=2a (а > 0). 

Решение. Прежде всего напишем уравнение проекции на плос- 
кссть Оху кривой, по которой пересекаются коническая поверхность 
и плоскость. Для этого подставим 2 =2а — х —и в уравнение KOHH- 

ъ 22 ° 
ческой поверхности x? + y? = “y+ Получим уравнение кривой в виде 

2а—(х + y)-=V 3(? -- и’). Эта кривая — граница области, являю- 
щейся проекцией на плоскость Oxy куска плоскости г = 2а — хи, 
вырезанного конической поверхностыо. Обозначим указанную область 
вместе с ее границей через D. Тогда, очевидно, можем написать: 

V = \\ (22 —и-и—1И36 FR) ах, (2) 
D 

S — S; + Se, 

где S;— численное значение площади куска конической поверхности, 
проектирующейся в D, а $. — значение площади части плоскости, 
проектирующейся в О. Для копической поверхности V1 + 2? + г’ — 

=2, а для плоскости V 1 -Е Zot zy — 3, поэтому 

S = (2+ V3) \f deay. (3) 
D 

Перейдем в интегралах (a) и (8) к полярным координатам. Учиты- 

вая, что уравнение границы области интегрирования примет вид о (ИУ 3 + 
2a 

+ sine + cosy) = 2a, откуда O< p< ‚ получаем: 

V34+V2sin (e+ 3] 
2a 

УЗ-У 2 sin (+=) 

и | dy \ (2a— (V3 + V2sin(y + =) pd = 
0 0 

2 ater 

4 >| 4$ | 4 3 \ dt 4 3 
= +a s= а = = = +a’! 3 Ц — 2 3 aye 3. ? 

0 (УЗ-- ИЗ (+=) = (УЗИ? т 9 
4 
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2a 

„ УЗИ (++) 

5+3 | de \ р ар = 

dep _ 

8 (V34+V2sin(o+% =) 
= 2a" e+val 

+2" 

— о L — dt — о x [ 2a? (2 -- V 3) ) We Visine 2a? (2+ У 3) [. 

4 

Вычислим интеграл J: 

pte =—-- 

l= dt — 42 

(V3+V2sin 8? д (ИЗ- V 2 соз 2)? 

4 4 

п 
(после замены t—-> = z) В последнем интеграле можно взять пре- 

делы интегрирования от 0 до 2x, так как подынтегральная. функция 
периодическая с периодом 2x. Записав / в виде 

21 

[=> | | = . 
, (1 + и 3 cos ? 

и приняв во внимание решение примера 207, гл. Ш, 4. 1, получим: 

V 2sinz Vi-Viws 
[= = + 2У Загс 

14 V2 cosz И V2 

2 

+2V3x [244] || =2=И3, 

Таким образом, 

_ 4 3 2. _ 8& 3 Via 3 P2V 3x =F та 

$ = 207 (2+V3)2V3 0 = 4x0? (3 +2) 3). 

110. Найти площадь части сферы, ограниченной двумя параллелями 
и двумя меридианами. 
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Решение. Пусть $1, 92 — долготы меридианов (92 > $1), а Y1, Yo — 
широты параллелей ($, >,). Тогда координаты любой точки части 
сферы радиуса К, ограниченной двумя параллелями и двумя меридиа- 
нами, можно записать в параметрической форме: 

х = Кс0$Фс0$ф, y=Rsinegcosp, z=Rsing, 

91 << YP SCV< be. 

Вычислим частные производные функций x, у, г по переменным 
риф: 

ж =—Rsingcosh, у, = Ю с0$$с0$ф, 25 =0, 
xy =—Reosgsind, yy=—Rsingsiny, 2, = Reosy 

и найдем гауссовы коэффициенты данной поверхности: 

E = (x4) (6 + (22) = Re cos? b, в = (+ (yi)? + (ei)? = В, 
F = xoxi, + yyy а =0. 

Тогда по формуле (2) получим: 
$2 Ye 

S= || R®cosy dy dy = В? | de | cosy dy = 
Vs 1 <P <He Фа 

фу << фа 

= R* (фз — $1) (sin ф› — sin ,). 

111. Найти площадь части геликоида x =pcose, y=psing, z= 
= Йф, где O< p<a, O< ох 2т. 

Решение. Искомую площадь найдем по формуле (2) (роль пе;е- 
менных и и о здесь выполняют переменные р и $). Имеем: 

Хх, = С0$Ф, y,=sing, 2; =0, x,=—psing, y,=pcosy, 25 =Й, 

Е = (x5)" + (Ур) + (2)? = 1, G = (же + (Ye)? + (2)? = 9? 1, 
Е = хьхь + ype + 2625 = —psingcose + psing cosy = 0, 
2 a 

S= | 4 | УР ар = Уши + У) = 
0 0 

== УР hein StV ere), 

112. Найти площадь части поверхности тора х = (b + acos>)cos¢, 
у= ($ | асоз $) зто, z=asind (0<a<b), ограниченной двумя 
меридианами 9 = $1, 9 = о и двумя параллелями ф =,, $ф = tbe. Чему 
равна площадь поверхности всего тора? 

Решение. Для нахождения искомой площади достаточно фор- 
мально применить формулу (2). Вычислим гауссовы коэффициенты Ё, 
G, Е данной поверхности: 

Хе = —(b+acosv)sing, и = (6 + асоз 4) с0зФ, 2 =0, 

ху =—acos¢siny, yy=—asingsiny, 2 =acosy, 
Е = ($ + ас0$$)?, G=a’*, F=0. 
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По формуле (2) имеем: 

Pe Ye 

S = a | de | (b+ acosh) dp = a (© — 91) (6 (v2 — 1) + 
1 Va . 

, + a (sin ф. — sin $1)). 

Чтобы найти площадь всей поверхности тора, подставим в получен- 
пую формулу 9,=0, 9,=2e и $. =0, 4. =2*. Таким образом, 

b. полн = 4x7 
113. Найти телесный угол ®, под которым виден из начала коор- 

динат прямоугольник х =а>0, O<y<b, O<2z<c. Вывести при- 
ближенную формулу для w, если а велико. 

Решение. Телесным углом называют часть пространства, огра- 
ниченную конической поверхностью. Вершина угла совпадает с верши- 
ной конуса. Мерой телесного угла служит площадь куска единичной 
сферы с центром в вершине телесного угла, вырезаемого из нее кони- 
ческой поверхностью. 

Из условия задачи следует, что коническая поверхность состоит 

из частей плоскостей z= — x, y=0, z=0, y= <, причем вер- 

шина конуса находится в начале координат. 

Рассмотрим грань конической поверхности у = 0, z= <. x, 2=0. 

Единичная сфера пересекается с этой гранью по кривой, проектирую- 

щейся на плоскость Oxy в отрезок луча x > 0 (y =0). Грань z= — x, 

b © © es 

y= 7x, 2= О пересекается с единичной сферой по кривой, проекти- 

3 b 
рующейся Ha плоскость Oxy в отрезок луча у = —х(х> 0). С гранью 

b о 
y=0, 2=0, y= 7 х единичная сфера пересекается по кривой х“ -+ 

. b 
+ y? = 1, лежащей внутри угла, образованного лучами у = сх, Х> 0, 

C b ‘3 
и на его границах, a с гранью у = 0, 2=— x, y=—xX—NO кривой, 

о 
С? 

уравнение проекции которой на плоскость Оху имеет вид a + с, +- 

+ у? = 1, причем эта проекция также лежит внутри упомянутого угла 
и на его границах. 

Таким образом, кусок единичной сферы, вырезаемый заданной конн- 
ческой поверхностью, проектируется на плоскость Oxy в замкнутую 

. 
62 

область О, ‘ограниченную частями кривых х?-+ у? =1, 4? (1 + “| + 

-- 52 = 1 и отрезками лучей x>0 (y= 0), y= 2x (x > 0). Для на- 

хождения искомого телесного угла воспользуемся формулой (1). Урав- 
нение единичной сферической поверхности имеет вид x? + y?+27=— 1, 

поэтому V1 На + ay Fi 
—x?— у? 
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8 dx а 
Перейдем в интеграле } и к полярным координатам. 

ну Ут — x — a 
D 

Тогда О<е< arcsin +7 <p<l, 
ту | += — ~ cos? © 

В b 
arcsin arcsin 

a+b | Vat-+b? 
S= \ do | odo _ с cos фаФ _ 

V1 = р? а Cc? 2 0 1 0 1+ 28 COS" $ 

1-25 cos" 

arcsin b 
Var+b? с С arcsin 

«(< sin °| — sing Va?+b? 
= = = arcsin = 

и i С? с. Vine | ивы | 
-- m \q sin? q2/ №0 

= arcsin bc KB. ед 
У ео 

Теперь легко найти телесный угол в: 

S KB. ед. . bc 
= ———— = aarcsin . 

| кв. ед. И (a? + 62) (a2 2 с?) 

bc bc 
Если а велико, TO w = = -— 

Viens) 
$ 5. Приложения двойных интегралов 

’ к решению задач механики 

”. Центр тяжести плоской пластинки. Если X%) И И, — 
 оордина центра тяжести пластинки О, лежащей в плоскости Oxy, 
и и =в(х, И) — плотность вещества пластинки, TO хо И Yo MOXKIIO 
найти по формулам 

X= 5 || хр (х, ydedy, yo = \\ yp (x, у) dx dy, (1) 
D D 

где М = \| u(x, y)dx dy — масса пластинки. 
D 

Если пластинка однородна, TO w(x, и) является константой, KOTO- 
рую принимают равной единице. 

2. Моменты инерции. Если Г, и [,-— моменты инерции 
пластинки D, лежащей в плоскости Oxy, относительно координатных 
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осей Ох и Oy, TO их можно вычислить по формулам: 

Г; == | y’p(x, у) ахау, 1, = |} xu (x, у) ахау, (2) 

где p(x, и) — плотность вещества пластинки. 
Центробежный момент инерции /,, вычисляется по формуле 

Ly = | ху (x, у) dx dy. (3) 
D 

Положив в формулах (2) и (3) в = 1, получим геометрические моменты 
инерции плоской фигуры — замкнутой области О. 

114. Найти массу квадратной пластинки со стороной а, если плот- 
ность вещества пластинки в каждой точке пропорциональна расстоянию 
этой точки от одной из вершин квадрата и равна в в центре квадрата. 

Решение. Предположим, что стороны пластинки являются отрез- 
ками осей координат 0 < x <a, 0 < ужа. Из условия задачи следует, 
что плотность вещества пластинки изменяется по формуле p(x, y) = 

=cVe+ry + у, где с — постоянная, подлежащая определению. Из усло- 
а 

BHA p (4 , 4) == №0 Находим, ЧТО C = У? Ug. 

Значение М массы получим с помощью формулы 

M=— [ве 

Перейдем в интеграле к полярным координатам: 
_@_ 

4 COs P > sin ¢ 

V3 wa (| рае | ae | dy) 
4 

к vi к 

уз 4 2 4 

_ V2 22 | de \ dp | „21/5 »| dy 
= 3 Mo ( cost К sinko} 3 V2 виа ) cose 

0 т 0 =. 

= а? (2+ У? (1-2). 

Найти координаты центров тяжести однородных пластинок, огра- 
ниченных следующими кривыми: 

115. ау = №2, x +y=2a (а>0). 
2 Xx 

Решение. Прямая х -- у=2а и парабола у = -- пересекаются 

в точках с абсциссами x = —2a и x =a. Однородная пластинка пред- 
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® 
x? 

ставляет собой плоскую замкнутую область О = {—2a <x<a, Л 

<и< <2a— x} ‚ а ее масса численно равна интегралу 

к 2a—x a 

Xo = 9,3 x dx \ dy = 53 | (2ax—2—")de=—4, 
—9a x ~ oa 

a 
a 2a—x a 

Yo = 5a | dx | ydy = ((2a— 28S) dx = Fa. 

— 2а x? —oq 

116. Vx+Vy=Va; х=0, y=0. 
Решение. Кривая Vx+ Vy = Va вместе с отрезками осей Koop- 

динат О < X <a, O<y <a ограничивает плоскую однородную плас- 
тинку. Масса пластинки численно равна ее площади, т. е. интегралу 

а (Уа-У»х) а 

M = \ de \ dy = \(a—2Vaxt+ dea", 
0 0 0 

Применяя формулы (1), получаем: 

а (Va—Vx)’ a 5 

x= 5 | хах \ дез | (ax —2Vax? + 4-5, 
0 

а oe a 

6 _ 3 _ _ 

0 0 

2 2 

117. хз чп —=а3 (x>0, y> 0). 
Решение. Пластинка ограничена отрезками осей координат 0 < 

<х<а, 0<y<a и частью астроиды. Вычислим интеграл 
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В последнем интеграле произведем замену переменных по формулам 
. п 

х =2ас03$3 4, y=asinet, O<t< 5. Тогда получим: 

а р 
М = | ydx = — \ asin? # (—За cos? fsint) dt = 

0 0 

= 3a’ \ sin? ¢ cos*¢ dt = 3a? | (sin* ¢ — $118 t) 4 = 
0 0 

3 по (3! Si) _ Зе 
о ~@ \an— én} = 30” 

—. 
— 

(знак Ё«—» взят перед интегралом вследствие того, что возрастанию 

\ 
Tv © 

параметра ¢ от 0 до - соответствует убывание переменной x от а до 0). 
2 

По формулам (1) имеем: 
а а 

| 32 
Хо = 5 | ках ду | xy dx = 

0 0 0 

2 
32а Буга, 16 5 _ 2564. 

= —— | Cos tsin’? dt = —aB (3, 3) = pee 
0 

a у 6 a 

32 ; ] 

0 0 0 

2 
. 6 

= ба sin? # с052 { dt = © aB A, 3) 2, 
п п 2 31572 

0 

3 

118. (+ +4] = =. (петля). 

Решение. Все точки области, ограниченной петлей, лежат в пер- 
вом квадранте, поэтому при вычислении площади этой области можно 
произвести замену переменных в соответствующем двойном интеграле 

2 e р. ии 

по формулам х =apcos*9, и = фо $11" Ф (0 <9< =) . Тогда уравне- 

аб. 
ние границы области будет иметь вид р = = Sill” 9 cos” $ и мы получим: 

п ab. , о п 
> 22. Sin” ф COs” © > 

e а353 e 5 5 

М = 2ab \ sing cos¢ dg \ ode = | sin cos” ¢ dy = 
0 0 

ab 2а363 а363 

= 990 В (3, 3) = 55а = ба.



По формулам (1) после замены переменных в интегралах находим: 

ab in2 2 ca Sin? ф cos? ¢ 

о <>
 

Q 
=
 

O
t
a
 

v
/
a
 

sing cos® 9 de | о? фр = 
6 

| 
а 

т arb . ee) — ab 

— 1462? 

|| . < 
C
t
 

ol
 

a 
2
—
5
 

sin’ pcos’ ф dy =-5 52°08 (4, 5) = 

<
.
 
5
 

Е $11? 9 cos? ф 

< S 5 =
 

5 
40 e 

sin® © cos ф dy К * ар = ab? | sin® ф cos’ ф do = 

аб?В (5, 4) = 

= || 
я,
 

>
 

ab2 

“14¢2 * 

119. (?+y7)= мы (х> 0, y> 0). 
Решение. Однородная пластинка представляет собой область, 

лежащую в первом квадранте и ограниченную замкнутой кривой, поляр- 
° . к 

ное уравнение которой имеет вид р =а] 31129, О<ф< у. Macca 

пластинки равна численному значению ее площади, следовательно, 

5 aV sin 29 ; 3 ; 

M= || dxdy=(dg | оф [зп =. 
(х2--у2)2 <2а?ху 0 0 0 

£>0, y>0 

Применив формулы (1), получим: 

9 - 9 2 aV sin 29 

t= || xdedy=—\cosede | pPdp= 
(x? y?)? < 2a? xy 0 
к 

2 Е 
3 5 

Е a | (sin29y cos dp = + Иба | sin? g cos! ge = 

0 0 

| 

2 5 7 к 

Аналогично находим: 

а Vsin 29 
3 5 

saya . КЖ cos? ody = 

0 0 
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120. p=a(1+cos¢), ® = 0. 
Решение. Обозначив через D множество точек (x, и), принадле- 

жащих пластинке и ее границе, получим: 

п а(1--со$ $) п 

М = | | аха = | de | рф = | (1 + cos фар = na’, 
D 0 0 

т a(1-+cos $) 

= 5-8 i Jf xd dy = 525 | cose dl \ о? фо = 
0 

= [ое -- cos $) de =& | (3 cos? ф + cos* ф) 4 = 

р 
= = | (3 cos? » + cos* ») de = a, 

0 
т a(1-+cos $) 

} sing de | р? ар = 

=) ( -- cos ¢) sing de = = ef + cos ¢)? d(cos $) = 

121. x =a(¢t—sint), y=a(1—cos?) (O< <t<2n), y=O0. 
Решение. Пластинка ограничена аркой циклоиды и отрезком оси 

Ох, поэтому можем написать: 

2ra 2ra 

M= | ах ау = J de | dy = Так Га — дай -— 980) dt = 

27 2n 

=а? | (1 —cost)?dt = а? | (5 —2cos¢ + 28") ar = 
0 0 

= а? (51—25 ng + | — 3na?: 

2a 27a 

| | = \\ xdvdy = ааа | vas dy = 5 mat | yd = 
D 0 

2х 2 

| \ a(t — зпра (1 — соз$ в (а (Е— 511)’ dt = = | (1 — cost) d(t— 
0 

Зпа? 

on 

— sin?)? = = («1 — cos 8 (1 — sin 0? 
x 0 

— (Е — sin 0? sin t dt} = 
0 

2x Qn 

--&| (2 sint — 27 sin®¢ + 5180 dt =a) (¢ —tcos 2t) dt — 
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on 2n 

IC. р 
+3) sin 22 dt + Ё cost р 

2к on 

— | @sint dt) = 2 (2n*— + sin 20 
0 

— 2) roost) беж +2 ща) =x, 

27a 2па 

Yo = м! ydedy — sc | ах | ydy = sat | yd = 

ааа = sin dt = [зи = 

122. Найти координаты центра тяжести круглой пластинки х”-- 
+ у? <a", если плотность ее вещества в точке М’(х, у) пропорцио- 
нальна расстоянию от точки M’ до точки А (а, 

Решение. Из условия задачи следует, что плотность вещества 

пластинки выражается формулой p(x, и) =сИ (х— а)? -+ у?, где с> 
> 0 — постоянная. 

По формулам (1) имеем: 

M=c || ва, = || хо, ydedy, 
о ел <a? х 241 1/2 <а? 

Yo = || yp. (x, y) dx dy. 
М eit cat 

Перейдя к`полярным координатам по формулам x—a=pCosg, 
y =psing, получим: 

a —2a cos $ > 

M =c\ ах | ар = ca? | оз фар = 

| fs 
> 

= са | (1 — sin? Ф) а ($91) = = ca’ 

=n 

9 a —2a cos 9 

Xo = 353 ] dp | (a + pcos $) р" dp = эн т (— за“ cos® @ -+ 

5 2 
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+ 4a* cos® $) о = 3a | (3cos’ ф — 2 cos* 9) de = 

> 
3 
xT 
2 

a К и— 4? о + 3sin* $) а (sing) = —-, 

> 
3 

9 5“ —2acos $ 9 

Yo = 3598 | sing de | рр = за ic ф sing de = 0. 
— —, 

123. Определить кривую, описываемую  ентром тяжести плоской 

фигуры с переменной площадью, ограниченной кривыми: y = J’ 2рх, 
y=0, «=X. 

“ Решение. Посредством формул (1) находим: 

X YV2px 
3 

M = | |. dy = 4 V 2p X?; 
0 0 

Теперь легко написать ange зависимости Yo OT Xo: 

_3 ve. TV. = УЗ, 
Yo —_ 4 у. Иж Хо = 

Найти моменты инерции относительно осей координат Ох и Оу одно- 
родных пластинок, ограниченных следующими кривыми: 

24. и у =Ь y=0 (6: >0, &>0, #>0.. 
1 2 

Решение. По формулам (2) имеем: 
( (Ши 

h ( =. | 

| у" dy \ dx, если bj < bo, 

= \\ Pde dy = 4 й — 

h 

\ y* dy \ dx, если b, > be, 

0 у 

(65 — 6) т. ‚ если bi < bg, 

— (bj — be) a если 6; > bp. 
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3 

Таким образом, [, = | by — 65| ua . Далее, 

| y 

n (-*) 
{dy | ах, если 6, < ba, 

b, (1-4 
| 

= xP dedy =| И м 
_ 

\ dy \ х? dx, есяи В, > bz, 
0 y 
о-в) 

(58 — b*) Е ‚ если by < by, 
— 

(63 — №), если by > by. 

Объединяя найденные результаты, получаем: 

A By — be | (bi + 6165 + 65) 
Г, 12 

125. (x — а) - (у— а) = а*, х=0, у=0 О<х<а. 
Решение. Из условия задачи следует, что однородная пластинка 

представляет собой замкнутую область О, определяемую неравенствами 

О<х<а,0<у«а— 1 3ах — x’. Заменяя в формуле Г, = || рахау 
| D 

двойной интеграл повторным, получаем: 

a—V 2ax—x? a 

I, = | de | ища | (a—V 2ax— зах. 
0 0 0 

Полагая x = За яп? находим: 

7 ра 
l= | sin 2¢ (1 — sin 2t)* 4 (21) = | sin uw (1 — эт wu)? du = 

0 0 
а“ 

= 16 (16 — 5x). 

Задавая множество D посредством неравенств O<y<a, 0O<x< 

<а— | 2ay— y’, получаем: 

а a—V 2ay—y? , 

„= | ay | x? dx = 15 (16 — 5*). 
0 0 
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126. p =a(l + с0$$). 
Решение. Полагая в интегралах (2) p(x, у) =1 и переходя 

к полярным координатам ри ох (O<g<2ze, O< p<a(l-+cosg)), 
получаем: 

27 а(1--с0$ $) 2r 

I, = | sin®¢ dy | р dp = © \ sin®g (I + с0зе)4 4 = 

0 0 0 
2n wT 

__ 4 10 ? eine Ф __ 4 1 +12 __ = |ба J cos > Sin x dy = 32а J совм sin tdt = 

> z 
= 64a* | cos! ¢ sin? Е dt = 64a‘ | (с0$10 { — с081? t) dt = 

0 0 

ела (Ol ИИ 
= 64а”. (ion — тп) 
2“ а(1--с0$ $) 2n 

4 

I,+1,=\de | dp= (1 со dp = 
0 0 0 

Qn п > 

= 40 \ cos’ > de = 8a' | cos®¢ dt = 16a‘ \ cos’ Е dt = 
0 д 0 

7! п 35 4 
= 4, . —- 

= 164 зп’ 5 = 7g 74 
35 49, 

I, = 7g 7a" — 1, = 35 "а. 

127. Найти центробежный | момент инерции I y однородной фигуры, 
ограниченной кривыми ay = x°, ах = у? (a >0). 

Решение. Кривые, ограничивающие фигуру, пересекаются в точ- 
ках с абсциссами x =0Ои х==а, поэтому множество р ‚точек фигуры 

и ее границы определяется неравенствами О<х<а, ——<y< Vax. 

По формуле (3) получаем: 

а Уах 

I =\\x dv dy = | xdx | dy =| x (ах — ах = ху у у у у о а? 12 ° 

р 0 xP 0 

а 

128. Доказать формулу J; = 11, | Md?, где J, 1, — моменты инер- 
ции плоской пластинки D относительно параллельных осей [и [, из 
которых J, проходит через центр тяжести пластинки, 4 — расстояние 
между осями, М — масса пластинки. 

Решение. Выберем систему координат Оху так, чтобы начало 
координат О (0,0) совпало с центром тяжести пластинки М, (Xx), и), 
а ось Ох —с прямой 4. Очевидно, что тогда Yo = 0. Пусть p(x, у) — 
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плотность вещества пластинки. Расстсяние точки пластинки P (x, и) от 
прямой / равно 4 — у, следовательно, можем написать: 

в = \ (d —y)? w(x, y) dx dy || w(x, y) dx dy — 
D 

— 2d \ yw (x, ydx dy + | | у? (x, y) de dy. 
D 

В силу равенств 

(Vue, д ахау = М, Sl yu (x, ydedy = Ми = 0, 
D D 

Vf yee, y) dedy = I, = My, 
D 

получаем: J; = /;,-+ Md?, что и требовалось доказать. 
129. Доказать, что момент инерции / плоской области D относи- 

тельно прямой, проходящей через центр тяжести О (0, 0) области и со- 
ставляющей угол a с осью Ох, определяется формулой 

Г =I,cos?a —2/,,sinacosa + /,sin*a, 

где /, и /,—MOMeHTEI инерции области D относительно осей ОхиОц, 
Ley — ‘центробежный момент инерции. 

Решение. По условию, центр тяжести области находится в начале 
координат. Фиксируем точку (x, и). Ее расстояние до заданной прямой, 

У] У] 

0 of 

Oo — 

эр AN 
Рис. 12 Рис. 13 | 

как видно из рис. 12, равно (x —yctga)sina = xsina —ycosa, по- 
этому можем написать: 

1=J\ sina — усоза) a(x, у) dx dy = sin*® a J) ot, и x* dx dy — 

—2 2 sinacosa [ft x, y) xy dx dy + cos? {Soc y) у’ dx dy = 

= 7 sin?a —2/,, sinacosa + 1 cos* a, 

что и требовалось доказать. 
130. Найти момент инерции однородной пластинки, имеющей форму 

правильного треугольника со стороной а, относительно прямой, прохо- 
дящей через центр тяжести треугольника и составляющей угол а сего 
ВЫСОТОЙ. 
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Решение. Выберем систему координат Oxy так, чтобы центр 
тяжести треугольника совпал с началом координат, а высота треуголь- 
ника была отрезком оси Оу (рис. 13). Тогда можно воспользоваться 
формулой, полученной при решении предыдущей задачи, заменив в ней 

п 
значение угла ох значением 5 — a: 

— in2 - 1 2 [= 1,sin*a —2/,,sinacos a + Г, cos*a. 

Вычислим моменты инерции /,, Г, и [„, по формулам (2) и (3), при- 
нимая во внимание, что замкнутая область D — равносторонний тре- 
угольник со стороной а, точка пересечения медиан которого находится 
в начале координат. 

Запишем область интегрирования D с помощью неравенств 
a у a и a a у 

уз SIS уз, уз 3 S*S3 уд 

двойные интегралы повторными, получим: 

. Заменив соответствующие 

а а у а 

V3 3 V3 V3 ' 

Г. = 2d dx = 2 (fy) y= a =f ey fo wae и, 
Ч _ a _ 

9 V3 V3 3 2V3 
a а и а 
v3 3 УЗ МХ 

а tom J ods [tend (И 
— 2 Y_ a _ 2 

2V3 V3 3 2V3 
.а ag a 
3 3 ¥3 V3 , 

Г = а 2dy— * 3—7) w= a 
4 \ у \ * | (3 V3) “Уз уз’ 

_ 4 JY _ «а _ _@_ 
23 73 и 2V3 й 

[= a — in? 2 — V3 (sin* a + cos” а) 3278 

131. Определить силу давления воды на боковую стенку х > 0 ци- 
линдрического сосуда х? -| у? = а*, 2г= 0, если уровень воды z= A. 

Решение. Согласно основному закону гидрсстатики, на элемент 
40 (М) площади 4$ (М) цилиндрической поверхности действует сила 
давления АР (М), равная по величине произведению площади этого 
элемента, расстояния его от свободной поверхности жидкости и плот- 
ности жидкости. Направлена эта сила в сторону внешней единичной 
нормали к боковой поверхности цилиндра. Следовательно, 

dP (М) = а$ (М) p.(M)(h—z)n(M), Me do. 
Поскольку образующая цилиндра параллельна сси Oz, можем напи- 

сать: АР (М) = id X (М) + jdY (М), где 

dX (М) = dS (h — г) соз (п, i)» (М), 

dY (М) = dS (h — 2) соз (п. в (М). 
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Суммируя по всем элементам do и принимая во внимание равенства 

dS=V1l+x7+ x? dy dz, 

| ~, ху 
‚ cos(n, fj) = — , w(M)= 1, 

Или»: ed) Vitap toy a 
получаем следующие значения компонент X и У вектора P cyMmMap- 
ного давления на стенку цилиндрического сосуда при x > 0: 

Х = А Vi+txpt x? (h — 2) cos (п, i) dy dz = 
—а<иу<а 

0<2<В 

а 

= { dy | (h —2) dz = a(h —2)*|) al? 
0 —а 

^^. 

cos(n, i) = 

Y= || УГ (и 2) cos (п, ) dy de = 
—а<у<а 

0<2<й 

~ { yay | (r—2 de =0. 
—a 0 

132. Шар радиуса а погружен в жидкость постоянной плотности 6 
на глубину A (считая от центра шара), где й >. а. Найти силу давле- 
ния жидкости на верхнюю и нижнюю 
части шаровой поверхности. { 

Решение. Выберем систему коор- === 
динат Охуг так, чтобы ее начало`совпало -— 
с центром шара, и выделим элемент по- —— 
верхности do(M) верхней части шара ~— 
(рис. 14), имеющий площадь dS(M). 
Тогда, используя обозначения предыду- 
щей задачи и принимая во внимание, что 
сила давления dP направлена в сторону, 4~ 
противоположную направлению внешней 
нормали, получаем: Рис. 14 

dP = —é dS (М) й— 2) в (М), где 

п (М) —| _ 79? = 75 } =: 12 — 
lV ite, +2, Vitetey У та + 

= {cosa, с0$В, с0$1}, 

2 = У а — х— у, dS=V1+ 22+ 2? dx dy. 

Верхняя полусфера проектируется на плоскость Oxy в круг x? + у? < a’, 
поэтому, суммируя все элементы АР (М), находим: 

P= || Ут 2-2 (1 У у)п(М)ахау= 
х?-- у? < а? 

=iX + jY +kZ, где 
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X = —$ (| Vi+t22+2? (h—V a? — x? — y?) cosadx dy = 
x+y? <a? 

= —§ | хуи у) dx dy = 0. 
ху? <а? а —х и 

Y=—8 || УГ 2 (иж) cos dx dy = 
x+y? <a? 

__3 У) ay dy = 0, 
x4 у? <a? Vere ye 

Z=— | ИТ 22 +272 (в — Иа? — x? — у?) созт dx dy = 
х2-- у? <а? 

—=—5 К (h—V a? — x2 — у?) dx dy = —xa® dh + 
ху? <a? 

+4 \{ V a? — x? — y* dx dy. 
x2ty? <a? 

Переходя к полярным координатам, получаем: 

Qt 

И ярки = \ de |p И а* — р? ар = 
0 0 x24Ly? <a? 

3 10 
Qn о о ри паз 

= = (а — x ( pe | 3 

Следовательно, для верхней части шара 

|Р| = [21| = —na%eh + 2° = xa%(h—*), 

Для нижней части поверхности шара имеем: 

= —Уа*—№*— 7, соза= —2х = у Ут 22 

x у — ‚ cose = 
Иа-Иа би — У т а, +2 
сот = — ————, dP (M) = —84$ (М) (h —2)n(M) = 

1-2, + 2y 

= —Ит-Еай- ай (в -- И — 2 — у) зи (М)ахау, X=0, У=0, 
Z=—s || УГ Им 9) cosy dedy = 

xy? <a* 

= 3 || (h + Va? — x? — y*) dx dy = ка? (i + 3) 
ху? <a? 

|P|=Z=xa%(h + №).



133. Прямой круговой цилиндр, радиус основания которого равен 
а, а высота 6, целиком погружен в жидкость плотности 6 так, что 
центр цилиндра находится на глубине A под поверхностью жидкости, 
а его ось составляет угол а с нормалью к этой поверхности. Опреде- 
лить силу давления жидкости на нижнее и верхнее основания цилиндра. 

Решение. Выберем системы координат Ох’уг’ и Охуг так, как 

показано на рис. 15. Найдем теперь расстояние h точки М верхнего 
основания цилиндра от поверхности 
жидкости. Очевидно, имеем: 

— - — —_—_—_—_ хх ISina = 
sin a 2 

b . 
= — 5—2 sina 

Давление АР жидкости Ha эле- 
мент do (М) площади dS (М) верхне- 
го основания цилиндра, содержащий 
точку М, действует в сторону, про- 
тивоположную направлению внеш- 
ней единичной нормали № в этой Рис. 15 
точке, поэтому можем написать: 

5 cos а . 
dP = — (1 — 5 — 2’ sin a) па5. Суммируя по всем элементам АР 

и принимая во внимание, что вектор п постоянен в плоскости верхнего 

основания цилиндра, получаем: 

= —in || (и — Е — 2’ sin с) dx’ dz’, 

D 

где D— верхнее основание цилиндра. 
Переходя к полярным координатам и заменяя двойной интеграл 

повторным, находим: 
27 a 

p= —in| de | (n— 2298p sina sin 9) p dp = —na%(h — 2°) 
0 0 

В системе координат Oxyz вектор п = (sina, 0, cosa}, следовательно, 
проекции вектора P на оси Ох и Oz будут выражаться следующими 
формулами: 

Р, = —xa% (и — 2608 : sina, P 
2 2 

В со 
x 5 = —ra*s [n— - $) cos a. 

Давление жидкости Ha элемент do нижнего основания цилиндра 
направлено в сторону внутренней единичной нормали, поэтому можем 

b . 
написать: dP = bn (h + = — 2’ sin a] dS, откуда в прежних обозна- 

чениях имеем: 

P, = ка? (и -|- все sina, Р, = па (и -|- р - "| COS a. 
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134. Определить силу притяжения oa pone bi цилиндром x? + у? < 
< а‘, О<2г< И материальной точки Р (0, 0, 5), если масса  ЦилИда 
равна М, а Micca точки равна т. 

Решение. Выделим элемент объема цилиндра dV = dx dy cz, со- 
держащий точку М (x, y, 2), и проведем из точки Р (0, 0, 5) гадиус- 
вектор г = {х, и, 2—6} в точку №. Найдем теперь силу dF притя- 
жения материальной точки Р (0, 0, 6) массы т элементом АУ. Согласно 
закону Ньютона, 

dF (N) = (р, М), 

где 1 — гравитационная постоянная, e(P, №) — единичный вектор, на- 
© P, 

правленный из точки P в точку №. Поскольку e(P, М) a7". TO 

dF (№) = ) 

ут dx dy аг г (P, №) ymxdxdydz ттиуахауаг 

r3 r3 , r3 

ут (2 — b) dx dy de\ 
r? 

Для определения силы притяжения Ё необходимо просуммировать 
все элементарные силы dF (М), т. е. вычислить некоторый двойной 
интеграл. Фиксируя элемент площади Ах4у и интегрируя по 2 в пре- 
делах O<z<h, получаем силу dF,,(N) притяжения материальной 
точки Р с массой т цилиндрическим столбиком с площадью основания 
dx dy и высотой A: 

h h h 

OF, (N) = ymdxdy{)2%, (4, | Рае. 
0 0 0 

3 
Принимая во внимание равенство г? = (x? -+ y? + (z— 65)?)? , получаем: 

| 

z=h 

| 
= тах dy |x [№ ‚|1 r3? Sa УТЕРИ -Ы: \. 

h h 

dz dz | 

ЧЕМ) = тах ау | |”, у №, Wepre 
0 

Суммируя по всем площадям dx dy, имеем: 

ра [о 
х-у? <a? 0 x?-++y? <a? 

( — ) dee dy}. 
VPP RE Vet + y+ 5 

xi y? <a? 
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Переходя в двойных интегралах к полярным координатам, находим; 

а 2% 

| | 
Е = m0, 0, № | —_—_ —— dp| = 

1 ТУРЕ Vera)’ 

= (0, 0, omy (VEE РИ 5) |= 
— (0, 0, Inmy (ИЕ —|b|—Va ih be + |h—b))) = 

= (0, 0, — 2H" (| 6} |a— 6) + VFR Ve TP} = 
={0, 0, м 5 || —0) 4 V7 + (h— b)? — VETER), 

135. Луг, имеющий форму прямоугольника со сторонами а и БВ, 
. - ° KI 

равномерно покрыт скошенной травой с плотностью, равной P—;. Ка- 

кую минимальную работу надо затратить, чтобы собрать все сено 
в центр луга, если работа по транспортировке груза P KI на расстоя- 
ние г равна АРг (0< Е < 1)? 

Решение. ПГПоместим начало координат системы Oxy в центр дан- 
ного прямоугольника так, чтобы оси Ох и Оу были параллельны соот- 
ветственно его сторонам а и 6. Рассмотрим прямоугольник со сторонами 
dx и dy, содержащий точку М (x, у) исходного прямоугольника. Тогда 
минимальная работа, затраченная на транспортировку в центр луга 
сена, убранного с площади dxdy, будет равна pkrdxdy, где г = 

= Уи. Следовательно, вся минимальная работа А, затраченная 
на доставку сена в центр луга, выразится интегралом 

А = \\ pkr dx dy, 

a a b b 
где 2) — прямоугольник —5 <х<5, —5<у<ъ. 

В силу симметрии области интегрирования D и подынтегральной 
функции, можем написать: 

A=4pk \\ гахау. 

Переходя к полярным координатам и заменяя двойной интеграл повтор- 
ным, получаем: 
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arctg — 

b te arctg г 

__ РК 3 ф ? wT 

~ 12 a ( 82 4 nfte(£+))), + 

t 2 ke Ta + 6° sae + In| tg р } — ге (2abV a -- 
arctg — 

НРУ | pein ct Vere 

мы воспользовались известными формулами cos (arctg a) = УЕ , 
a 

. = а arctg а\ _ а 
sin (arctg a) = Vita , tg (AS) = т Ta . 

$ 6. Тройные интегралы 

Вычислить следующие тройные интегралы: 
2 2 2 

136. Г = {| (=; -- 5 + = dx dy dz, где область интегрирования 
у 

5 x2 2 22 

У — замкнутое множество с границей == + = = =1. 

Решение. Переходя к обобщенным сферическим координатам по 
формулам x —=apsingcos§, у = bpsingsin®g, z=cpcosy, О <ф< т, 
О < 09 < 2x, получаем: 

к 2m 1 
. 0 

I = абс | sing dp | dé | p* ар = ore cos g| = таб 
0 0 0 

5 т 5‘ 

137. Г= | V + у’ахауа2г, где область интегрирования ограни- 
у 

чена поверхностями x? -+ и? = 2*, 2= 1. 
Решение. Тело У ограничено частью конической поверхности 

г = Их? - и? и частью плоскости г = 1, причем оно проектируется на 
плоскость Oxy в круг x+y? <1. 

Перейдем в интеграле к цилиндрическим координатам. Тогда У = 
={0<9<2r,0<p<l,p<z<]}, 

2% 1 1 1 

I= \ Че а | dz=2n | (1-е. 
0 0 о 0 
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Расставить различными способами пределы интегрирования в сле- 

ДуУЮЩиИхХ тройных интегралах, считая, что {7 — непрерывная функция: 
1—х x+y 

138. а \ dy | F(x, yy 2) dz. 

Решение. Здесь У = (0 = <x<1l0<y<1—x, О<а<х-у)}. 
Тогда написанный повторный интеграл совпадает с тройным интегралом 
от этой функции, взятым по множеству И. 

Представим множество У как объединение множеств У; = {0O< x <1, 
О<2<х, O<y<l—x}, И. = {Ох х<г<Ь z—x<y< 
<1—х}. 

В силу свойства аддитивности тройного интеграла, имеем: 

= | РС, и, дахауае + | (Г, у, г)ахауа = 
у! у. 

1 x 1—х 1 1 1—х 

=| dx 42 | f(x, у, z)dy + \ ах | de \ I(x, у, 2) ау. 
0 x 2—х 0 >

 

Представив множество У в виде объединения замкнутых областей 

У, ={0<2<1, 2<у<1, О<х<1-— и}, И, = (0<2< 1,0<у<2, 
Z—Y<KKK< ds ‚ получим: 

2 1—7 

j= {de dy { f(x, у, adr + def ay \ f(x, у, 2) ах. 
г—у 

уя 
198. = f de | dy F(x, y, 2) dz. 

—V 1—x? Ух2-Ру? 

Решение. Функция f(x, у, 2) определена на множестве У = 

={-l<x<l, —VI—¥ <y<V1—#, V¥P+y<z< 1 (взам- 
кнутом конусе с вершиной в начале координат O(0, 0, 0)). Записав 

множество У в виде V={—l<x<l, |[х| <2<1 —V2—¥< 
<y<V2—x*|, получим: 

1 1 V 22—x? 

[= | dx \ de \ F(x, у, 2) ау. 
—l М У 

Множество У можно представить и в таком виде: V ={0 <z<l, 

—z<y<z, —V2— Pons V2— y*}. Тогда, очевидно, можем 
написать: 

1 2 V2—y? 

г | 42 (49 (| fly, дах. 
0 —2 —УИ 2 у? 

Вычислить интегралы: 

140. Г = \\f V e+ y+ 2dx dy dz, где У — замкнутое множество 
у 

V+ yPte<cez 
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Решение. Перейдем к сферическим координатам, приняв BO вни- 
и" 

мание пределы изменения о и 0: О<о< 5, О <8 < 2*. Тогда 

(см. формулу (12), $ 1) получим: 
у)" 

2 cos » 

к 

10° —
_
>
>
 

ня = 6 >.
 

-6 >.
 

<=
> 

=
>
 ©
 

>.
 

=
>
 | 

и" 

е 0 
TT 4 . TT 
= | COS 9 sing dp = то cos® $ _= 

0 2 

Г = 

0 0 0 

141. / =|\{ (x? + у?) ахау4г, где область интегрирования У orpa- 
у 

ничена поверхностями x? + и? = 292, 2=2. 
Решение. Перейдем к цилиндрическим координатам. Параболоид 

x? + у? = 22, пересекаясь с плоскостью 2 = 2, вырезает из нее окруж- 
2 

ность x? -|- у? =4, поэтому 0O<p <2, O< 9 < 21, 5-<2<2. После 

замены переменных получим: 

Qn 2 2 2 

I= \ dp | p%dp | dz = 2" | '(2— ф-т, 
0 62 0 | 

0 — 

2 

142. Г= (i х? Ах dy dz, где область У ограничена поверхностями 
у 

г = ау", z= by’, y>0 (0<а< bd), г= ах, = Вх (0<а<В), z=h 
(A > 0). 

Решение. Представив множество У в виде и= (о <2<й, 

z 74 2 2 
5 <у< у 7? 1 <х<*|, получим: 

1 1 9 

— > (а — В-3) (7 2h 2) #2. 

143. Г = (i xyzdx dy dz, где область интегрирования расположена 
у 

ху’ 
т 

в октанте x >0, и>0, 2 > 0 и ограничена поверхностями г = 

КРУ, waa, ду, y=ax, у= Вх (0 b, 0 a XY =O, ху = ‚ y= ax, y= Bx (O<a<b, 0O<ax<B, 

O<cm<n). 
Решение. Заменим переменные в интеграле по формулам ху =U, 

у = их, 2=2; тогда 

9 

г — 

[= | eu оду (и, и) г Бе 7 5 | duu do de, 
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u(v + u—4) u(v + v—}) 
n b 

т 
причем a<cu<b*, a<uvu<B, x= 

1 1 

<2< 
| 

7 = > zy, 9 D(x и, 2) _ 5- — 2 2 =u?0 ?, у=и?о?, 5 ой = . После замены получим: 

u(v-+--u—}) 

b? 6 т b? В 

| dv 1/1 | 3 do 
ГУ | иаи | \ ге) | ди | (6-1 4) - 

а? a u(v--v—}) а? a 

f 

6+2 + de) do = 
a 

= 15 (mn) (8 — a) (1—9 +2In£ +H) —= 

= 5, (m~* —n™) (68 — a’) (2 — a?) (1 + a7?8-) + 4 £) , 

144. Найти среднее значение функции f(x, и, г) =x? + y*+ 2? 
в замкнутой области x? 4+ yt 2Zoxtytz. 

Решение. Обозначим через у замкнутую область х?- y? + 2 < 
2 2 

<*-+Y-+2Z, которая является замкнутым шаром (x — 4) + (y — x] - 
2 

3 
+(2—1) < т: Объем этого шара численно равен УВ, поэтому 

можем написать: 

foo =a У) dx dy dz. 
V 

Перейдем в интеграле к сферическим координатам по формулам х = 

=psingcos6 +5, y=psingsiné +5, 2=рсозф-- >, O<9o<t 

0<6< 2x. Уравнение границы области интегрирования при этом будет 

иметь вид р? = < ‚ следовательно, получим: 

„ o 

Я | at ны 

1 ( р р т наз) (Гонт о по dy = 

3V3 oy) ; _ 8 SVs ( S| 6 
orale + ey SNe de =e 35 1+5) =5. 

145. Пользуясь теоремой о среднем, оценить интеграл 

dx dy dz (= ‚ где a®+ 9 - с? > R®, 
ИУ — a)? + Y— 5) 2—9 ” тт 

x?ty?122 < R? 
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Решение. Обозначив подынтегральную функцию буквой f и при- 
менив теорему о среднем, получим: И =f(M)V, где У — объем тела 
ж у" - 2 < В?, а M(é, 4, О — некоторая внутренняя точка области 

4 
интегрирования. Объем тела У известен — он равен д "К°. Требуется 

оценить функцию | в замкнутом шаре х* -++ у? -| 2? < Е?. Внутри шара 
функция 

o(% Ws 2) =Fegg =VE— AP TUF oF =P, A), 
где Р = (x, и, 2), А = (а, 6, с), не принимает экстремальных значений 
(в силу условия а? -+ 5? +c? > R*), поэтому наиболышее и наименьшее 
значения она принимает на границе области интегрирования — сфере 
x? + y?-+ 2% = В*. Составим функцию Лагранжа 

Е(х, у, г) = (ху, 2) НУР — 5) 

и найдем экстремальные точки этой функции. Имеем: 

Fy ===" + ony, Fy = 4" + aby, Fy = 4 + one, 

Из условий Е, =0, F,=0, Е, =0 и уравнения связи x? + у? + 2? = 
= R? найдем ^ и экстремальные точки М, и М.: 

| = Ra Rb Кс 

2. м, = (утка. У’ утят), 
М. — (— Ка __ Rb —__ Кс 

° ( Уе--ие’ Уже’ Ут). 
Поскольку 

Ф (М1) = V a+ b+ oc? + R2—ARVA+P+ izaVa+tetc—rR, 

© (М) = Убе ку Ук, 

то справедливы неравенства 9 (М1) < ф (Е, м, ©) < $ (Mz), которые можно 

представить в виде |Ф(Е, т, ©) — Иа? -- -с*| < В. Обозначив 0 = 
—_ 2, 19 pe ee получим: о (Е, т, © = Иа? 64+ c?-+ Ro, 

| ] 

где |8[< откуда 75 О = Seat = Warp eee ery RO’ 
dx dy dz __ 4nR® | 

Ува) -е-0 3 VRRP A+R 
хану? < К 

146. Доказать, что если функция { непрерывна в замкнутой области 

Уи \\\ Fe, у, 2z)dxdydz=0. для любой области wCYV, то 
@ 

F(x, и, z)==0 при (x, у, г) € у. 

514



Доказательство. Пусть Р — произвольная внутренняя точка 
множества У и О. — шар радиуса е с центром в точке Р. По теореме 
о среднем и из условия задачи имеем: 

| 
Рая || [Fu г) ахауаг = | (Р), где РЕЦ.. 

3 
|5 

Стягивая шар О, к точке Р, получаем: [(Р) = 0. 
Таким образом, функция { равна нулю в каждой внутренней точке 

множества У. В силу ее непрерывности в замкнутой области У, она 
будет равна нулю и на границе области, а значит, и в каждой точке 
множества У. 

147. Найти F’ (f), если 

a) F(t) = \\{ fet+ty+2*)dxdydz, re f— непрерывная 
xpye tect 

aan 

)FO= {| [(хуг) dx dy dz, где f — дифференцируемая функция. 

cy 

o
o
o
 

A
I
K
 

h
o
y
 

<
 

Решение. `а) Перейдем в интеграле к сферическим координатам. 
Тогда, учитывая, что OS gp «т, О < 9 <, O<p<t (> 0), полу- 
чаем: 

t T on t 

F(t) = \ sin 9 de \ 4 \ ор (р?) dp = 4x \ 6°F (p%) do. 

Дифференцируя по &, находим: F’ (t) = 4xt?f (f°). 

6) Запишем функцию F(¢) в виде повторного интеграла! 

t | t 

F(t) = | dx | dy | f (xy2) de 
0 0 0 

и вычислим производную этой функции: 

F" (= J dy | Pye) de + { ax (( peateyde ода) = 

=| dy ( f (уг) аг + ( dx ( f (xtz) 42 + | dx ( (xyt) dy. (1) 
5 6 0 0 0 0 

Используя дифференцируемость функции {, можем применить к внут- 
реннему интегралу формулу интегрирования по частям, полагая dv = 
= dz, и =f (xyz): 

t 

{ F (xyz) dz = #f (xyt) — | 2d, (F (xy2)) = Року) — {жур (xy2) de. 
0 
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Таким образом, функцию F можем представить в виде 

t t t t t 

Е =t | dx | f (xyt) dy — | dx | dy | xyz | (xyz) dz. (2) 
0 0 0 0 0 

Перейдя к повторным интегралам: 

t t t t t t 

F (t) = \ dx | de | f (xyz) dy = | dy | dz | f (xyz) ах 
0 0 0 0 0 0 

и применив к внутренним интегралам формулу иптегрирования по час- 
тям, получим: 

F(t) =t ( dx i f (xtz) dz — ( ax | dz | xyz f’ (xyz) dy, (3) 

t 

F (t) = Ца ree dz — {ay ( 42 | xyz f’ (xyz) ах. (4) 
0 

Складывая левые и правые части равенств (2), (3), (4) и принимая BO 
внимание (1), имеем: 

ы (Е (t) + \ ах ( dy | xyz [р (ху?) dz) =’ (01. 

Обозначая У = (О <х<Ь О<уз<ь 0<2< Ц, при Ё>0 оконча- 
тельно получаем: | 

Р,=(ЕО+ |) | хуг[' (xyz) dx dy dz) 

148. Найти [= \{f x™y"2? dx dy dz, где т, пи р— целые He- 
x24 y2-4.22 <1 

отрицательные числа. 
Решение. Перейдем к сферическим координатам и заменим трой- 

ной интеграл повторным. Тогда получим: 

n 
Qt 

| 

0 ; | 

Пусть р=2Е- 1, тогда 

\ ЗИ » cos’? ody = | ЗН » cos™* od (sin ¢) = 
0 0 

= | sin”t"+1 © (1 — $112 $)" 4 (sin) = 0, 
0 

а значит, и /=0. 
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Если п = 2n' + 1 (n’ — натуральное), TO 

Qn on 

| cos” 6 sin” 6 40 = — | cos” 0 (1 —cos* 0)" d (cos 0) =Ои /=0. 
0 0 

Аналогично доказываем, что при нечетном т I = 0. 
Итак, если хотя бы одно из чисел т, п, р — нечетное, то / = 0. 
Пусть теперь каждое из этих чисел четное. Тогда 

x 
2 

sin™t"*1 » cos? ody = 2 | ЗН ф cos’ ф dg, 
0 2

—
4
 

2= >. 

| cos” 0 sin’ 0 48 =4 | cos” 0 sin” 6 46, 
0 0 

> р 
[= 8 | sin” t"+1 © cos? ф do | cos” 6 sin” 6 dé | р о us 

0 0 0 

к 

— 8 эти р , | т oon _ 

=atatets) sin ф COS т, cos™ 0 sin” 6 dé = 

__ 2 mtn p, 1\y(n m _ 

= pres (I+ (+, +) = 

2 

тир 3 [ИЕР ое 

_ 4 (р— IN (n— I) (mm — ПН 
о (m-+n+p4+3)(m+n+p4 ПН * 

149. Вычислить интеграл Дирихле 

МИ ХРУ12! (1 — х— y — г) dx dy dz 
“у 

(2>0, g>0, r>0, s>0), где У — замкнутое множество точек 
{0 <х<1, O<y<1l—x, 0<z<1—x—y}, полагая x+ty+ 
+z=§ уа= 8, 2= byl. 

Решение. При указанной замене получим: 

1—1 — 0 
реа = 1—9 4—9 tn] =n, 

7 ma EC fy 
0<t<1l, 0O<y<l, 0O<C<l, 
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(1 xPyfz’ (1 — х—у— 2) ах ау 42 = 
у 

1 1 1 

7 } (Е | РН (1 — 4)? dy J 0 (1— 09% = 
0 0 

‚< = В(р-а-г-З, $+ ЮВ (а-и-2, p+1)B(ir4+1, q+1)= 
— Гога, те- ти 

T(p+otr+s+4 

$ 7. Вычисление объемов 
с помощью тройных интегралов 

Численное значение У объма замкнутой ограниченной области V’ 
можно получить посредством формулы 

У = | dx dy dz. (1) 

Найти Объемы тел, ограниченных следующими поверхностями (па- 
раметры считаются положительными): 

150. а=м-и, z=2 4 212, у=х, y= д. 
Решение. Тело ограничено частями поверхностей параболоидов 

вращения 2 == x7-+ у", 2= 2х? - 27, частью плоскости у =x и частью 
цилиндрической поверхности y = х*, поэтому область У’ можем пред- 
ставить в виде: У” = (0 < х<1, P<cy<x, P+y<z<2(x+ y’)}. 
Теперь найдем по формуле (1) объем тела У": 

1 x 2(x?-+-y?) 1 x 

у = | 4х (49 | dz = \ ах | (x+y) dy = 
0 x? x?ty? 0 x? 

1 1 

ое (+) =). 
0 

151. z=x+y, z=xy, xty=1, х=0, y=0. 
Решение. Множество точек тела У’ можно представить в виде 

у’ = {0 <х<1 О<у<1—х, xy<z<x+y}, поэтому по фор- 
муле (1) 

1 1—х x+y 1 1—х 

у = | 4х | dy \ dz = \ dx | (x + и— хи) ду = 
0 ху 0 0 0 

152. Хх? - 22 == а*, Хх у= +a, x—y= а. 
Решение. Тело ограничено частью цилиндрической поверхности 

x? + 27 = а? (образующие этой поверхности параллельны оси Oy) и кус- 
ками плоскостей x-+ y= +a, х— у= а. Учитывая, что точки тела 
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симметричны относительно координатных плоскостей, и используя фор- 
мулу (1), можем написать: 

V=8 \\{ dx dy dz, 
y” 

где У” — замкнутое множество точек, которое можно представить в виде: 

У” = (0 <x<a,0<y<a—x,0<z< V a — x*}, В силу сказан- 
ного, имеем: 

а2—х? 

=8( de Та dy и и 8\ VF=Fa— Hae 
0 0 

(| VF ede [Иа = 
0 0 

3 fa 

2 __ у 2 
а? \ cos? ¢ dt + (a) = = (3x — 4). 

0 
3 0 

153. аа = и, 2z=V xP vy 
Решение. Тело V’ ограничено частью поверхности параболоида 

вращения и частью конической поверхности, пересекающихся по кри- 
вой, проектирующейся на плоскость Oxy в окружность х?- у? = а. 
Поэтому замкнутую область У’ можно представить в виде: У’ = 

—_—— x2 

=|-a<x<a, —Va—xvr<y<Vae—x' 2, ary <z<)Vx At. 

Точки тела симметричны относительно плоскостей Oxz и be, Te 
этому, на основании формулы (1), имеем: 

у = \(( ахауае. 

154. аг =a?—x’?— y*®, z=a—x—y, x=0, у=0, 2=0. 
Решение. Тело У’ лежит в первом октанте и ограничено частью 

поверхности параболоида вращения аг = а* — х°— у’ (с вершиной 
в точке (0, 0, а)) и частью плоскости хНиу-+г=а, поэтому его 
можно представить в виде объединения замкнутых множеств У; и Vo, 
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; 
x2 2 

где у = <х<а, a—x<y<Va—x, 0<2<а— и 
vie 

a e 

$ 

Vji=l0<x<a, O<y<a—x, A—xXx—Y<z<a— 

Таким образом, по формуле (1) имеем: 

V= | dx dy dz + |\) dx dy dz. 

Переходя к цилиндрическим координатам, получаем: 

2 т к а 2 x а—Р ка a—! 
a 2 sin 9-+cos 9 2 a 

V=\ de | рав | de + \ ay o dp dz = 
a 

+ 

a—p(sin ф--со$ $} 

sin 9-++cos 9 

п а 
2 a sin 9-+cos ф 

pe . 

-} ( \ o(a— г) | o(p (sing + cos ¢) — 
a 0 

Sin y-+-cos 9 

> 
р* __ og 1 | 

—£) ds) dg =a | [бое =) 4$ 
g 

| (a jens 24 (ве (e+ = =} 

0 

т 

2 
ий 

0 (+= 

= (3=— 4). 
Рекомендуем читателю для наглядности изобразить тело У’ на чертеже. 
155. 2 = 6—2 — и, z= V x4 7’. 
Решение. Тело У’ ограничено частью конической поверхности 

г=И лу’ и частью поверхности параболоида вращения z= 6 — 
— 2 — и? (с вершиной в точке (0, 0, 6)). 

Решая уравнение 6 — х? — у? = V x*-+ у? относительно V х2- 4’, 

получаем V х? - у? =2, откуда следует, что конус и параболоид пере- 
секаются по кривой, проекцией которой на плоскость Оху является 
окружность x? +- у? =4. Теперь можем представить замкнутое множе- 

ство У’ в виде У’ = {x? + y<4, VPtipezdc 6 — x2? —y?}. 
В интеграле (1) перейдем к цилиндрическим координатам и заменим 

тройной интеграл повторным. Приняв во внимание симметрию точек 
тела относительно координатных плоскостей Охг и Oyz, получим: 

к 
—- 

. о 6—6? 

=a 
a) de | p dp | 2 [6 — p) dp = > 

0 р 

520



156. P+ y°4 22 = 3а2, P+y=2 (ук 2’). 
Решение. Замкнутый шар х?- y?+ 2? < 2аг лежит в полупро- 

странстве 2 > 0, поэтому рассматриваем только то множество точек, 
ограниченное конической поверхностью, которое определяется неравен- 

ством 2> И х?-- у?. Подставляя в уравнение сферы вместо г значение 
г=И 2 + у?, получаем уравнение проекции на плоскость Oxy кривой, 

по которой пересекаются сфера и конус: V x? + y2 =a. 
Переходя к цилиндрическим координатам, представляем область У” 

в интеграле (1) следующим образом: У’ =|0<o<2n, 0<p<a, 
р 2<а-+ И а? — р?| инаходим численное значение У искомого объема: 

5. а a+V a?—p? a 

V=4\ 4 pdp dz = 2 | p(a+ У — р — в) = 
0 0 0 

3 a 

2 _ On рези _#) — газ. 

157. (Р-Н 22)? = а? (+ у — 2). 

Решение. Тело У’, объем которого требуется найти, симметрично 
относительно координатных плоскостей, поэтому в первом октанте ле- 

| 
жит < его часть. Переходя в интеграле (1) к сферическим координа- 

там, получаем: 

= > aV —cos 29 5 
3 

V= 8 | sing do | dé * dp = = | sino (У —cos Qc)” de. 
п 0 ‘п 

4 4 

Полагая > —g =, находим: 

т 

4 
tna? ( 3 4ra3 3 

V= | cos cos? ot at = 2° | (1 — 2520 d(sint) = 
0 0 

1 

УЗ 
3 3 

\ (1 — 22) 2 du (и=зтщ. 
0 

Замена УЗ и = sinz приводит к интегралу 

__ 4na? ЗИ x п2а3 
с —= = irr = -. 

зу2 41! 2 4V2 
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158. ЖА = а, НР, P+ty=—2 (2> 0; 0< 
<a< 5. 

Решение. В интеграле (1) pees K рр координатам. 

При этом, очевидно, 0 <Ф< 4 ‚О < 9 < 2т, а < рх 6. Следовательно, 

получим: 

2 b 

sing de | dé J р’ dp = > 2m (63— аз) COs 9}. = 3. (63 — аз) (2—YV 2). 
4 

,
 

a
n
 

a 

Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями: 
x? и? 2? \? x 

159. (S++ 5) =F. 
Решение. Для вычисления объема тела, ограниченного данной 

поверхностью, удобно перейти к обобщенным сферическим координатам, 

полагая в формулах (13), st 1 а=В=1. Тогда 0 <Ф<т, —=э << 

<> (так как х> 0, то — 5 <0< =). 

По формуле (1) hana BO внимание неравенства O<p< 

asin : cos 6 
< <V имеем: 

= 3 /asing cos 6 > 

т 2 T 

a*be 
р ang | a | ар = 5 > J sim o dy f cos § 40 = 

0 _ 0 т 

5 2 
_ tabe 

3h 

2 2 2 \2 2 2 

100. (+245) +. 
Решение. Перейдем к обобщенным сферическим координатам (по 

формулам (13), $ 1), полагая a = В =1. Тогда уравнение поверхности 
примет вид р = $ и по формуле (1) получим: 

т 2 sing т 

У = abe | sing de | at | р* ар = + nabe | sin* ф dp = 
0 0 0 0 

4кабс ЗП x mabe 

=" a ST 
2 

161. (= +444) = tp a 
Решение. Тело симметрично относительно координатных плоско- 

стей, поэтому 

и=8 | | | dedy az, 
у” 
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где У” — восьмая часть тела И’, лежащая в первом октанте. Перейдем 
в интеграле к обобщенным сферическим координатам по формулам (13), 
$ 1, полагая а = В = 1. Тогда 

У = 8abc ЩИ о? sin оф ар dg dé, 
у. 

где Т” — замкнутая область, отображающаяся во множество У”. 
В сферических координатах уравнение поверхности принимает вид 

п 2 cin? 2 ы on О<09<- p? = 1? ф — с05* $, откуда заключаем, что 4 <<‘, О<9<ь. 
После замены переменных и перехода к повторному интегралу получим: 

3 т 

4 2 У sin? p—cos? » 

V = 8atc | sing dg | 4 | р? Ар = 
п 0 0 
— 

4 

3 

~ 8 
т 

4 

4nab 3 4 ate | 3. — 27а ° | sing — 20099 dy = = | пов 4 (cos $). 

Ч 

Произведем в интеграле замену И 2созф =& тогда d(cos¢) = у, 

1 | 
3 3 

ут \a — 12) dp = 55 \ (1—2)? dt. 
0 

_ ЗУ 3V2 
—1 

Замена = пи позволяет легко вычислить значение объема И: 

Влабс ЗП т п?абс 
— BrP! | costudu = 98906 ЗИ т = 

3Y2 4! 2 212’ "=зуз 

а
 

x2 y? 22 x? у? 2 
162. toe teh тыс. 
Решение. Тело У”, объем которого требуется вычислить; лежит 

в полупространстве 2> 0 и симметрично относительно координатных 
плоскостей, поэтому 

V=4\\\ acayae, 
у” 

где У”— вся часть тела, лежащая в первом октанте. Переходя в инте- 
грале к обобщенным цилиндрическим координатам по формулам (15), 
$ 1, при а = | получаем: 

V = 4ab | odo de dz, 
ТА 
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где Т”’— область изменения ф, р иг, причем О<о< 5 ‚ с << 

<сИ1— р”. | 
Для определения пределов изменения р найдем уравнение проекции 

на плоскость Оху кривой, по которой пересекаются данные параболоид 
2 x 2 

и эллипсоид. Для этого подставим = т в уравнение эллип- 

соида и выполним замену переменных. Получив уравнение p* + р? — 
ose 

ИИ! 
о e 

Переходя от тройного интеграла к повторному, получаем: 

р V V¥5—1 V V5—1 
5 2 СУГ 2 

У = 406 | do | 4 | @=2жас | ИТР 
0 co? 0 

— | = 0, найдем необходимые неравенства: O<p < 

— 

2 0 

— 8) =2n абс (9—2 + и _ 
И! 

2 

3. 
| 3—YV5)\? (V5 —1)2 = 2dr abe(+(1— (8-1) 95). 

УВ [У 2 

5 5 ‚ окончатель- Принимая во внимание равенство 

но находим: Ве о 
У абс (1 (1— (5 а) = (3 — УЗ) 

2 2 4 

163. +545 =1. 

Решение. Координатные плоскости рассекают тело на 8 равных 
частей, поэтому 

V=8)\\ dxdyaz, 
у” 

где У” — вся часть тела, лежащая в первом октанте. 
Перейдем в интеграле к обобщенным цилиндрическим коорданатам 

по формулам (15), $ 1, полагая х = 1. Тогда О<9<5, О<р< |, 

О<2<си1— р», 

> 1 ¢ 1 — 03 1 

У = 826 | 4 |4 | de=4nabce (УТ = 
0 0 0 0 

8x ab = ex ab = (1 — 9?) 4 = —. 
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x2 2\2 24 

Решение.  Поступаем. так же, как и при решении предыдущего 

примера: в интеграле У = 8 1 dxdydz переходим к обобщенным ци- 
у” 

линдрическим координатам (при а = 1). Переменные ф и р изменяются 
Рин 

в тех же пределах, а 2 удовлетворяет неравенствам 0 <2<су 1 — р". 
Таким образом, имеем: 

к 4 
— с 1 — р% 

V = ab | dy |e \ dz = 4x абс |. Ш а. 
д 

Произведем замену переменных, полагая batt. Тогда получим: 

1 1 ] __ 

——I — 1 5) абс и к |) _ 2 __ #\4 _— oS Syne mS pe f V = abe | ИО dt =nabeB(>, 2) =S2Y г? (1). 

165. (= +3 + =] => + я («> ‚и>0, 2> 0). 

Решение. ° В интеграле ay перейдем к обобщенным сферическим 
координатам по формулам (13), $ 1, полагая a = В =2. Тогда получим: 

а $11? ф с05° 0 , 65102 ф sin? 0 
Ооо; 0<8<5,0<p< h - b ) 

т а sin? pcos? 0 b sin? ф sin? @ 
2 h Е = р 

У = 4abe | sin® ф cos 9 de | sin 0 cos 0 48 | р* dp = 
0 0 0 

in2 2 in2 ina 3 

sin® g cos 9 de | sin 6 cos 6 (4 = т ие — *) 40 = 
0 

к 
— 

2 2 

2abe 9 . а cos? 0 тео Е ре 
= | зан | (255 + d ion a i 

0 

ф= * facos?6 . bsin?6 \* [9— т 

2abe $1110 ф 2 h + k 2 __ 
3 ( b а "10 4 — 

abc |b? а?) [6 а 

= 60 (2. | (2+ “| 

x 
166. (2 +4 a 2) 4 _4 (0 »¥Y>O0, 2> 0). 

Решение. ” Этот пример решается точно так же, как и предыду- 
щий, только здесь необходимо дополнительное исследование для опре- 
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- x y 
деления пределов изменения переменной 9. Из условия =-—~-~- > 0 

72 2 0 b sin2 102 6 

получаем неравенство ——— — —_—— т > 0, откуда [150 | < 

< и ‚ 0 < 9 <arctg V2 bh Таким образом, имеем: 

т ak а зп? ф cos?@ Obsin® 9 $1180 5 a ae port ba 
V =4abc \ sin® ф cos ф dy | sin 6 cos 6 dé | р* ар== 

0 0 

к 

0 2 
2abe - 9 . 450520 бэ? 0 \3 

= sin’ фа (sin $) — > 
3 (2 + 4. (e+e) , h 

a cos? 0 b sin? 6 i 

(2 cos? 0b sin? 0 } 9—0 
x h Rk 

x y 2 xyz 
167. (£4444) = = (x > >0, y>0, 2> 0). 

Решение. В соответствующем интеграле производим такую же 
замену переменных, как и при решении двух предыдущих примеров. 
Находим: 

> > $114 ф cos? ф $11? 0 cos? 0 

абс \ sin® ф cos 9 de | sin 6 cos 0 40 \ р* ар = 
6 д 0 

= 
4ab , ‘ y абс 

= м | $1178 ф cos’ ф de | sin? 0 cos’ 0 dé = —~ B (8, 4) В (4, 4) = ao 

0 0 

x у \* г \? 168. (+4 + (= =1 (> 0, y>0, 2> 0). 
Решение. В интеграле (1) перейдем к обобщенным цилиндрическим 

координатам, полагая в формулах (15), $ 1 а=2. Тогда получим: 

Оз, 0<p<l, 0<z<cV1— р, 
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> 1 cV |p? ; 

Ритм ( Иа 
0 

169. VX4+V £4 Y Z=1 (>0, y>0, => 0). 
Решение. В интеграле éy перейдем к обобщенным сферическим 

координатам по формулам (13), $ 1, полагая « = В =4. Тогда полу- 

uM: 0<¢<>, 0<0<5, 0<p<l, 
п т 

2 

У = IGabc | cos* » sin’ » в» dp | $113 6 cos* 0 40 = 

= Ва, 2) В(, 5) = 0, 
3 /y 3 р 3 

170. ИИ ИЕ (%>0, y>0, 2>0). 
Решение. Перейдем в интеграле (1) к обобщенным сферическим 

координатам, полагая в формулах (13), $ 1 «= В = 6; тогда получим: 

0<¢<5, 0<9<5,0<e<l, 
к 
> 

У = seat | cos® ф sin"! » dg j sin? 0 cos® 0 dé р? dp == 

= Забс В (6, 3) В (3, 3) = aa. 

2 2 2 
3 п 

Решение. Тело симметрично относительно координатных плоско- 
стей, поэтому 

и=8( | | dvdyaz, 
у” 

где ИУ” — восьмая часть тела, лежащая в первом октанте. 
Перейдем к обобщенным сферическим координатам, полагая в фор- 

мулах (13), $ Га=В =3. Тогда получим: 0 < <5, 0< 9<- 

Ор 1, 

94 

к 

2 = 1 

V = 72abc | cos? » sin® ф de | sin? 0 cos? 0 dé | р? dp =x 
0 0 0 

3 
бабс T (3) T3 (3) 

= бабс В (3, 3) B (3 3) = 2] _ snake 

rar (3) 
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172. 2z=x+y*, 2z=2(x? +4"), xy =a’, xy = 2a, x =2Qy, xy. 
Решение. Тело V’, объем которого требуется вычислить, сим- 

метрично относительно плоскости у = —х, поэтому найдем численное 
значение объема части его У”, лежащей в первом октанте, и результат 
удвоим: 

У = |} dx dydz=2 И) dx dy dz. 

В последнем интеграле произведем замену переменных по формулам 
ху == Uj, Yy = мх, 2=2. Тогда получим: 

D(x, и, 2) _ 1 2 2 1 | Бла a’ < uy < 2a’, << 2, u(att)<z< 
20т ’ 

< 2и1 (= + 4) ’ 
V1 

1 

2а? 2 2us( ot | 2a? 2 
. 1 

У | du; ai \ de = | uj duy | (1 +3) do; = 

а? 1 1 1 a? 1 

5 us Но, 2 

_ Sat /) рр __ at 
о (vi _ vy) 1. ~ ge 

2 

178. P+2=—a, P4+2=0, P—y—2=0(* >0, a< Dd). 
Решение. Тело, объем которого требуется вычислить, симмет- 

рично относительно плоскостей Охг и Оху, разделяющих его на четыре 
равные части (оно лежит в полупространстве x > 0 и ограничено кус- 
ками конической поверхности и кусками цилиндрических поверхностей). 
В силу сказанного выше, 

V = 4) | dx dy dz, 
Ve 

где У” — вся часть тела, лежащая в первом октанте. 
Заменим в интеграле переменные по формулам 2 = рсо$$, x = 

=psing, у = и. При такой замене, как легко убедиться, переменные 

изменяются в пределах 4 <Ф< 5 »,acp<b, O0<y< pV —cos 2%. 

Следовательно, получим: 

b РИ —cos 29 2 5 b 

V=4\ dol p dy | dy = 4 [ V—cos2¢ dg | p*dp = 

t 0 = a 
4 

a 
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Произведем в последнем интеграле замену переменного, положив 
у" < 

[ =- —Ф. Гогда найдем: 
2 

4 4 

V == (6 —a®)\ Vcos 2 de. 
0 

це Г 
> и 2 (l—u) ? du Наконец, полагая sin2¢=u?, откуда dt = т ‚  Полу- 

чаем: 

6 „2 

174. (x? и + 2°)? = Py - 

Решение. Из уравнения поверхности, ограничивающей тело, 
видно, что его точки симметричны относительно координатных плос- 
костей. Поэтому справедливо равенство 

и=8 | (| dxdyade, 
у” 

где У” — вся та часть тела, которая лежит в первом октанте. Пере- 
cy 

йдем в интеграле к сферическим координатам. При этом O<o< 5? 

0<0< > а уравнение поверхности приобретает вид p* = а6 сю? ф, 
3 

откуда O< p<ayctgy. После замены переменных получим: 

о ‘xa 1 gt 
x2) oy? =) 2 ste 

Решение. Из уравнения поверхности, ограничивающей тело, 
видно, что оно лежит в полупространстве -z >> 0 и симметрично" отно- 
сительно плоскостей Огх и Ozy, поэтому 

У=4| | [ dedy az, 
у” 

ге!” — вся часть тела, лежащая в первом октанте. 
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Перейдем в интеграле к обобщенным сферическим координатам, 

полагая в формулах (13), $ Та=В=1. Тогда 0 << > », 0<9< 

cy « о 
<-> и уравнение поверхности, ограничивающей тело, примет вид 

2 
3 

Следовательно, получим: 

2 

У = 4abe | sing de | а | 0? dp = 
0 

2 bee ^ пабс . . — 22 | sing con perso r= 

пас? ose о 2 nabc? -1 

Oh . ЗА (1 г”) 

x 9 a + = 
b 176. — 7 = 2 aresin(£ 4+ 442); ~+4=1,7=0, 

— > a b C 

X= a. 
Решение. Полагая в уравнении поверхности 2=0, получаем 

© Хх ee 

уравнение прямой — -- 4 = 1, по которой поверхность пересекается с 

плоскостью Оху. Произведем в интеграле (1) замену переменных по 
x __ x y _ x у Zz _ , , 

формулам п = 1, = + = и», + 5 +- = из; при этом получим: 

0 <u, < 1, 243 arcsin из < из < 1, << G=-, st =0, 

Ady от ет 0 __ gy) tp _ Lug Lg __ 
oz ° ox a’ Oy 6b’ д’ Ox a’ Oy 6° dz c*? 

+ 0 0 
a 

D (ty, Ug, Us) _ 1 1 | 0 \ 

D(x, у, 2) = D(x _y 2) a ob — Tho? 
D (ty) Ug, из) 1 | 

авс 

ba
na
t 1 1 

V — abc | du, \ dus | dus = 

0 —1 2из . 
— arcsiIn Из 

у" 

1 

2 . 
= abe | (1 — — из arcsin us] dus = 

=I 
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I 

| . 
= абс (1— = \ Из arcsin из dus = 

I 
1 

26 '- р из dig ешь = 2abe|1 — — |= arcsinu | i) 
к 2 3 Vi-#8 

! 

ees) Vi-w — U3 du, = 5. або. 

в. aoe 
x y 2 а b С __ __ ¥ 2 _ 

177. ут = x р , х =0, г =0, + =0, 

a's 
у, 2 _ — + f= 

Решение. В интеграле (1), как и при решении предыдущего ype 
x x y 

мера, заменим переменные по формулам =, = + = и», + „+ 

г _ D(x, у, 2) 
+ с — из. Тогда D (ил, Ug, из) 
ly < из < 1; после замены получим: 

—= абс, O<u,<1, ие № < Ue < Us, 

= abc du, dus Г и» = abc | du, из (1 —e—“s) dus = 
uy use 43 uy 

1 
2 

= абс | (4 +- uge—4s + o~s} 
0 

1 2 
= abc | (4 — > +. Qe! — це — e~ du, = бабс (4 — 4] . 

0 

178. В каком отношении делит объем шара x? + у? -+ 22 < 4az по- 
верхность x? ++ и? + az = 4a? 

Решение. Объем шара с границей x? + y?-+ 2? = 4az, очевидно, 
32 

численно равен =z Tae. Решив относительно 2 уравнения заданных 

поверхностей и приравняв полученные значения г друг другу, найдем 
уравнение проекции на плоскость Оху кривой, по которой поверхности 

пересекаются: 2а — V 4а? — (x? + и?) = 4а — ate . Решив это урав- 

нение относительно p=) х? - у, получим уравнение р =а| 3, то 
есть проекцией на плоскость Оху линии пересечения поверхностей 
является окружность радиуса а 3. 

Теперь найдем численное значение У; объема тела, ограниченного 
нижней частью сферы x*-+ у’ -- г = 4аг и куском поверхности х -- 
- у? + аг = 4a", Переходя в соответствующем тройном интеграле 
к цилиндрическим координатам и принимая во внимание, что область 
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интегрирования определяется неравенствами 0 <ф< т, O<p<aV3, 
2 

24 —У 4—1 <2<4а— "=, находим: 

2 aV3 “с а УЗ 5 

У, = \ de \ рар \ 42 = 2 | о (2а + Via — — в do = 
о 0 тж б 

3 [0 а УЗ 
2 

— за (4a* — р) 2 — 37 3 
(ва 3 aV3__—s— 4a fo — 6 Te. 

Вычтя из объема шара полученный объем V,, найдем объем И, тела, 
ограниченного заданной поверхностью и верхней частью сферы x? -- 

32 37 9 + y®+ 22 = daz: У, = = каз — < каз = о каз. Таким образом, имеем; 

у, 37 
у, — 27° 

179. Найти объем и площадь поверхности тела, ограниченного 

поверхностями х? -| у? = ага, z=2a—V x+y? (a>0). 
Решение. Тело ограничено снизу (относительно плоскости г == а) 

ху 
а 

параболоидом г =: и сверху (относительно той же плоскостн) — 

конической поверхностью г =2а— Ух? - y*, причем эти поверхности 
пересекаются по кривой, проектирующейся на плоскость Оху в окруж- 
ность x2 -1 y® = a®, 

Для нахождения искомого объема перейдем в интеграле (1) к ци: 
линдрическим координатам. Тогда область интегрирования У’ будет 

определяться неравенствами O< 9 <2, O<p <a, = <z2< 2a—s44 

мы получим: 

2a—p 

У = ам ) а [оао = Svat 

Найдем теперь площадь $5 поверхности заданного тела. Для по- 
о __Х 24. у? __ 2 р. . верхностеи г =——— и 2= 2a — У x? + и? соответственно получаем: 

И 1-Е 2,2 2,2? = ИУ те + у) и УЕ 22-22 =У2. 

Переходя в соответствующих двойных интегралах к полярным коорди- 
натам, находим: 

э = Тао ИУ те t+ V2 I de | ede = 

а 

+ а) - $2 (6У2+5У5— 1. 
3 
2 2 402 

= 2 (© (1+ 45) 
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180. Найти объем параллелепипеда, ограниченного плоскостями 
ах бис = в (=1, 2, 3), если 

а в С! 

А = Qo Do Co| =Е 0. 

аз 63 Cs 

Решение. Заменяя в интеграле (1) переменные по формулам 

ах бу се=и; (1=1, 2, 3), получаем: = aj, и = b,, oe ae 

. D(x, y, г) _ | _ | 

= ( =I, 2, 3), О (ил, Ug, из) О (uy, Uy, Us) A? | ue <h 

D (x, у, 2) 
hy | 

V — = | du, | dug [мы = АА. 

0 0 

181. Найти объем тела, ограниченного поверхностью (a,x + by + 
= с12)* ++ (азх + Dey + C22)? + (азх + 6зу + сз)? = h*, если 

a в с 

A= Qe bo Co 58 0. 

A; bs Cs 

Решение. Замена переменных в интеграле (1) по формулам 
a,x + by -Н с2 = и; (1=1, 2, 3), отображающим замкнутую область У’ 
в замкнутый шар и? -{ и? -- № < 1*, приводит нас к следующему ре- 

Anh? 
зультату: У = ЗА] 

182. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 

x2 y?\" ат а (x? у\"о 
E+h) ыыы (n> 1). 

Решение. Тело лежит в полупространстве z > 0, и его точки 
симметричны относительно плоскостей Oxz и Oyz, поэтому можем Ha- 

писать: У =4 \ \ \ dx dy dz, где У” — вся та часть тела И”, которая 
у” 7 

лежит в первом октанте. 
Перейдем в интеграле к обобщенным сферическим координатам по 

формулам (13), § 1, полагая « = В = 1. Тогда 
3 2n—-4 о С c cos Ф$Ш ф 

О<9< 5) О<8<5, = р ($), 

у)" 

2 e(?) 
cos $ sin?” 3 фаф 

3 > 
V = date | sing de | dé (dp = 2 abe? | = 

0 0 
sin’? ¢ + cos*” ф 

0 yy) 

“3 
_ 2a 2 tg22—3 фа (tg $) 

ом 
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Полагая tg**9 ={, получаем: d(tg¢) = 
1 

у — кабс? t 

3nh 1-Е 3nh 
0 

| | 

абс? т ( a 4) (4) ___ nabc? 

PQ) 3nh sin — 
n 

183. Найти объем тела, расположенного в первом октанте простран- 
2> 0) и ограниченного поверхностями ства Сие > 0, и>0, 

(m>0, n>0, p>0), х=0, y=0, z=0 
хт 

ta — =] 

решен ние. Из условия задачи следует, что 

n xm р хт ип 

а Ут 1 том 

= м | dy dz = 
0 0 

п 

by 1 
р 1 хт yn d 

пт т“ 

——] 

Во внутреннем интеграле произведем замену переменных, положив 

фс0$Ф 4$, 

_ 2 

y И 1—% bsin” ф. Имеем: = Ш sin” 

п 
О<9з< >, 

т 1 1 
= atop 2 2 

a 2 n p +1 -— + 1 
2bc xm - on р 

= | dx | (—*) sin ¢ COS ody = 

о 0 
1 1 п 
пт 9 2 2 

Qbee ] хт ” а 2 aT} 1 d 
= — = x | sin COS o dg 

0 0 

2 2-1 
Полагая в интеграле x=asin™ 6, получаем: ах == т” 6x 

Х cos 040, ister 

у)" т о 

= 22 > 2 = — ~~ +1 1 + 
— Aa ma | sin "8 cos” р 648 | sin” ecos”  oedg= 

0 0 
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тп \m 

кт) __ абс т n p 

— та mp -+- np i141 .) 
"lm tat op 

$ 8. Приложения тройных интегралов 
к решению задач механики 

1°. Масса тела. Численное значение М массы тела ИУ’, плот- 
ность которого в точке (x, у, 2) равна p(X, у, 2), можно найти по 
формуле 

| м=| | (0 у, 2) dx dy dz. (1) 
у’ 

2°. Центр тяжести тела. Координаты центра тяжести 
М (%, Yor 2%) тела У’ можно вычислить по формулам: 

X= a |) \ xp (x, и, 2) dx dy dz, 

vo = a2) | J ue Ge ys 2) de dy de (2) 

2 = м: | | 2 (x, у, г) dx dy dz. 

Если тело однородно, TO в формулах (1), (2) полагаем в == 1. 
3°. Моменты инерции. Моментами инерции тела У’ относи- 

тельно координатных плоскостей называются, соответственно, интегралы 

ly = || \ 2 (xX, у, 2) dx dy de, 

l= | ор (x, y, 2) dx dy dz, (3) 

[их = \ и (x, у, г) dx dy dz. 

Моментом инерции тела У’ относительно некоторой прямой [ назы- 
вается интеграл 

I, = | | | ru (x, у, 2) ах dy de, (4) 

где г — расстояние от переменной точки тела (x, у, 2) до прямой [. 
Для координатных осей имеем: 

= Ley Legs Ty = Lye tly = Е Ly (5) 
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Моментом инерции тела У’ относительно начала координат назы- 
вается интеграл 

n= [ед y, 2) dx dy dz. - (6) 

Из формул (3) получаем: 

= и Г, he (7) 

4. Потенциал поля тяготения. Ньютоновым потенциалом, 
или потенциалом поля тяготения тела У’ в точке P(x, цу, г) называют 
интеграл 

u(y 2=J\ SoG a OSS, (8) 

где в (Е, м, ©) — плотность Tena, r= V (E—x)?+ (1—9)? + (— 2}. 
Материальная точка массы т притягивается телом У’ ‘с силой, про- 

екции которой Х, У, Z на оси координат Ox, Оуи Oz выражаются фор- 
мулами: 

x На; тт | \ SoG а, 
д — 

Ут rm) | 6. п ОА, 9) 

r3 Z = mig = тт | | eG, a Ape dedndt, 

где 1 — гравитационная постоянная. 
184. Найти массу тела, заполняющего бесконечную область x? -+ 

+ y?+ 22> |, если плотность тела меняется по закону p(X, и, 2) = 
= ве" ®-+-, где м >00 и k > 0 — постоянны. 

Решение. Найдем сначала численное значение массы тела У”, 
заполняющего объем | < x? + y? + 2 < №. По формуле (1) получим! 

Му. = exes y, 2) dx dy dz. 
у, 

Перейдем в интеграле к сферическим координатам; тогда 

О<р< т, O<b<2r, 1«р<К, 
т Qn R R 

My: = в | sin gp dg \ do \ e—k°p? dp = 4g | p2e—*k dp = 
0 6 | i 

R 
ee |! 2 _ 

= 4rp, (52 b ata) ee dp) = 

ek  Юе-*К 2 2 
= Anno ЕЕ + (5 ре-№ + ве м Jn 

е-&— Ю?е-—® Oe — Re FR) 2 (e~* — e PR) 
= т ( Г a B 
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Переходя к пределу при R-> -+-oo, находим: 

—p| | 2 2 
М = 4жще (I + Z +e): 

Найти координаты центров тяжести однородных тел, ограниченных 
поверхностями: 

x2 у? 22 

185. “3 + pa = GF & = С. 

Решение. Тело однородно, ограничено частью конической поверх- 

x2 2 

НОСТИ Z2=—C V3 -- у. ‚ частью плоскости Z2=C H симметрично OTHO- 
a b 

сительно оси Oz. Следовательно, его центр тяжести М, (%, Yor 20) 
лежит на этой оси и № = 0, y, =0. По формуле (2) имеем: 

| a=) | | гАхау az, Vid. 
V’ 

где У — численное значение объема тела У’. 

В интеграле У = \ \ \ dx dy dz перейдем к обобщенным цилиндри- 
у’ 

ческим координатам по формулам (15), $ 1, полагая а =1. После за- 
мены получим: 

1 

V = ab { dep dp | dz —2nabe | p(l —p) di = = abe. 
0 co 0 0 

Таким образом, имеем: 

3 2x 1 [4 1 3 

z= zg) de | p dol 242 — 3 | 1—4 =< с 
oe 

следовательно, М, = (0, 0, So). 

186. z= x+y, xty=a, х=0, у=0, 2=0. 

Решение. Тело лежит в первом октанте. Для нахождения коор- 
динат центра тяжести М, вычислим объем тела по формуле 

а а-х x?+-y? а—х 

и= | 4х \ dy | ae = ( dx | (x? у) dy = 
0 0 0 0 0 

Применяя формулы (2), находим: 
а а—х x?-Ly* 6 a 3 о 

xo = | xd | dy \ dz = - {(2@—9 +2059") de = 2a, 
о 0 0 

a} 
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м —х x?+ у? а 

w= fdr [yay | о-в и 
а а—х х2--уа а а—х 

z= ga | ar | dy 24 — и | dx \ et dy = 

=3\(4@—9 + ae (a — х) + ea) a =a’, 
0 

(2 2 7, 
Следовательно, Му = (2 a, 5 @, aa 

187. = 2рг, y®=2px, x= В, 2=0. 9 ? 

Решение. Точки тела симметричны относительно плоскости Ох? 

поэтому и=2 | | | ахауае, где И=[о<х<х, O<y<YV 2px, 
у, 

О<2< 5 . 

Переходя от тройного интеграла к повторному, получаем: 

2 Уж 5 2 Ур 
— — 2 dy) — V=2\ dx \ dy | dz р ( a | dy 

0 0 0 0 

Применяя формулы (2), находим: 
x2: 

PL 
2 

| > Ix dx = 55. 
0 

7 У № д 1 
“= | хах | ay | de — pa | * V 2px dx = 15р 

-Р. — x* 2 
12 V 2px 2p 7 2 y УЗ 0 

у | ax | y dy | dz ==, | x?y? ия) dx = 7 
0 —V 2px 0 0 

p _ p 
> 2 V2px Эр 72 ____ 7 

— — — —- 4 = — => dx | dy | 242 „в x*V 2рхах 176 Ps 

7 7 
Следовательно, центр тяжести тела М, = |5 P, 0, тр 

2—1, х=О0, y=0, 2=0 188. а = », x=0, у=О0, 2=0. 

Решение. Заданное тело У’ представляет собой восьмую часть 
эллипсоида с полуосями а, 6 и с, поэтому его объем (масса) численно 

равен = abe. По формулам (2) получим: 

т \ \ } xdxdy dz, И = =. | |} ydedyde, 

a= _— \ |) г dx dy dz. 

Xo >= 
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Переходя в интегралах к обобщенным сферическим координатам по 
формулам (13), $ |1 и представляя область интегрирования У’ с по- 

мощью неравенств О<ф <->, Оо 0 <, О<р< 1, находим коор- 
динаты центра тяжести Мь: 

<>
 

a
i
s
 

5
 

< 
> 

=>
 

| 
|| 

al
e 

C
L
 

to
l 

A 
C
t
s
 

| 
a 
C
L
 

to
] 

a 
2 1 

. 3 
sin’ ¢ de { sin 6 d8 | 9° dp = 6, 

0 0 

a
S
 | 1
a
 

IS
 

ry 
sin g cos ф de | dé | Эф = <c. 

0 G 

189. 22-22 = 02, yt2=a (z> 0). 
Решение. Четвертая часть заданного тела изображена на рис. 11 

(стр. 483). Его центр тяжести М, лежит на сси OZ, поскольку точки 
тела симметричны относительно этой OCH; поэтому х = 0, y,=0. 
Восьмая часть тела проектируется на плоскость Оху в замкнутый тре- 
угольник D={O0<x<a, О<у<ох}, следовательно, можем напи- 
сать: 

а x Var—x a x 

V=8\dx\ dy \ dz =8 | ах | Иа — эау = 
0 0 0 0 0 

Pg 
= 3 (a’ — x’) = 3 a; 

8 а x V at—x? 3 a 3 

a = | dx | dy 242 = 5 х (а — х)ах= за 

Таким образом, M, = (0, 0, За). 

190. Хх и = 22, x«ty=z. 
Решение. Подставив г = х-Ру в уравнение поверхности x? + 

+y? = 92, получим уравнение проекции на плоскость Oxy кривой, по 
которой пересекаются данные поверхность и плоскость: (x — 1)? + 
+ (y—1)? = 2. 

В интеграле У = К {ax ау 42 произведем замену переменных по 
и 

формулам х—1 = рсо5Ф, y—l=psing, z=z. Тогда 0 < ох 2%, 
. —_ 2 

О0<р< |2, 1-р (51 ф + cose)  5- < z<2-+ (sing + cos¢), 

Qn V2 2+-o(sin 9-tcos $) Qn У? , , 

= | do | pdp \ dz = \ de | o(1—S) dp =m 
2 

1-+-e(sin pcos 9)-+ "> 
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' Qn = V2 2-+0(sin 9-+cos $) 

~ vy =~) do ( p dp (1 + pcos) dz = 

у 1+-p(sin Ф-Ес0$ ott: 

Qn 72 On V2 ; 

==) | роке (1—5) do = = | 4$ { (p—$+ 

4 1 
+(#-— 2 сз) dp = + ( de § и de =1, 

0 0 

' ж 72 2 + o(sin Ф + cos 9) 

t= = | de | p dp \ (1 + psing) dz = 
1+ (sin ¢ + cos + > 

2 V2. ; р 2 V2 у 

еб мае (и) фе de | (p—$) de =I, 
0 0 0 

' 2 V2 2-+4-9(sIn ф-Нсоз ¢) 

a=) de | р dp | zdz = 
2 

1+o(sin ¢+cos 9) "> 
Qn V2 

== | dy | (3 + 2p (sing + cose) +) (1—2) do = 

2 2 2\2 
191. (+=) =~ (x>0, y>0, 2> 0). 

abc 

Решение. В интеграле У = \ \ | Ах dy dz перейдем к обобщенным 

сферническим координатам по формулам (13), § 1, полагая а = В =1. 
После замены получим: 

= > sin? ф cos ¢ sin 0 cos 0 

У = ас | singdy\ dé р* dp = и | 
abe 2 7 2 3 3 ~~ и == | sin © COS ра \ sin 0 с0$30 40 = abe (4, 2). В (2, 2) = 

0 0 

По формулам (2) имеем: 
п. 

sin2¢ cos ф sin 0 cos 6 

x, =5! 12а | sin’ ode | cos 9 dé p°dp = 

640



к к 

2 2 

=5! 3a | $110 Ф cos* ede | sin* 0 cos’ 040 = 
0 0 

51 За [Ш 5 5 = 
=e в(5, 5)В (5.3 ~ 448" 

5. > sin? 9 cos ф sin 8 cos 6 

Yo = 5! 126 \ sin? ode | sin 640 | dp = 
0 0 

0 

= 5! 3b \ $11110 ф cos* ФФ \ sin’ 0 cos* 049 = 

0 0 

513 (Il 5 5) _ 9 

T 

“2 sin? cos ¢ sin 0 cos 6 2 
20 = 5! 12с | sin ф cos ode | do \ о34р = 

0 0 

= 5! 3c | $119 ф cos® de \ sin* 0 cos* 040 = 
0 0 

— 1368 (5, 3)B(3, 5 = тс. 

192. = Ну, г=5(- у), xty=+l, x—-y=H1. 
Решение. Заданное тело У’ симметрично относительно плоскостей 

Охг и Oyz, а четвертая его часть проектируется на плоскость Oxy 
в замкнутый треугольник О = {0<х<1, O<y<1—vx}, поэтому 
можно написать: 

x х?-|- у? 1 1—х 

y =a ax ( dy | dz=2\de | (P+yY)dy= | 
0 0 0 0 

Функция f(x, y, 2) =х в точках тела У’, симметричных относи- 
тельно плоскости Oyz, принимает значения, равные по абсолютной 
величине и противоположные по знаку, поэтому имеем: 

№ = J J ха 0. 

Функция g(x, у, 2) = в точках тела У’, симметричных относи- 
тельно плоскости Охг, также принимает равные по абсолютной вели- 
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чине и противоположные NO знаку значения, в силу чего получаем: 

Yo =- | | | yds dy de = 0. 

Для вычисления координаты центра тяжести 2, применяем соот- 
ветствующую из формул (2). Принимая во внимание равенства г (х, и) = 
—=2(—х, и) = z(x%, — у) =2(—х, — и), находим: 

x x?+y? 1 1—х 1 — 

4 3 
a=) ax dy | adz = 6 | ах | ду dy = 

! 
9 2 1 — x) 
(ао +") de = 5. 

atpmptan=lx=0,y=0, z=0 (n>0, +30, у> 0, 

Z> 0). 
Решение. Заданное тело У’ лежит в первом OKTaHTe. В инте- 

грале У = | | | ах dy dz перейдем к обобщенным сферическим коорди- 
т. 

натам по формулам (13), $ 1 при ® = В = 2 Тогда получим: O<9< n ® 

к п 

| r (+} 
abc 2 1 1 1 абс _\П/ 

— Зи (5 т) в г) 

По формулам (2) имеем: ̀ 
к 

х = у | | хах dy dz — 9 | in” ^ Е cos” фаф X 
Уп? 

Tv 

=} 2 4 

х \ sin” 
0 

—— ] 1 

0 cos " add р = Se B(S, +)n(+ 2)= 
0 

_ „= 
nang 
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Аналогично находим: 

г(и)т(#) (ит () у = 25% - z= Эс" - д ’ од . 

(a) (a) (x) PC) nh h h n 

194. Определить координаты центра тяжести тела У’, имеющего 
форму куба O<x<l, O<y<l, O<z<1, если плотность 

тела в точке (xX, у, 2) определяется формулой p(x, y, г) = 
2а—1 28—1 21—11 
1—а 

=X y'?z' 1, где O0<a<l,0<8< 1, 0<1<1. 
Решение. Найдем численное значение массы тела V’ по фор- 

муле (1): 

0 

(1 — a) (1 — В) (1—1) 
ay | 

С помощью формул (2) получаем: 

Xo == ||) xe, у, 2) dx dydz= 
у, 

ка 1 26—1 1 2y—1 . 
_ it i 1-8 iy gs — | а-а-эа—1) = | dx | dy |: "dz=a By 

Аналогично находим: ии = В, 2% =1. 
Определить моменты инерции относительно координатных плоскос- 

тей однородных тел, ограниченных следующими поверхностями (пара- 
метры считать положительными): 

x 2 
195. На = l,x=0, y=0, z=0. 

Решение. Заданное тело У’ является замкнутым множеством 

точек, определяющимся неравенствами O<x<a, О<иу<Ь (1 — ы 

. x | ъ 
O<z<c ( |1 — = — 4) . Таким образом, с помощью одной из формул 

(3) находим: 

9. 
b 

Iyy=\ || 2dxdydz = ( dx | dy ( 242. 
у’ 0 0 0 

Вид повторного интеграла убеждает Hac в необходимости произ- 
вести замену переменных по формулам (15), § 1, полагая a = 2. Тогда 

получим: 0<¢<5, O<p<1l,0<z<c(l—p), 
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1 с (1—5) 

sin 2 cos ф de | pdp 242 = 
0 0 

т 

2 

Г.) == 2ab abc* | sing с0$ фаф X 
0 o

>
 

e
/
a
 

abc? 
1 1 

| 
x | p(1—p)*dp = abe { p(1 —3p + 308 — p*) ар = 60 * 

0 0 

abe l= ab3c¢ 
Аналогично находим: J, = =p fox = GO 

x2 у? 22 

Решение. В интеграле /,, = \ | | z*dx dy dz перейдем к обобщен- 

ным сферическим координатам по формулам (13), § 1, полагая а = В = 
== 1. Принимая во внимание симметрию точек тела относительно коор- 
динатных плоскостей и равенство 2% = (—2)?, получаем: 

к к 

2 2 | 

Ly = Babe | sin ¢d¢ | dé \ p*(c pcos ¢)*dp = 
0 0 0 

к 

=. > 0 
= 8abc* | sil ф cos” ede | do | 0“@р = = абс? | cos” ¢d (с0$Ф) = 

0 0 0 = 
to|

 

ol
 

Аналогично находим моменты инерции тела относительно коорди- 
натных плоскостей Оуг и Ozx: 

4 3 4 3 Гу. = тв ra be, I, = т rabre. 

x2 у? 22 

197. эу=оа, c= С. 

Решение. Тело V’ ограничено частью конической поверхности 
x2 2 

z=C Vi +- 5 и куском плоскости 2=C, причем его точки проек- 
x2 2 , 

тируются на плоскость Oxy во множество 75 + г < 1 (замкнутый 

эллипс). 

В интеграле /,, = | | | 2х у 42 заменяем переменные по форму- 

лам (15), $ 1, полагая а = 1. Принимая во внимание симметрию точек 
тела относительно координатных плоскостей Огх и Oyz, получаем: 

= 1 с | 
2 п 

I, = 4ab \ de | odo | 2242 = 3 mabc* | о (1 — p®) ар = = abe". 
0 0 co 0 

. _ ® 3 _ © 48 Аналогично находим: /,, = 504 be, Г, = 50 аб°с. 

544



2 2 

98. инь 544-4. 
Решение. Из условия задачи следует, что заданное тело V’ 

лежит в полупространстве х> > 0 и что с боков оно ограничено частью 
x 

поверхности цилиндра Ия sa, а сверху и снизу — кусками по- 

верхности эллипсоида. 

В интеграле /,, = \ \ | 2°dx dy dz заменим переменные по формулам 
и’ 

15), $ 1 при а =1. Тогда получим: 

—<9<5, О <р< со$Ф, —cV1— 0? S2< <cV1— р", 

eV 1—e? 

a . 4112 
= Sabo "—2] sin® фаф = ав (“— ar a = sag abc® (15 — 16), 

> cos 9 с У1- 

ly, = \ | | х’ах dy dz = a*b | с с05* ode | o°dp | 42 = ` 

у —5 —c Vi—p? 

cos 9 р 
=2a%bo | соз? ede | pV 1 —p*dp = 

3 5 \ {2-0 
2(] — 2) 2 9 (1 — 92 2 costo =) +2 г) \ do = 

p== COS ф 

a 
to
] 

а 

— 9а36с 

ae ee 

5 

2 
4 abe | (2 cos? ф —cos* g| sin > |— = cos? gl sin’ ¢|) de = 

т 

~ 2 
к 
—— 

к 

2 

= 4 аЗбс (= —2 \ sin’ < cos* gdp — = \ sin® ф cos? ede) = 
| 0 0 
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5 [= 198) 2 2x(3))__ 
= FeCl 5 — 5 = 

2 5 (= 3 yn - 24 2 2Ул.24 2а36с 
= -— абс | — —_————_ — = — — = — (105: 

3 5 Ил. 2? 5 71Ул.2 1575 (105 — 92), 

п 
2 cos ф сИТ-Ера 

lex = | у?ах dy аг= аб? | sin’ ody o°do | dz == 

* у lps ——- —C 

2 
2 Ьз ° 2 . 2 e 9 о e 3 2 ° 2 ° 5 = 3 ab*c 5 ЯП" ¢ — sin" ¢ cos" ¢| sin” ¢| — = МП" g | sin $1] dg = 

= 4 ab*c (= —2 | sin® © cos? фаф — + | sin’ ode) = 
0 

= Fab%e(Z—B(3, 3)—4 St) _ ah (1052279), 
ху 22 x y 2 

Решение. Найдем уравнение проекции на плоскость Oxy кривой, 
по которой пересекаются эллиптический параболоид и плоскость. 
П 2 x y 
одставив -- =~ ---; в уравнение параболоида, получим искомое с 

авнение НИ (2 у Ур а? p2 — а + Db . 

Таким образом, множество всех внутренних точек заданного тела 
У’ проектируется на плоскость Oxy в область О, ограниченную за- 

2 2 

мкнутой кривой (= — 1} -|- (4 — 1 = 2. 

В интеграле J, = | \ | 2dx dy dz заменим переменные по формулам 

(15), $ 1, полагая ao =1. Подставив значения х = арс0$Ф и y= 
= bosing в уравнение границы области D, получим уравнение р = 
= 2(sing-+cos¢), из которого ‘найдем пределы изменения перемен- 

ной о: O<p<2V 2sin (¢ + *) . Из условия p> 0 получим пределы 

ъ д 3m 
изменения переменной Q. 4 < Ф < 4 . Следовательно, множе- 

ство точек тела У’ с помощью произведенной замены отображается 
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во множество 7’, заданное неравенствами: — Sr 0 
— 2 — 

<2V2sin(o + =), F< 2< РИ 2sin( + п). 

После замены переменных находим: = 

ly = \ | |2 #dx dy de = J | | oe = ; | dp de dz = 

2 2V2sin (p+ =) со V2 sin (e+ +} 

—ab | d 2dz — \ ф | раб | 2742 = 
-+ 0 ce 

oe 2V2sin (+ +4) 

ae | a | (Узи ие (и) ф = 
= 

on : 

г 
2 

_ abc ). (ever sin®(g +4) — OV 2” sins (+ + 3 )) dg = | 

It 
Полагая в интеграле $ -- 7 =, получаем: 

к 
> 

eT 

“9 
64abc3 . 128abc? . 128abc? 7! x 7дабсз 

Ly = sin’ КЁ = | За = ————_— .— .~ = ——-, 
у 5 5 5 7 5 8!! 2 2 

A4sta®b Astab3 
Аналогично находим: 1, = |. — , L aa -. 

2 2 2 \2 

200. (+ hte) athe. 
Решение. В интеграле /,, = | | | z*dx dy dz перейдем к обобщен- 

у’ 

ным сферическим координатам по формулам ,(13), $ 1 при “= В =1. 
Тогда уравнение границы тела в сферических координатах примет вид 

I on 
р’ = sin” — cos" 9, откуда следует: 1 <Ф<т. 

Множество точек тела У’ отображается во множество TJ” = 
3 

=| $<e<%, 0< p< ИУ —с0$4, 0<08<2r |, и после замены 
4 

переменных получим: 
D(x, y, 2) 

D(p, $, 9) 
c*p* cos” фар dy dé, 
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D (x, у, г) 2 с 
где = аб . 
a De, ¢, ПР УП 

Переходя OT тройног O интеграла К повторному, находим: 

3x 

4 Qn У —cos 2 

1 ку = abc* | sin ¢ cos? ode | dé | p*do = 

0 0 

4 5 
= | sin с05? ф (sin? » — cos? ф) 2 do. 

4 

Полагая в интеграле V 2cose =Ь получаем: 
5 1 5 

bch 2mabc3 oy 1 = a0, 1— 2)? dt = 222 | eu — Py)? dt. ху ( ) БУ? 3 ( ) 

Наконец, полагая ¢? = и, находим: 

lL = nab в (3 7). nabs 
7 YY 5V2 ’ 128 ИУ? ° 

Действуя по той же схеме, получаем: 

15л?а36с 1552а63с 

би *? * 25672 ° 

201. (= y+(4) +(4) = I, x=0, y=0, 2=0 (n>0; х>0, 

y>0,z>0). 
Решение. Заданное тело У’ лежит в первом OKTaHTe. Произве- 

дем в интеграле I, = | | | гах у Аг замену переменных по формулам 
в 

(13), § 1, полагая а = В = =. Тогда, учитывая, что O< ga < - ‚0< 

<8<5, О <р< 1, получаем: 

реа 
ху T’ D(e, Ф, 0) 

п. 7 
2 6 | 4 у 2 2 2 1 а £41 

=f | cos" sin” 94 | sin” 005" 049 | p*dp = 
0 0 0 

4 
ср? cos " pdededd = 



Аналогично находим: 

азьсГ? (+) Г (2 абЗсГ? (2 Г (2 

Г = Г. = 
И ’ 2x Py 

° | би2Г (= Би2Г 5 
п 

Определить моменты инерции относительно оси Oz однородных 
тел, ограниченных поверхностями: 

202. = - и, xty=Htl, x—y=+1, z=0. 
Решение. Согласно формуле (5), имеем: 

Г, = \ \ J (x? +. у?) dx dy dz. 

Точки тела У’ симметричны относительно плоскостей Oxz и Oyz, 
и его четвертая часть проектируется на плоскость Оху в замкнутый 
треугольник Р = {О<х<1, O<y<1—vx}. Кроме этого, функция 

Ф(х, у) =х*-- у? принимает равные значения в точках, симметричных 
относительно осей Оу и Ох. Поэтому можем написать: 

| 1-х хз -- у? 1 1-х 

,=4 | dx \ dy } реа | (x? +- у dy = 
0 0 

| 1—х 1 

ах [ ty att ay а (“а-я ая 
0 

(1 —x)5 414 
+ 5 ) 4х = 45. 

203. P+ y+2=2, ?+y=2 (z >0). 
Решение. Заданное тело У’ ограничено частью конической по- 

верхности -г = И х?- у? и куском сферы х?- у? 22=2, причем 
сфера и конус пересекаются по кривой, проекцией которой на плос- 
кость Оху является окружность единичного радиуса с центром в начале 
координат. Принимая во внимание симметрию точек тела относительно 
плоскостей Охг и Oyz, а также то обстоятельство, что функция 
Ф (x, 9) = x? + и? в точках единичного круга, симметричных относительно 
осей координат, принимает равные значения, можем написать: 

1 Ур Уи 
1.=\ | \ 2+ у ахауа = 4 | ах | dy | (x? + y”) dz. 

у’ 0 0 xy? 

Перейдя к цилиндрическим координатам, получим: ' 

} У? — р? 1 > 
1, = 4 | de | p%dp | de = 2x | 6° (V2— po) do = 

0 0 р 

1 
1 3 

9 — 9?) 2 0 92 > 5 Ast ~ 

= 27259 al + 5) oer? 4—9) = ВУЗ 0 
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204. (x? + y? + 27)? = a’z. 
Решение. Из условия задачи следует, что г > 0. Перейдем в HH- 

теграле 

= | | | (x? + y”) dx dy dz 
у, 

$: 

к сферическим координатам. После замены переменных и перехода 
от тройного интеграла к повторному получим: 

к 

УР 
2паб | sin o cos ed __ лав 

np COs pap = -=-. 

у)" 

“> ; 

i= | sin ody | dé \ о“ = 
0 д 

205. Найти момент инерции неоднородного шара x? + y2+ 2 < К* 
массы М относительно его диаметра, если плотность шара в текущей 
точке Р(х, у, 2) пропорциональна расстоянию этой точки от центра 
шара. 

Решение. По условию задачи имеем: p(x, и, г) =1V ety? 2, 
1 =const, 1 >0. Постоянную 1 определим из условия 

M=y | | | V et y? + 2? ахдуаг. 
х2-| у?-|-22 < К 

Перейдя в интеграле к сферическим координатам, получим: 
т Qn R 

M=y | sin ede | dé | рзар = «1 В“, 
0 ВИ, 

М 
откуда 71 = пр . 

Считая, что диаметр шара является отрезком оси Ог и применяя 
формулу (5), получаем: 

М 
I, = др | | | V x? у + 2 (x? + у) dx dy dz. 

x21 y?+2? < К 

Переходя к сферическим координатам, находим: 

x * В 

1, = рва | sin? ede | dd | ode = =TRi~3 

206. Доказать равенство J; = Г, | Ма?, где Г; — момент инерции 

тела У’ относительно некоторой оси [, П, — момент инерции относн- 
тельно оси /), параллельной J и проходящей через центр тяжести тела, 
4 — расстояние между осями и М — масса тела. 

Доказательство. Выберем систему координат Охуг так, чтобы 
начало координат совпало с центром тяжести тела У’, а ось Oz— 
с прямой 4. Тогда Г, =TJ,. Прямая / параллельна оси Oz. Фиксируя 
эту прямую, мы фиксируем на плоскости Oxy некоторую точку (E, т), 
причем, очевидно, Ё - 1? = 4. Возьмем любую точку (x, y, 2) тела 

sin? ФФ = ~ MR®. 

550



и обозначим через г” квадрат расстояния от этой точки до прямой [. 
Тогда r?== (x —£)? + (у— т). 

Пусть p(x, у, г) — плотность вещества тела. Применив формулу 
(4) для вычисления момента инерции тела относительно некоторой сси, 
получим: 

L=J\ Joey, 2) (x — 9 + Y= Wy") de dy = } Yt y, 2) x 

x (x? + y*) dx dy dz—2(é| | (uc, у, 2) хах dy dz +- 

anf ( (a(x, у, 2) ydx dy dz) + (2 +9) \ Sate, у, г) dx dy dz. 
у’ 

В силу равенств 

\\ luc y 2@?+y)dxdy dz =И, 
? 

(я) leq, у, 2)dx dy dz = aM, вс, у, 2) xdx dy dz = 
у’ , 

=Mx,=0, || \ p(x, и, 2ydxdydz = My, =0 
d, 

(так как центр тяжести (X,, Yo, 25) совпадает с началом координат), 
имеем: I, = /,, + Md’, что и требовалось доказать. 

207. Доказать, что момент инерции тела У’ относительно оси J, 
проходящей через его центр тяжести О (0, 0, 0) и образующей углы 
a, В, | с осями координат, определяется по 
формуле: | 

— 2 2 2 I, = I, cos*a + I, cos’ В + I, cos? 1 — 
— 2K, Cos а cos В — 2K, cos a cos 7 — 

— 2K,,, cos cos x, 

где /,, Г, [,—MOMeHTbI инерции тела OTHO- 
сительно осей координат и 

К, = № | w(x, у, 2) xydx dy dz, 

К», = | № u(x, и, 2) хгах dy dz, 

Puc. 16 

Ky, = | | | w(x, у, г) угах dy dz 
у 

— центробежные моменты. 
Доказательство. Найдем квадрат расстояния 42 от точки тела 

M(x, у, 2) до прямой [ (то есть до точки N — проекции точки М на 
прямую, рис. 16). Пусть r={x, у, 2} -- радиус-вектор  точ- 
ки М, ае-— орт прямой [. Очевидно, е = {cosa, cos®, cosy}, 
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4 =|г|“— (г, е)*, где (г, е) — скалярное произведение векторов г 
ие. Принимая во внимание равенства |r|? = х* -- y?+ 22, (г, е) = 
= xcosa-+ycos8-+ 2с051], cos*a-+ cos? В + cos? 1 = 1, имеем: 

d® = (x? + у? + 2”) (cos? а + cos” В + cos? 1) — (x cosa + ycos B + 
+ zcos 7)? = (y? + 2”) cos? a + (x? + 27) cos’ В -+ (x? -++ у?) cos? y — 

— 2xy cos a cos В — 2xz cos a cos 1 — Зиг cos В Cos 1. 

Пусть в (х, у, г) — плотность вещества тела У’. Из определения 
момента инерции тела относительно некоторой оси следует равенство 

[= 1} w(x, и, 2) ddx dy dz. 

Подставляя в интеграл найденное значение d? и пользуясь свойством 
аддитивности тройного интеграла, получаем: 

I, = I, cos? а + I, cos? В + I, cos? y — 2K, cos а cos 8 — 
— 2K,, Cos а cos y — 2K,, cos В cos т, 

что и требовалось доказать. | 
208. Найти момент инерции однородного цилиндра У’ х?-{ и? < a’, 

г = +A плотности в, относительно прямой x = y = 2. 
Решение. Центр тяжести М, (%, Yo, 2) данного цилиндра нахо- 

дится в начале координат, причем 
2r a h 

2, = saa | \ | zdx dy dz = saa \ de | раб J zdz = 0 

(мы перешли от тройного интеграла к повторному, применив цилиндри- 
ческие координаты). 

Вычислим косинусы углов, образуемых прямой x = y =z (прохо- 
дящей через начало координат) с осями координат. Из условий cos a = 

x y 2 

Иж pyre ° VeFy +z” т ИУ’ 
| 

х =у==г находим: COS а = COS P = COST = У. 

Для вычисления момента инерции цилиндра У’ относительно задан- 
ной прямой можем воспользоваться формулой, доказанной в примере 
207. В силу очевидных равенств K,, = K,, = К,,=0, имеем; 

I, = I,cos*a + [,с05? В + I, cos? y = = (1, [,+ 1). 

По известным нам формулам, переходя к цилиндрическим координатам, 
получаем: 

2 ‚а h 

х — Г, = Bo J) \ J @8+ 2) dedy de=, | 4 | edp | йе + 22) dz = 

2 а 

h3 2, we oa = 2n, | de | р (pt sin? +) dp = Зеро (F + A =m(4 +8), 
0 

где М — масса цилиндра. 
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Аналогично находим: 
on a A 

I, = po § | J (2? + y9) diedy de=n | de | dp [а М. 
, 0 0 —h 

Подставляя полученные значения /,, /, и [, в формулу для Г,, окон- 
чательно имеем: 

M {4 , 2h? 

209. Найти момент инерции относительно начала координат одно- 
родного тела У’ плотности в, ограниченного поверхностью (x? + у? + 
+ 27)? = a? (x? + у). 

Решение. Применяя формулу (6), получаем: 

I, = py ( | | (ий + y2-+ 2) dx dy dz. 

Перейдем в тройном интеграле к сферическим координатам. Оче- 
видно, 0 <охт, O<0<2t, O<p<asing. Принимая во вни- 
мание симметрию области интегрирования и равенства $ (—х, у) = 
=¢(x, —y)=9(—x, —y)=9(% 9), где ot, у=ю-у-а, 
после замены тройного интеграла повторным получаем: 

2 2 a sing 1 2 

l= 811, | sin gd¢ | 49 \ “Ар = = ква | $118 ody = 
0 0 0 

__ 4 poll m mn ah” 
— 5 ПРО GD BS 

210. Найти ньютонов потенциал в точке P(x, у, г) однородного 
шара Е - 1? + C? < R® плотнести py. 

Решение. Перейдем от системы координат О&1ё к новой системе 
111, Совершив поворот осей так, чтобы точка Р попала на поло- 

жительную полуось OC,. В системе 0:11, точка Р имеет координаты 

£=0, 41 =0, (=r, где г= И 2 - № -22, а однородный замкну- 
тый шар является множеством точек & + д? + C2 < R*. 

Формула (8) для вычисления ньютонового потенциала принимает 
ВИД. 

их y, дни (0, 0, ) = po | \ | ааа 

Уве 2? 
tnit < В 

От тройного интеграла перейдем к повторному, произведя внешнее 
интегрирование по (,. Записав область интегрирования У’ в виде 

Vi={—-R<G<R, Ht < Ы— Ч}, найдем: 
R 

ат . 

Us Yr 2) = Bo | a || Уна 
К hant<R—C 



В интеграле 

dé an 
1 С ‚ Г) — 1 

al || Унеча! 
itni<R*—C4 

перейдем к полярным координатам. Интегрируя, получаем: 

a Ув 
. _ pdp Winn= | de (action 

0 

| 
= 2nV P+ (и — 7 “Viana = 2n(V К — 2" — | —г|). 

p= 

Интегрируя mo Cj выражение pol (1, г) в пределах [—R, К], находим: 

R 

u(x, y, деть | VR? FP—|G—r|) di = 
—R 

3 

“al 
= 

2 |--В 
= Inp., (А 

= dnp, (RAM Aa — sgn (К — г) С a 

г) Gia 

3r — sgn (Gi 7” 

3r 

2 

271%, (a2 2) ‚ ели Юг, 

4 TR 
3° , ? если Ю< г. 

Ю-- г)? + sen (—R— 1) B49) 
211. Найти ньютонов потенциал в точке P(x, y, 2) сферического 

слоя < + 12 -- 2 < Юг, если Плотность и =f (R), где Ё— из- 

вестная функция, HR=V + 7? + C. 
Решение. Как и при решении предыдущего примера, повернем 

систему координат так, чтобы ось OC; системы Оттава проходила через 
точку Р. В НОВЫХ, координатах сферический слой является множеством 
точек Ri < {+ ni +61 < А», по которому будем интегрировать, при- 
меняя формулу (8). В обозначениях предыдущей задачи имеем: 

2 

u(x, y, д = ии (0, 0, г) = | || КУН ++) ааа, 

V e+ nt + (1-7)? 
Ri< Ci+ni+ei<Ri 

Перейдем к сферическим координатам. Легко убедиться, что 0 < 

<<, О0<0< т, Ri<p<R,. Принимая это во внимание и пере- 
ходя к повторному интегралу, получаем: 

Ка 2 п 

sin фаф 
и (х, у, 2) = | еле dp | ao | У с? — 2prcos » - г? — 

К, 0 0 
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Ка Re 

V p2—2preosetr?\| 9 ; | 
= 2x | era pr о = = \ of (2) (е +9 — 

Ry | К, 

f° К, 

4x | of (р) ар, если р > Г; 
| В 

—|p—r|)dp=¢ R 

= | р? (p)dp, если р < г, 
\ Ri 

mer=Vxe+y+ 2. 
Ответ можно записать в более компактной форме. Если p >r, 

2 2 

TO = >p; если p< г, TO -< р. Поэтому 

Кз 

u(x, у, г) = an | min (= , 0) Fe) do. 

212. Найти ньютонов потенциал в точке Р (0, 0, 2) цилиндра & + 
+7? < а*, 0O<O<A постоянной плотности py. 

Решение. Применим формулу (8). Перейдя в тройном интеграле 
к цилиндрическим координатам и заменив его повторным, получим: 

2к h a h 

dp 5 |P=4 
(0,0, 2) = Hol do | ae | ; р j= 2a | ИР 2 аб = 

J VRE о 
В 

= тво | (V+ 2—2) % = 
0 

= mp, (((— 2) Va + C— 2) аш —г+У®-(—2)|-— 

—(¢—2) sen —2) == (hy Va + 
h—2z+V a+ (A — 2)? 

И 2—2 —(и— аи —21 +212). + а? п 

213. С какой силой притягивает однородный шар @ -| 42 -- (2 < R? 
массы М материальную точку Р (0, 0, а) массы т? 

Решение. Применяя формулы (9), найдем компоненты Х, У, 2 
вектора Р(Р) — силы, с которой материальная точка массы т притя- 
гивается однородным шаром радиуса R: 

(+ 9 + (6—a)?)* 
ват < RP 

4 dy d 
Y= ym | и : Е : Е р 

‚Ее а)*)* 
Я < К



т \ (¢ —a) dé dy dt 
, 3 ’ 

8-12-58 < R* (6? +n? + (6 — а)? “2° 

где у — гравитационная постоянная. Переходя к сферическим коорди- 
натам, сразу же убеждаемся в TOM, что X =0, У =O. Остается найти 
координату &. Соответствующий интеграл запишем в виде: 

R 

Z = in| (¢ —a) dt || м, 
—К 28-18 < В 8 (2-Е ($ — a)2) 2 

Перейдем во внутреннем двойном интеграле к полярным координатам. 

Тогда, приняв во внимание, что O< go < ings OS p< V R?—(?2, полу- 
UHM: 

R Qn VR! d 

Е-т\ (c—aydt| dp | — 
—R 0 ое? 
R 

== «т [ (sen ($ —a)— VE = = =) dt. 

—R 
R 

Вычислим | еп (< — а) dt. Если |а|> ВЮ, то при всех € €[—R, R] 
—R 

R 

имеем sgn(G — a) = —sgna; следовательно, | sgn (C—a) 44 =—2Юз5п а. 
—R 

Если же |а|< R, Tosgn(€ — а) = —1 при Ce (—R, а] и зп (& —a) = 
= 1 при СЕ[а, Ю); следовательно, 

R a 

| sen (G& — а) а = — | dq + ( 4 = —R—a+ R—a= —2a. 
—R . —R a 

Теперь вычислим интеграл 

R 

‘(ак 
(К, а) = | Tea 

— 

Полагая V В? —2at + a? = получаем: 

| Rta | 

крана | (Ra —Ayat = (ва 
| R—a | 
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—|R—a) —4(R+aP—|R—a})) = 
sgn a —2R), если |а|> Ю 

а 
_5, если |а|< КЮ. 

ль — 

Используя полученные результаты, окончательно находим: 

4 ЮЗ т yMm 
sgna—z3- = aja,’ если |а| 

— 411 та Мта —— =-!} pa» если |а| < К 

214. Найти силу притяжения однородным цилиндром § + 7? < a?, 
О<& < плотности в, точки Р (0, 0, z) с единичной массой. 

Решение. Найдем проекции Х, У, 2 искомого вектора-силы на 
оси координат. Обозначив через У’ множество. всех точек данного 
замкнутого цилиндра и применив формулы (9), получим: 

Е dé dy dt 

JJ C+ P+ e—2)? 
dé ата Yon [аа 

У E+ Pt Ee —2%) ° 

— 2) ата z—mt | [[ ( а _, 

, (62 + 4? + (€ —2)?) ? 

Перейдем в тройных интегралах к цилиндрическим координатам 
(О<зо<2*, 0<p<a,0<S<Ah). После замены переменных легко 
видеть, что Х =0, У =0. Остается вычислить координату 0. Заме- 
нив соответствующий тройной интеграл повторным, получим: 

2 a 

(¢ —2) 4 
oe | = 

0 0 о (p? +e z)?) ? 

= 2rbo7 |7 ml a — 
О И ! do = 

= or bot \ (yas УЕ = 
| =a В 

= Этот (Vp? + 2—V p?-+ (A — PN = 

= Impoy (Va? + 2 — Va? + (h—2z)*—(\z|—|h—2))). 
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215. Найти силу притяжения однородным шаровым сектором плот- 
ности в, материальной точки с массой, равной единице, помещенной 
в его вершине, если шаровая поверхность имеет радиус R, а угол 
осевого сечения сектора равен 2c. 

Решение. Обозначив через У’ множество всех точек замкнутого 
шарового сектора с вершиной в начале координат системы О и при- 
менив формулы (9), получим: 

Е dé dn do 

JJ ето" 
d& dy dl 

то) ° 
у’ 

Е 48 41 

Ро? 
у’ 

Перейдем в тройных интегралах к сферическим координатам, при- 
нимая во внимание, что к < ф<т, Ох 0 < 2, О<рх R. После 
замены переменных получим: Х =0, У =0. Следовательно, остается 
вычислить составляющую силы Z. Имеем: 

п 

T—a 

т 2 R 

Z = pot | sin ф cos ¢ de | do | ар = «Ювот sin’ ¢ 
6 06 Te mmmm Of, 

$ 9. Криволинейные интегралы 

1°. Криволинейный интеграл 1-го рода. Пусть на неко- 
торой плоской гладкой или кусочно-гладкой кривой С =: АВ задана 
функция }(М) =f (x, у) и пусть Il — произвольное разбиение этой 
кривой на части A;A;41 точками A = Aj, Ay,..., A, = В. 

Обозначим d (IT) = max Al,, где А — длина дуги А;А а, выберем 
на каждой из дуг A;Aii1 произвольную точку М; = (хь y,;) и составим 
интегральную сумму 

п—1 

$п (f) = 2 i (M) Ak. 

Рассмотрим такую последовательность разбиений Пу, М.,..., Il,,... 
кривой АВ, чтобы d (Il) > 0. Если для любой такой последовательности _ 
разбиений Il, числа Sn, (7) имеют конечный предел Г, не зависящий 

от выбора последовательности II, и точек M,, то число Г называют 
криволинейным интегралом 1-го рода от функции f(M) по кривой 
АВ и обозначают так: 

[= Wace y) dl или I= | F(x, y) dl. (1) 
AB C 
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Интеграл (1) не зависит от выбора направления на кривой: 

| ло, да = | F(x, да 
АВ . A 

Криволинейный интеграл 1-го рода сводится к интегралу Римана. 
Если кривая АВ задана параметрическими уравнениями х==ф (0, 

у=ф(0 (<t<t,), где ¢(f) и $ (1) — непрерывные функции, a $’ (A) 
и ф' (1) — кусочно-непрерывные и (¢’ (f))? + ($' (2))* > 0, то справедливо 
равенство 

ty 

\ f(x, у = | FeO. ЗУ, (2) 
AB 

причем стоящий слева криволинейный интеграл существует в TOM 
и только в том случае, когда существует определенный интеграл, 
стоящий справа. 

Если кривая АВ задана явно уравнением y = g(x) а<х< 5), то 
формула (2) сведения криволинейного интеграла к определенному при- 
нимает вид: 

b 

| Fee, y) di = \ F(x, g(x) VIF Pax. (3) 

Если АВ — пространственная кривая, заданная параметрическими 
уравнениями х=Ф(, и=ф(1, z=X(t) (1% < Ё< НЫ), TO криволиней- 
ный интеграл 1-го рода, взятый по этой кривой, сводится к опреде- 
ленному интегралу по формуле | 

|1 (x, у, z)dl = | FeO, 50, xO)V © OP + OP + O&O) de. (4) 

2°. Приложения криволинейного интеграла 1-го рода 
к решению некоторых задач механики. Если 1 == p(x, и) — 
линейная плотность плоской материальной кривой АВ, то численное 
значение М массы кривой АВ равно интегралу: 

М = | ва, у а. (5) 
AB 

Для случая пространственной кривой АВ имеем формулу: 

М = | u(x, y, 2) dl, (6) 
AB 

где p(x, и, г) — линейная плотность кривой AB. 
Координаты центра тяжести (ху, Yo) плоской кривой вычисляются 

по формулам 
| 1 

c= | xu(x, y)dl, = | yy (x, у) dl. (7) 
AB AB 

Хх 
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Для случая пространственной кривой АВ координаты центра тяжести 
(Xo> Yor 20) можно вычислить по формулам: 

| | = | (x, y, dl, =z | we (x, у, 2) dl, 
] 

20 = М \ zp (x, у, 2) dl. (8) 

3°, Криволинейный интеграл 2-го рода. Пусть на гладкой 
плоской кривой С == AB заданы функции P(x, и) и Q(x, у) и пусть 
II — произвольное разбиение этой кривой на части A;A;,, точками А = 
= Ay, Д1,..., Ан = В. 

Обозначим d (Il) = max A/,;, выберем на каждой дуге А,А:., произ- 
вольную точку М; == (x;, y;) и составим две интегральные суммы: 

п—1 n—l 

Sy (Р) = > Р (xi, y;) Ах; Sn (О) = 2 Q(x; Yi) AY; 

где Ax; = X41 — хз Ау = Уна — Yi 
Рассмотрим такую последовательность разбиений Па, П.,...,Пь,.., 

кривой АВ, чтобы а(П)-> 0. Если для произвольной такой последова- 
тельности разбиений П, числа Su, (Р) и Su, (Q) имеют конечные пре- 

делы, не зависящие от выбора последовательности II, и точек M,, то 
их называют криволинейными интегралами 2-го рода от функций 
P(x, и) и Q(x, и) и обозначают соответственно: 

| P (x, и) ах, | Q(x, и) dy или \ Pu, y) dx, | Q(, y) dy. 
AB AB C 

Сумму 

| P(x, dct | QU, y)dy 
AB AB 

принято называть общим криволинейным интегралом 2-го рода 
и обозначать так: 

\ P(x, у) ах + О(х, y) dy. (9) 
АВ 

Если F(x, и) ={Р(х, y), Q(x, {)} — силовое векторное поле, то 
криволинейный интеграл 2-го рода (9) имеет физический смысл работы 
этого поля по перемещению материальной точки из А в В вдоль кри- 
вой С. 

Для случая пространственной кривой по аналогии с предыдущим 
вводятся три криволинейных интеграла 2-го рода: 

| P(x, у, 2) 4х, |9, да, | R(x, y, ae, 
АВ АВ 

«/ 

АВ 
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сумму которых принято называть общим криволинейным интегралом 
2-го рода и обозначать так: 

| P(x, у, Dae + Q(x, у, Эа К, y, 24. (10) 
AB 

При изменении направления интегрирования криволинейный интеграл 
2-го рода изменяет свой знак на противоположный. 

Криволинейные интегралы 2-го рода сводятся к определенным 
интегралам. Если гладкая кривая С == АВ задана уравнениями x = ¢ (1, 
у=ф(1 (К <ЕЁ< 4), то справедлива формула: 

ty 

| P(x, pdx + Q(x, уу =| (P(e, $0) 90 +90, $0) YO) a. 
AB to . 

(11) 
Если кривая задана явно уравнением у = f(x). (а < х< 5), то фор- 

мула (11) принимает вид: 
, | 

\P (x, у) dx + Q(x, y) dy = | (P (x, F(x)) + Q(x, F(x)) F(x) ах. (12) 

Для случая пространственной гладкой кривой АВ, заданной урав- 
нениями Хх = (1, у=ф(0, 2г=Х( 4 <ЕЁ<Ф<Ь), имеем формулу: 

| P (x, у, 2) ах + О(х, у, 2)dy+R(x, у, 2) 42 = 
АВ 

t 

=} PO, 90 XO) 90 +90, 90, У + 
: + R(e@), $ (9, XQ) XO) a. 13) 

Криволинейные интегралы 1-го и 2-го рода связаны между собой 
формулой 

| P(x, у dx + Q(x, y) dy = { (P (x, у) соза +Q(x, y)sina)dl, (13’) 
AB AB 

где а = a(M)— угол между касательной к гладкой кривой в точке М 
и положительным направлением оси Ох. 

4°. Условия независимости криволинейного интег- 
рала от пути. Если дифференциальная форма P (x, и) ах + Q(x, y) dy 
является полным дифференциалом некоторой функции и (т. е. в некоторой 
области, содержащей кривую АВ, выполняется равенство P (x, и) ах + 
+ О (х, у) dy = аи (х, y)), то интеграл 

| P(x, y)dx +Q(x, y) dy = u(B)—u(A) (14) 
AB 

не зависит от выбора пути из точки A в точку В. 

661



‚ Если функции P (x, у) и Q(x, у) определены и непрерыены вместе 

со своими частными производными x Иду В замкнутой односвязной 

области D, в которой выполняется ‘равенство | 

90 ОР ] 

oe — бу, (15) 
то дифференциальная форма P(x, и) ах + Ч (х, у) 4у является полным 
дифференциалом некоторой функции и криволинейный интеграл 

\ P (x, у) ах + Q(x, y) dy 
AB 

не зависит OT выбора пути из точки A в точку В, лежащего в D. 
Равенство (15) является необходимым и достаточным условием незави- 
симости криволинейного интеграла от пути, лежащего в односкязной 
области. 

Для того чтобы дифференциальная форма 

P(x, у, г) ах + О (х, у, zdy+R(x, y, 2) dz 

была полным дифференциалом в замкнутой односвязной области У, 
необходимо и достаточно, чтобы в У врыполнялись следующие условия: 

99 OP. OR _ 00. OP _ OR (16) — 

д oy’ oy 902’ 902 д‘ 

В этом случае криволинейный интеграл 

| P(x, и, дах-- О(х, у, dy +R(x, y, 2) de 
AB . 

не зависит от пути интегрирования, если кривая АВ лежит в У. 
Если в односвязных замкнутых областях D и У выполняются усло- 

вия (15) и (16), то в этих областях имеем: 

P(x, у ах - О (х, у) dy = du, 

P (x, у, д ах + Q(x, у, 2dy+R(x, у, 2) 42 = du, 

и функции u(x, у) и w(x, у, г) можно найти по формулам: 

x у 

u(x, )= | PU, yo) dt + \ Q(x, дис, (17) 
Xo Yo 
x у 

w(x, и, 2) = \ Pi, Yo, 20) at + \ Q(x, t, 20) dt + 
Xo Yo 

+ (R(x, y, dt +0, (18) 
Zo 

где (Xo, Yo) и (Xo. Yo, 20) — фиксированные точки областей D и V, 
С — произвольная постоянная. 
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Иногда удобнее идти из точки (Xo, Yo) в точку (х, У) сначала по 
отрезку прямой, параллельной оси Oy, а затем по отрезку прямой, 
параллельной оси Ох. В этом случае имеем: 

x y 

u(x, y= | PU, ydt [ Q(x, dt +C. (19) 
Хо Yo 

Возможны также следующие видоизменения формулы (18): 

x . у 

w(x, уд = | Ру, + | Qi t, a) dt + 
Yo Xo 

+ | R(x, 9, 04 +C, (20) 
х у 

w(x, у, = | Pt, yo 2dt+ | ОБИ 
% : № 

+ | R(x, Yo, dt +C. (21) 

Вычислить следующие криволинейные интегралы 1-го рода: 

216. / =| (x + y)dl, где С — контур треугольника с вершинами 
С 

О (0, 0), А(1, 0) и В (0, 1). 
Решение. Для вычисления интеграла воспользуемся формулой 

(3). Интеграл 1-го рода по кривой не зависит от выбора направления 
интегрирования, поэтому можем написать (используя свойство аддитив- 
ности интеграла): 

T= (ину (сту @+ (аа. 
OB OA BA 

На отрезке OB x = 0, 41 = ау, 0 < у< 1; следовательно, | (хи а/= 
OB 

1 

= | учу . На отрезке ОД, очевидно, у =0, 4= ах, О<х< 1, 
0 

поэтому ры у) dl = Г. dx = x Отрезок ВА лежит на прямой 
0 

x+y= | всвязи с этим di — V3de,0<x< 1, поэтому \ (x+y)dl = 
BA 

- V2 | dx — 2. Складывая полученные значения, находим: [== 
0 

—=1-- Ио. 
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4 A 2 2 2. 
217. [= | (x3 +8) di, где С — дуга гстроиды x? -- уз =а3. 

C 
Решение. Параметрические уравнения астроиды имеют вид Хх = 

=acos*t, y=asin®t (0<t<2zx), поэтому справедливы равенства 
4 

dl = У (—3a соз? sin t)? + (За sin? ¢ cos t)? dt = 3a|sintcost|dt, «3 + 
4 4 

+y3 =а3 (cos*¢ + sin*t) (Ha кривой С). Применяя формулу (2), 
находим: 

7 | 7? 
[= Заз \ (cos*t + sin*?)| sintcost|dt = 12a3 \ (cos*¢ + sin*/) sint X 

0 

7 7 
x costdt = 2a3 (cos®*t — $116 2) = = 443. 

2 

При решении примера мы воспользовались следующим свойством 
функции f(t) = (cos*¢ + 5“ В | зп Ёсоз#|: f(t) =f(Qe—t), 0<t<z, 

2к т 

в силу чего \ f(t) dt = 2\ FO dt. 
0 0 

Далее, из равенства [ (tf) =f[(x—?t), 0<t< > ‚ следует, что 

\ F() dt =2| том 
0 0 

 T 

2 . 2 

Окончательно имеем: \ f(t) dt = 4 \ f () dt. 
0 0 

218. [== | |у| 41, где С — дуга лемнискаты (x? + 92)? = a? (x? — у). 
С 

Решение. Напишем параметрические уравнения лемнискаты, взяв 
в качестве параметра полярный угол $. В полярной системе координат 

лемниската задана уравнением р = a) с0$2%, вследствие чего ее пара- 

метрические уравнения имеют вид: x=a V cos 2¢ созф, y=a V cos 29 sing, 
\ к . . 
e—knl<z; В =0, 1. 

Подставив в известную формулу dl = И р? - (5’)? dp значение р’= 

asin 2$ =V о а? sin? 2$ 4 — _ ade _ = у, получим: 4 = | а cos2¢ + — 55 V cos de" 

Из условия примера следует равенство | = 2 | |y| dl, где С, — часть 
С 

—__ п п. , 
лемнискаты p =a) cos29, — + <9 <q. Приводя с помощью фор- 
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мулы (2) криволинейный интеграл к определенному, находим: 

к 

4 

У cos 29 j sin | de = 4a* | sing dy = 22 (2—5). = 2a? 
У cos 2$ A 

в
ы
 

4 

219. [= | Их + и? dl, где С — окружность x? + у? = ах. 
С 

Решение. Перейдя к полярным координатам, получим уравнение 

окружности С в виде p=acosg, — ¥ << 5 . Взяв в качестве 

параметра полярный угол ф, Напишем параметрические уравнения окруж- 

ности С: x =ас0$*ф, y=acos¢sing, — 5. <9< р . На этой окруж- 

ности подынтегральная функция f(x, y) = V x? + у? принимает значения 
асозФ, а элемент дуги 4/ выражается формулой dl = V р? + (p’)? dp = 
= аа. 

Применив теперь формулу (2), получим интеграл 

к 

2 3 
[= а? 4 cos ф dp =a’ sing = 2a’, 

т т 

р] по 

Найти длины дуг пространственных кривых (параметры считать 
положительными): 

._Х а а — 
220. у = аагсзш =, z= 7 Ш 

A (Xo, Yo, Zo). 

Решение. Взяв переменную х в качестве ‘параметра, получим 

(при 9 < |х|< |ж%| и Xo! < a): dl = У ах? + dy? + dz*, где dy = 
d 

as от точки О (0, 0, 0) до точки 

— a ==, dz=— 5 a = , Подставив значения dx, dy и dz в выра- 
а —х 

3 3 
жение для dl, найдем: 4 = а =| dx |. 

Применив формулу для вычисления значения длины дуги L, получим: 

( х 
1 За? — 2х? 

dx, если ху > 0; 
2 а? — x? 

Г. = ‹ 

| (За — 2x7 
—*) 5— AX, если № < 0, 

За? — 2х2 
вследствие того, что 5—5 > О при |х|<а, и в силу равенств 

| 4х| = ах, если № >0, и |dx| = —dx, если хх» < 0. Замена x = —# 
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приводит (в случае Xo < 0) к интегралу 

о 2 2 о tet 3a р} dt: 

2 a? — {2 
0 

| | 
1 ( 3a? — 2x? a? dx 

=> \ a? — x2 dx = {a+ | a? — x2 
0 0 0 

ay a+ x|I*ol a, a+| xXx, | 

Если X%)< 0, то шее = если же Xo >0, 

ыы а atx ‚| а a+ |x 
-—_ и = — — oi — TO - ~ In ет 4 Ino. 2, Te & 4 Пу | Zo | 

B итоге имеем: L = 1X91 + | Zol, |№ | < а. 

221. (х— и) =а(-и, P-—y Ей от точки O(0, 0, 0) до 

точки A(X, Ио, 2%). 
Решение. Параметризуем кривую, взяв в качестве параметра пере- 

менную г. Подставляя в равенство (x — и) (x - у) = 2 2 2* вместо x+y 

ВЫ (x — y)* ; ражение ———^ , находим: 

2 — 414 
33 g 23 33 4 343 

х—у= 5 ‚ху= д . 

Таким образом, переменные х и у выражаются через г с помощью 
формул: 

4 4 1 4 1 
2 12 за 22а а 212 1/2 +2 33. 3,3 г [330 373 212 

2 

И Ц 
(3 Зазг 3-33а 323) dz, 
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1 1 
Если ‚2 > 0, то пр О<2<оа выражение 3 3a3%z 

+ 33, rq г положительно, dz > 0; следовательно, 

“ _1 И И 
3 гут | (8 Fae 1- 33а 323) dz. 

Если 2,< 0, то при изменении 2 от О до 2 выражение 
11 1 | 11 

3 3a3z 3433q 323 отрицательно, 42 < 0, а все выражение для 
dl, стоящее под знаком абсолютной величины, положительно. Таким 
образом, мы опять приходим к той же формуле, что и при 25 > 0. Окон- 
чательно получаем: 

“meV s+ VF 2 V3 a 

222. r+y? =cz, = = tg = от точки O(0, 0, 0) до точки 

А (%, Yor 20). 
Решение. Параметризуем кривую, взяв в качестве параметра 

полярный угол ф. Полагая x = pcosy, y=psing, получаем: р* = сг, 
7:4 

Шр=\_—, откуда 2 = с, р’ = cy. Параметрические уравнения кри- 

вой принимают вид: 

x=cV ecose, y=cVesing, 2= со оч) 
o 

Вычисляя дифференциал дуги di =c (Уз + =) 4» а затем 
Vi 

интегрируя его в пределах от 0 до 2, находим: 

— [22 

223. р = а уз ре (arctg у. =а от точки 

А (а, 0, 9) до точки B(x, y, 2). 

Решение. Полагая x =pcosy, y=psing (¢ = arclg 4) ‚ полу- 

чаем уравнение кривой в виде р? 4+ 27 =a’, рсНф =a, откуда находим: о 

_ _@ 2 __ 72 1 — 72 th2 =the 2 =4 | arg) = they 
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, 

Теперь можем написать параметрические уравнения кривой, выбрав 
yp — 20089 _ asing — th 

в качестве параметра угол 9: xX he”? у che’ г = +ашф. 

Дифференцируя функции xX, и, г по х, получаем: 

"ба sing che-+ cos ¢sh¢ yi=a cos chy — sing sh¢ 

x9 ch? ф > У? ch? ф ’ 

w= a 
АР — (2 4 yo 4 2% 4? = а? (1+ wet sh? $) dg? _ aot aes , 

откуда находим: @=- у? oe . Интегрируя выражение di (t) = 

= ЕЕ в пределах [0, |¢ |], получаем: 

lel I9| 
5 dt 5 d|sht 5 

L=aV2 \ a7 =aV2 | ГРарг = И 2aretg (sh [#1] = 

= а] 2arctg|sh¢\, 

поскольку sh|¢|=j;sh¢|. Используя равенство г = а $, находим: 

2 +—— L=aV2 2 == | —= ay 2arct . 
У! — 12$ V a—z’ - бу 

Вычислить криволинейные интегралы 1-го рода, взятые вдоль про- 
странственных кривых: 

224. [= \ (P+ y?+ 2) 41, где C—uacTb винтовой линии x = 
С 

sho == 

=acost, y=asint, 2г=й (О<Ё< м). 
Решение. На кривой С подынтегральная функция принимает зна- 

чения, зависящие от параметра ¢ и равные выражению x? + y? + 27 = 
= а* + 5?Р. Вычисляя дифференциалы переменных x, у и 2, находим: 

dl == V ах? + dy? + аг = У а? + 6? dt. 
2n 

Применяя формулу (4), получаем: J = а? + в: | (а? + РР) di = 
0 

— 2n —_——___. 
= VY a? + 6? (а + e о = 9x И а? + 5? (a! и ad 16") 

225.. [= \ х? Ц, где С — окружность х?-| у? -| 22 = 2, xty+ 
С 

2 =0. 
Решение. Плоскость x + y+ z2=0 проходит через начало коор- 

динат и пересекается со сферой x? + у? + 2? = а? по окружности радиуса 
а, длина которой равна 27a. С помощью. циклических перестановок 
легко убедиться, что справедливы равенства 

= (24, 
C С С 

568



из которых следует очевидное равенство 

г-з и +24. 

На кривой С (окружности радиуса а) х? -| y?+ 2? = а?, в силу чего 

получаем [ = -=- jd. Интеграл \ d/ равен численному значению длины 

2па3 - 
окружности С, L = 2na. Следовательно, | = 3. 

226. Г = | edt где С — коническая винтовая линия x =f cost, 

y=tsint, zat (O<t<t)). 
Решение. intespaa вычисляется с помощью формулы (4). Имеем: 

dx = (cost —tsint) dt, dy = (sint +tcos?) dt, dz = dt, dl =x Vf +9 dt, 

27). 

227. [= \ zdl, где С — дуга кривой x? + и? = 2”, у? = ax от точки 

te 3 
_ 2 _ (+2)? - | ИРЗ4 = 5 

0 

e
n
 3 

2 "(ео ‚3+2 — 

С 
0 (0,0, 0) до точки А (а, а, aV 2). 

Решение. В качестве параметра возьмем переменную х и напи- 
шем параметрические уравнения кривой С в виде z= V x? Нах, у = 

—Vax,x=x (0<х<а), после чего, применив формулу (4), полу- 

чим: dz = Е“ _ dy, dy = > у = dx, 4 = ах? + dy? + 42? = 
2V x? + ах 

— И 8x? + 9ax + 20° d 
Хх, 

2V x2 + ах 

1 Уз 5 1 2 17 о 
x? + Эах + 2а?* ах = И (2V2 x+ 3) — 954 dx = 

0 0 

_ | 2 — = (25%; ГУ) V & +. ах + 2a? 

— In (2V 2x x+ ии = 

_ а? [295 У38— 18 171254 38 
“aval 8 — 39 7 17 |= 

_ 25-41 38 = SF (100738 72 —17 In, ). 

228. Найти массу кривой x =acost, y=bsint (0<t<2z), если 
ее линейная плотность в точке (x, у) равна p =|и|. 
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Решение. Применим формулу (5) для отыскания численного 
значения массы: 

M = | w(x, yd | 1914 

Для решения задачи необходимо вычислить криволинейный интеграл 
1-го рода, который сводится с помощью формулы (2) к определенному 
интегралу. Имеем (считая, что a > 6): dx = —asintdt, dy = bcost dt, 
= У a*®sin?¢ + 62 cos*¢ dt, |y| = 6|sint¢|, 

20 

M=6 | V а? sin? Е + 62 cos? Е | sin¢ | dt = 
0 

| > 
>
—
>
 

bo
 

a 

0 

У а? sin? ¢ + В? cos*¢t sint dt = 4b | V а? — (a? — 62) cos? t x 

2 
x d(cost) = 

0 0 

= 46 | У 1—e*cos?¢ d(cos В = al V 1 —(e cost)? А (e cosa), 

5 
а? — b2 

re = = у —— — эксцентриситет эллипса. 

Полагая в интеграле ecos¢t = зши, получаем: 4 (в со$ #) == соз и du, 
arcsin в arcsin = 

4ab 2ab 
=— cos’ и du = -— \ (1 + cos 2u) du = 

0 

2ab . farcsin = 
= -— (и + эти cos и) о 

= 20° (arcsine + ¢ V1 —e?) = 20 (6 + < arcsin . 

229. Найти массу дуги параболы и“ = 2px (о < <?) ‚ если 

линейная плотность параболы p(x, у) в текущей точке (x, и) равна |и|. 
Решение. Вычислим дифференциал дуги di по формуле = 

2 

x VY 1] + (y'(x))? ах. Имеем: 2yy’ = 2p, откуда у’ = т » (и) = = = 

p р 52, ш= УР ах 
Принимая во внимание равенство p(x, и) = |у| = V 2px, которое 

выполняется на рассматриваемой кривой, и симметрию точек параболы 
относительно оси Ох, находим: 

any p 

o
>
 

v
o
l
s
 

м-в yd =2 
С 
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p 
3 op. о . , _®. ) . 

2 _ 

=2 | Убе dx РР | © _ 28 (py2—1), 
0 _. 

2 

3p 0 

Задачу можно решить и следующим образом. Запишем дифференциал 

дуги в виде di =V 1+ (x'(y))? dy = у! + a dy = yet у dy. 

Тогда получим: 

р р 

= 2 в 
=> | Ура =— | уу + Рау = 

—p 0 

2 9 nol’ 2p? _ 
=)? |, =-3- (27 2—1). 

. . t? t 
230. Найти массу дуги кривой x = at, и = > ,2= < (О <Ёх 1), 

плотность которой меняется по закону p(x, у, 2) = V % . 

Решение. Применив формально формулу (5) для вычисления 
массы дуги и сведя криволинейный интеграл к определенному, получим: 

1 

М = | в, уда = | pe, и, 20) Vee tye +e а. 
С 0 

Из условия примера следуют равенства: в» (х (4), и (1), 2(1) =Ь x, =a: 
y,=at, г. =аЁ, 4 = aV1+¢?+¢4dt, используя которые, находим 
численное значение массы: 

ма ИГРА а | V ее 4+3ale+4)- 
0 0 

1 

0 
(+ УГРИ 3 (@4+ ++ VIFF TA) 

=£((3V3—1) +3 8-23). 

231. Вычислить координаты центра тяжести дуги однородной кривой 

y =ach— от точки A(0, a) до точки В (6, h). 

Решение.` Воспользуемся формулами (7). Для этого найдем сна- 

чала численное значение массы кривой. Поскольку y’ = sh = ‚ то 
b 

x x ; 
1 + (y’(x))? = 1-+ sh? = =, dl = ch — dx, M = \ ch = dx = 

0 
b h2 ee 

= ash — = a V e-1 = V h? — a?, 
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Кривая однородна, поэтому в формулах (7) следует положить 
№ (х, и) =1. Применяя эти формулы, получаем: 

b 
1 | | x 

soar) ур] xch— dx = 
С 0 

(sh 7 —ach 7 +a) = 
== 

a b ео mE t+ 0) 
= (@VP a —h+a)=b—a ha, 

h+a ~ Vr—a\a 
b b 

I ] x a о Х 
аи | уф = упак { ch? dy = р ИУ—@.) а И? —а* 4) а 

b 
b 

ау | (1+1) appa (t+ 2) - 
b a hV h?— a? =a = (Назва а) тв = (6+ - 

A ab 

2 Туве 
232. Определить центр тяжести дуги однородной циклоиды x = 

—=а(Е— $11), y=a(l—cost) (O<t<r). 
Решение. Решаем пример по той же схеме, что и предыдущий. Для 

вычисления значения массы кривой нам потребуется дифференциал ее 
дуги. Легко вычислить дифференциал дуги циклоиды. Он равен dl = 

. &€ ъ 
= 2a sin > dt. Принимая во внимание однородность кривой, вычисляем 

значение ее массы: 

к 

0 

М = 2a | sin + dt = 4a cos + . 5 = 4q, 

0 

а затем и координаты центра тяжести № и Yo: 

а | a(t—sint) 2asin + dt = 4 \ (¢ — мп sin dt = 
0 0 

к 

2| sin? + C08 5 dt) = 

0 

# | 

2 |r 
=“ ( 
о 

а ° t t ( sin? 5 ‘ 4a 
— —— — : 2 1 — — oo | =_= — =4(4 | sin Чей | 5 | =5, 

0 
_ 
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а | а (1 — с0$ 0) 2asin > dt = 
0 

р 0 

__ a t о { t _ 
=$(2c0s-4[ —2\ (2 сз 4 —1)a(cos ty) = 

0 

=$(2—(4 cos? £—2c0s 4) )=%. 
3 2 2 

При решении примера мы не записывали криволинейных интегралов, 
а брали соответствующие им определенные интегралы. 

233. Найти статические моменты дуги С однородной астроиды 
2 2 2 

x3 уз =а3 (х> 0, и> 0) относительно осей координат. 
Решение. По определению, статические моменты М, и М y OAHO- 

родной кривой С выражаются формулами: 

M,=\ydl, М, = | ха. 
С С 

Для решения примера воспользуемся параметрическими уравнениями 
. к 

астроиды x = acos*t, у = азш?Ё учитывая, что по условию 0 < Ё< 5. 

При решении примера 217 мы вычислили дифференциал дуги астроиды: 

dl = 3a|sintcost|dt. Поскольку 0 <Ё< > ‚ тов 4/ знак абсолютной 

величины следует опустить. Применим приведенные формулы, заменив. 
криволинейный интеграл определенным. Тогда, приняв во внимание, что 
на кривой С функции x и и соответственно равны ас033Ё и asin®?, 
найдем: 

= = 
2 2 

2 

М, = за? | sin* ¢ cos ¢ dt =, M, = за? | cos* ¢ sin¢ dt =f, 
0 0 ~ 

234. Найти момент инерции однородной окружности x? -+ и? = a? 
относительно ее диаметра. 

Решение. Момент инерции d/ элемента дуги di однородной 
окружности относительно ее диаметра равен приближенно выражению 
(а зто)? dl, где ф — угол, образованный прямой, которая соединяет центр 
окружности с произвольной точкой М, принадлежащей дуге dl, с диа- 
метром окружности. Суммируя по всем элементам d/, приходим к формуле 

= а* | sin? ф dl, 
С 

где С — окружность x? + и? = a’. 
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Поскольку dl =ady, 0< 9 < 7т, то, сведя криволинейный интеграл 
к определенному, получим: 

Qn 

[= а \ sin? ф dp = па. 
0 

235. Найти полярные моменты инерции Г = =| + у?) dl относи- 

тельно точки O(0, 0) следующих однородных кривых: а) контура С 
квадрата тах {| х|, |y|} =a; 6) контура С правильного треугольника 

2 4 
с вершинами в полярных координатах Р (а, 0), Qa, З Ria, 7 

Решение. a) Контур квадрата max{|x|, |у|} =a образован 
отрезками прямых Y = а и, x = фа. На отрезках прямых x = +a 
справедливо равенство | я =а-у, —а<и<а, dl = ау, а на 
отрезках прямых y = + а — равенство х?-| у? = х?-{ а*, —a<x<a, 
dl = 

 Заменив криволинейный интеграл определенным, получим: 

Q 

= 2( | ели | ед) = Fa’. 
a а le

 

6) Пусть начало декартовой системы координат Oxy совпадает 
с полюсом полярной системы, причем полярная ось совпадает с поло- 
жительной полуосью Ох. Стороны треугольника являются отрезками 
прямых, проходящих через точки ( и Р, Qu К, Ru P. В декартовой 
системе, о которой мы говорили выше, координаты точек Р, Qu R 

следующие: Р (а, 0), a(— 5 ays), R| 5, —2¥3). 

Отрезок QP лежит Ha прямой у = TF ‚ на которой выполняются 

. 2 ах 2 2 о (x — a)? . 
равенства 44 —у3, Жи = Xe + 5 ‚ в силу чего получим: 

а 

—_ 2 ау | (а 
Ут 3 3 

QP a 
~ 2 

2 [* 4 =a) а a8 V3 

я р. 
2 

Точки отрезка ЮР и точки отрезка ОР симметричны друг другу 
относительно оси Ох, поэтому можем сразу написать: 

| ела- Je у) dl = evs 
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На отрезке RQ имеем: L=— FZ, dl = dy, [УЗ cy ts, 

в силу чего | | 
aV3 

2 — 

2 

Дела - \ (и) dy =. 
Q _ aV3 

2 

Пользуясь аддитивностью криволинейного интеграла и складывая 
левые и правые части найденных равенств, получаем: 

= тра | ура + | wt pa ee. 
ЧР RQ RP , 

236. Найти средний полярный радиус однородной астроиды х3-|- 
2 2 

+y> =а3, т. е. число гу (7, >0), определяемое формулой [= 15, 
где /, — полярный момент инерции астроиды относительно начала коор- 
динат (см. предыдущую задачу) и /— длина дуги астроиды. 

Решение. Средний полярный радиус астроиды вычислим по фор- 

муле го = V 2. Зная дифференциал дуги астроиды 4 = 3a|sint x 

x с05#| 4 (пример 217), можем вычислить длину ее дуги: 
Cd 

27 2 

[= \ dl = 3a | | sin¢cost| dt = 12а | sintcostdt = 
С 0 0 

> : 
= 12а | sintd(sint) = ба зп?! |? = 6a. 

0 

Теперь вычислим полярный момент астроиды относительно начала 

координат, применив формулу [ = | (x? + y*) dl, где С — дуга астроиды 
С 

x=acos*t, y=asin®t (O<t< 2%). 
На кривой С имеем: x? -+ у? = a®(cos*t-+ $1181); поэтому криво- 

линейный интеграл приводится к следующему определенному: 
| 2 

Ю = 3За* \ (cos®¢ + $118 8), $1 Ёс0$ | 4 = 
0 

> 
= 12а? | (cos®¢ - $118 #) зт Ёсоз Е = 

0 
- к 

Заз 
= 5 (sin’t — cos® 8 > = 3a’, 

Вычисляем Г.: Г. = 3a" _ 4 о’ Го 6a 
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237. Вычислить координаты центра тяжести контура однородного 
сферического треугольника хи 2 = а; x>0, у>0, z>0. 

Решение. Сферический треугольник однороден, в связи с чем 
в нашем случае формулы (8) принимают вид: 

to = a | х 4, юм | 94, 20 = р |241, 

где С — контур треугольника. 
В плоскости Oyz выполняется тождество x =0, поэтому можем 

| 
написать формулу х› = г (|x dl + | ха!) ‚ где С, — вся часть контура 

Cy 
С, лежащая в плоскости Ох! у, С.” вся часть контура С, лежащая 
в плоскости Oxz, М — численное значение массы всей кривой С. 
Контуры Cy и С. можно задать соответственно параметрическими урав- 

нениями х =acos¢, у=азтф lo<e< ; x*=acosy, y=asing 
к 

2 

(0 <p< =) ‚ причем dl = а аф на С, и dl =а4 на С.. В силу всего 

сказанного, имеем: 
к 4 

Хо = 9 сое + | cos фа | = 22" 

3 
Масса кривой С численно равна — частям длины окружности 

4 
Зка 

радиуса а, т. е. М = >: Подставив полученное значение М в фор- 

3 4a 
мулу для определения ж, найдем: х = 5. 

Координаты и, и 25 вычислять не нужно, поскольку Yo = 2% = № 
(это очевидно). 

238. Найти координаты центра тяжести однородной кривой xX = 
= cost, y=esint, z=e (— © <Ё< 0). 

Решение. Прежде чем применить формулы (8), найдем численное 
значение массы данной кривой. Для этого нам придется вычислить несоб- 
ственный интеграл, к которому сводится соответствующий криволиней- 
ный. Дифференцируя функции x, y и z по Ё, получаем: 

| x, =e (с0$Ё — $1 ®), и, =e (зтЁ- cosd), 2, =е!, 

откуда 
0 0 

и=УЗе 4, М=|Ш=УЗ | еш=УЗе| =У5. 
С — 00 — со 

Теперь применим формулы (8): 
0 0 

юм | cdl = | есозЁ V Qe dt = | ег’ cost dt = 

0 2 
== =F) 

576



р et . | Yo = { e* sin t dt = —— (2 sint — cos?) =— es 

' 0 0 of 0 ; 

_ 11/9 et dt — 2t d¢ — © — a= 775 h eV 26 dt = | ¢ dt = r| 72 

239. Найти моменты инерции относительно координатных осей одного 
es ee ® Ш 

витка однородной винтовой линии X=—acost, y=asint, z=— 
Qu 

(O0O<t< 2r). 
Решение. Обозначив через r,, г, и г, расстояния OT точки 

М (x, у, 2), лежащей на однородной кривой С, до соответствующих осей 
координат, можем написать формулы для вычисления моментов инерции: 

I, = | rt I,=\ dl, = | Pal. 
с С 

Используя очевидные формулы = у 2’, и, = xP 2?) т = Pt у, 
2 

получаем: и? = a® sin? t + д » Гу = а? cos* t + Gi =a’. 

Вычислим дифференциал дуги винтовой линии: dx = —asint dt, 
dt 

dy =acostdt, dz= ae 

h? И h2 + 4n2a2 dl =Vae алая = Vat + Bap = OE д, 

Используя формулы для вычисления моментов инерции, получаем: 

2 

„= | (У ay _ 

4r? Qn 
0 

2 

25 

I У h? + 42a? | 

0 
y Qn 

а? cos? ft + a dt = = +. +) V A? + 4x22, 

I = OU ee | фура. 
2 Qn 

0 

Вычислить следующие криволинейные интегралы 2-го рода, взятые 
вдоль указанных кривых в направлении возрастания параметра: 

240. [= | (x? — 2xy) dx + (/’—2ху) dy, где С — парабола у = x? 
С 

(—l<x< 1). 
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Решение. Криволинейный интеграл сводится к определенному 
с помошью формулы (12). Подставляя в подынтегральное выражение 
у = и dy = 2хах, получаем: 

1 

P= 29 (xt — 29) On) de — 3. 
| 

241, T= | (x+y) de + (x? —y’) dy, где С-— кривая и=1— 
С 

—|l—x| (О<х<2). 
Решение. Уравнение кривой С запишем следующим образом: 

= [5 О<х< 1; 
= |2 —х, 1<х<? 

и представим интеграл по кривой С в виде суммы интегралов по кри- 
вым С: и С., где С, — отрезок прямой у=х (O<x< 1), а С,— 
отрезок прямой y=2—x (1<х< 2). Каждый из интегралов сведем 
к определенному по формуле (12). 

На С, справедливо равенство (x? + y*) ах + (x? — у?) dy = 2х? dx; на 
С. имеем: (х?-| и?) ах + (x? — у) dy = (x7 + (2 — х dx + (PF — (2 — 
— x)*) (—dx) =2 (2 — х)? ах, в силу чего получаем: 

1 2 

=2\ 2dx+2) 2— хх = +. 
0 1 

242. [= ф (x + и) dx + (x — и dy, где С — эллипс a + у = 1, про- 
C 

бегаемый против хода часовой стрелки. 
Решение. Напишем параметрические уравнения эллипса х = 

=acost, y= bsint (0<?t< 2*) и применим формулу (11). На кривой 
С выполняется равенство (х- у) ах + (х— у) ду = (acost-+ bsin?t) x 

x d(acost)-+(a cos t —8 sin Ва (6 зт t)= (ab cos ot — (© us sin ata, 

поэтому получаем: 
on 

[= | (ab cos 2¢ — (at + 2) sin ot} dt — 0. 
0 

243. Г = | (2а — y)dx + хау, где С — арка циклоиды x = а(#— 
С 

—sint), y=a(l—cost) (0<t<2rz). 
Решение. Напишем, чему равно подынтегральное выражение Ha 

кривой (С. Имеем: (2а— у) ах + хау =(2a—a(l1—cost))d(a(t— 
— $10) + а(Е— зп а(а (1 — со$#)) =a’tsint dt. 

Применив формулу (11), получим: 

2n 0 2 

= а? | tsint dt = а? (# cost + sint| 
| 0 or 0 

} = —2ra’. 
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944. [= (x -+ y) dx — (x — y) dy 
7 x? +. 

пробегаемая против хода часовой стрелки. 
Решение. Параметрические уравнения окружности С, пробегае- 

мой против хода часовой стрелки при возрастании аргумента 9, сле- 
дующие: х = acos¢, y=asing (O<¢ <2z). 

Применим для вычисления интеграла формулу (11), выразив подын- 
(ХУ) dx — (x —y) dy __ 

x2 -- y? 

‚ где С — окружность x? + у? =a’, 

тегральное выражение через Q. Ha C имеем: 

Qn 

= —do, откуда получаем: Г = — | dp = — м. 
0 

= dx + dy __ , . 
245. 1 = 9 Ти» ГДе ABCDA — контур квадрата с верши 

нами Л (1, 0), В (0, 1), С(—1, 0), D(O, —1). 
Решение. Используя свойство аддитивности интеграла, представим 

его в виде суммы интегралов: [ = | +- | + | + \ 
АВ ВС Ср DA 

Отрезок АВ лежит на прямой x+y=1, в силу чего на АВ 
dx + dy =0, следовательно, интеграл по этому отрезку равен нулю. 
Отрезок ВС лежит на прямой у— х = 1, поэтому на нем выполняется 
равенство dy = dx. Далее, на этом отрезке имеем равенства: у = x-+ 1, 
lyjJ=x+1, |x| =—x, !x]4+|y|=1. При движении из точки В 
в точку С переменная х изменяется от 0 до —1. Принимая во внима- 
ние сказанное выше и заменяя по формуле (12) криволинейный интеграл 
определенным, получаем: 

dx -- dy 
=2\ dx =—2. 

ЕТ 

На отрезке CD, лежащем на прямой х-Р у = —1, выполняется 
равенство Ах -Р ау =0, поэтому и интеграл, взятый по CD, равен 
нулю. Осталось вычислить интеграл по отрезку DA. Поскольку этот 
отрезок лежит на прямой и — x = —1, то на нем выполняются равен- 
ства: dx = dy, |у| = 1 —х, [хр =, |x|+|y!=1. При движении из 
точки D в точку А переменная x изменяется от 0 до 1. Таким образом, 
имеем; 

Складывая полученные результаты, находим: [= —2 2 =0. 

246. Г = | dx siny + dysinx, где АВ — отрезок прямой, соединяю- 
АВ 

щий точки А (0, =) и В (с, 0). 
Решение. Отрезок АВ лежит на прямой х Ру = «, поэтому на 

нем выполняются равенства: и = к — xX, dy = —dx, зщ и = sin(x — x) = 
— их. При движении по отрезку АВ из точки А в точку В 
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переменная х принимает все значения от 0 до x. Применяя формулу 
(12), получаем: 

(sin x — sin x)dx = 0. || 
>
 
—
—
3
 

247. [= ф dy arctg 4 — dx, где ОтА — дуга параболы y = x? 
OmAnO 

и ОпА — отрезок прямой и = x. 
Решение. Парабола и прямая пересекаются в точке с абсциссой, 

равной 1. На кривой ОтА имеем равенства: dy = 2х ах, arctg 2 = 
x 

=arctgx, О<х< 1, в силу чего получаем: 

\ dy arctg > ~—dx = (2х arctg x — l)dx = 
ОтА 

= ((x? + 1) arctg х — 2x) | — > — 9. 

На отрезке прямой OnA ВЫПОЛНЯЮТСЯ равенства dy = dx, arctg 2 = 

и 

=. При движении по отрезку из точки А в точку О переменная х 

изменяется от 1 до 0. Поэтому 
0 

\ dy arctg = — dx = {($—1)dr = 1—4. 
Ano 1 

Складывая левые и правые части полученных равенств, находим: 
у" 

[ — 4 — 1. 

При решении примеров 248—258 будем пользоваться независимостью 
криволинейного интеграла от пути, если подынтегральное выражение 
является полным дифференциалом некоторой функции в односвязной 
области О, содержащей кривую, по которой берется интеграл. Если нам 
известна функция и (х, и) такая, что аи (х, у) = P(x, уах- О (х, уау, 
то сразу можно написать: _ 

(%1, 1) (Ха, Y1) 

P(x, у) ах + Ч(х, y)dy =u(x, у) = U(X, 1) — и (Xo, Yo): 
(Xo, Yo) (Xo, Yo) 

Если же вид функции u(x, y) нам неизвестен, TO, пользуясь свойствсм 
независимости криволинейного интеграла от выбора пути из точки 
(Хо, Yo) В точку (х1, и1), лежащего в D, мы будем в качестве пути 
брать ломаную, состоящую из отрезков прямых, параллельных коорди- 
натным осям и не пересекающих границу области 2. Тогда, в силу того, 
что 4у=0 на прямой у=и и dx =O Ha прямой X = ха, Получим 

формулу: 
(х1, Y1) 

P(x, уах + 9(х, y) dy = | Pes yo) dx + ( Q(x, 4) dy. () 
(хо, Yo) Yo 

580



~ Вычислить следующие криволинейные интегралы: 
(2, 3) 

248. | = И dy + ydx Ср: 

Решение. Tax как xdy+ydx =d(xy) в любой области РО, 
содержащей точки (—1, 2) и (2, 3), то 

(2, 3) (2, 3) 

[= | d (xy) = xy =6-2 = 8. 
(—1, 2) (—1, 2) 

(3, —4) 

249. [| = | хах + y dy. 
(0, 1) 

Решение. Очевидно, xdx + ydy = > ld (x? + у”), поэтому имеем: 

=> 2 2 
[ (x +y vo by 

(1, 1) 

250. 1= | (x—y)(dx—dy). 
(1, —1) 

Решение. В силу равенства (x — и) (dx — dy) = (x — y)d(x— и = 

= > d(x — y)*, получаем: 

(x—y)? (le Г=—5 a, —1 2. 

(a, b) 

251. Г= | f(x + y) (dx + dy), где | (и) непрерывна. 
(0, 0) 

Решение. Замена переменных ха у = и приводит к интегралу 
Римана 

a+b 

= | f(u)du. 
0 

yd x dy ° 
252. [= a вдоль путей, не пересекающих оси Оу. 

(2, 1) 
| 

Решение. Здесь P(x, y) = т, Q(x, у) =—-(* #0), поэтому 

ОР 82 Г. следовательно, в Любой односвязной области, не 
ди дх x2? 
содержащей точек оси Oy, подынтегральное выражение является полным 

‘дифференциалом некоторой функции. По формуле (a) получаем: 

dx 

I= |G-J w@=—-3 
] 

253. [= ах yy вдоль путей, не проходящих через начало 
ao Very 

координат. 
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Решение. Поскольку Speed =а(У- у’), то 

——_< (6,8) 
2 2 

(Х2, Y2) 

254. [= \ ф (x) ах + ф (и) dy, где х и ф — непрерывные функции. 
(x4, Y1) 

oP 
Решение. Интеграл не зависит от пути в силу равенства у = 

‚ где Р=оФ(х), Q=v(y); поэтому можем применить фор- 

xX Ye 

T= (ак J o(y)ay. 
x4 1 

(3, 0) , 

255. [= \ (x* + 4xy°) dx + (6х2? — Бу“) dy. 
(—2, —1) 

Решение. Поскольку в плоскости Oxy выполняется равенство 
д sg (tt + 4417) = 5 (6599? — 59%), 

TO подынтегральное выражение является полным дифференциалом и мы 
можем применить формулу (a): 

3 0 

T= | (x4—4x)dx-+ | (549? — у dy = 62. 
2 1 

(1, 0) 
d =- а © [22 256. [= Е = as вдоль путей, не пересекающих прямой 

(0, —1) 

у =X. 
— — у — x решение Весь P (x, y= Gop Q(x, y) = Е, 

дР _ x+y _ x+y a = и, Or (и, И МЫ убеждаемся в том, что 

подынтегральное выражение является полным дифференциалом во вся- 
кой односвязной области, содержащей точки (0, —1), (1, 0) и не 
содержащей точек прямой y =x. С помощью формулы (a) находим: 

1 0 0 0 

= |. 
__ dx dy | | 

= a+ 1 +) И Я! ТГУ 
(2, п) 

y? y - YY y . 
257. [= \ (1— £ cos 4) dv +(sin¥ + 4 cos 4} dy вдоль путей, 

(1, т) 
не пересекающих оси Оу. 

Решение. В силу равенства 

д у? 4) = 2 (sin 4 y у. = Уи. и 2 (1— сов = 5% эп; ++ =~ Cos ~ = 72 COS — -- 33 Sin , 
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мы имеем право применить формулу (a), в которой интеграл по у 
равен нулю (так как путь интегрирования параллелен оси Ох): 

2 2 
2 

— | (1 сов) 4х = [+ язш =} | =] х, 

(a, 5) 

258. [ = | e* (cos y dx — sin y dy). 
(0, 0 

Решение. Здесь P(x, у) =e*cosy, Q(x, и) = —езшу, следова- 
ОР д 

тельно, -5/ == —e*siny, и, в силу независимости интеграла от 

выбора пути интегрирования, имеем: 

а ° b a b 

I= \ edx— | e*sinydy =e +e*cosy| =e*cosb— 1. 
0 0 0 0 

259. Доказать, что если [(и) — непрерывная функция и C— 
кусочно-гладкий контур, то 

1 = f(x? у) (xdx + ydy) =0. 
C 

Доказательство. Запишем интеграл в виде 

1 | = арену) = 991 w du. 

Рассмотрим функцию и = х* -| у’ —квадрат расстояния от точки 
(x, у), лежащей на кривой С, до начала координат. Поскольку кривая 
С — кусочно-гладкая, то функция u(x, и) непрерывна, принимает все 
промежуточные значения между числами т” = inf u(x, и), М* = 

(x, УСС 

= Sup u(x, Y и) и множеством ее значений является множество всех 
(x, и) с 
точек сегмента [m*, М*]. Если подвижная точка М (x, у) пробегает всю 
кривую С в любом направлении и возвращается в первоначальное свое 
положение, то переменная и пробегает множество всех значений сегмента 
[m*, M*], по меньшей мере, два раза в разных направлениях и обяза- 

тельно возвращается к своему исходному значению. Таким образом, 
криволинейный интеграл СВОДИТСЯ К ae интегралу OT непрерыв- 

ной функции => | Fu) на сегменте т* <u< М*, когда переменная 

пробегает весь сегмент одинаковое число раз как в одном, так и в про- 
тивоположном направлениях, в силу чего [= 0. 

Следовательно, интеграл не зависит от выбора начальной точки пути 
интегрирования и от направления движения по кривой С и равен нулю. 

В примерах 260—265 мы будем находить первообразную функцию 
2(х, y) по известному ее дифференциалу dz(x, у), пользуясь при этом 
формулами (17) и (19). 
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260. dz = (x? + 2ху — y*) dx + (x? — 2xy — у) dy. 
Решение. Применим формулу (17), взяв x, =0, и, = 0. Получим: 

x у 

гу = | Ри | (@—2t—P)a+C= 
0 0 

= у — С, 

где С — произвольная постоянная. 
—_ уах—-хау — 

261. 42 = За Oxy 39 

Решение. Здесь 

— у — 
Р (x, Y) = 38 xg DBP ’ Ц (х, и) «3x2 — Oxy Зи, 

и, по формуле (19), получаем: 
x 

= y dt __ | Хо dt 
2(х, у) = J ЗЕ — 2yt + 3y? ; 3X9 — 2хоё + ЗР + C. 

0 0 

Взяв xX, = 0, Yo == 0 — любое фиксированное, имеем: 
х х 

dt dt 
2 (х, nor | — Qyt + 3y? +C= ar —4) 48 +C = 

где С, = + рузагев ; Ve 

262. dz = “es + Qxy + 5y?) dx + (x? — Qxy + у?) dy 
3 Xx 

Решение. Применим формулу (19), считая, что x, =0, и #O— 
любое фиксированное. Приняв во внимание равенства 

P(x, y) = —— + 4, Q(x, у =, sty и, U6 ИЕ, 
получим: | 

х и 

2(x y= | (=. 4-4 В ата | сы 
, Yt a, 

== In| x-+ y|—In|y|— epee intel му | С = 

== In|x-+y|— tat Cy 

rye Ci — произвольная постоянная. 
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263. dz = e* (e4 (x — y + 2) + y) dx + e* (е' (x — y) + 1) dy. 
Решение. По формуле (19), полагая х, =0, у, =0, находим; 

x 

2(х, у) = {ада | ee) +1l)d+C= 
0 0 

= (t+ let) —ltetytet4(x—y+l)—(x + le+C= 

= (ие —1l+eyter(x—yt+1)—(«e+)Deet+co= 
= е (x—y+1)+ey+C, 

где C1 =C— | ames gn+m+l 

264. de = Sargym ЧХ + Saga 
Решение. Применив формулу (17), получим: 

dy. 

x 
gntmsl и (и) gn+m+1 y (x, t) 2(х, и) = | ОРТ дут vy dt +- ‘ Эт брт dt+C= 

__ Ontm и (x, у) ont y (x, у) Ont w(x, у) _ 

exh dy™  [у-ш Ox? дут  |х—ж Ox" дут 
Y=Yo 

Ont+™ ц (x, у) __ Ont ц (x, 9) 

_ дхпдут У=у + C= дхп дут + Cy, 

с oem a (x 9) 
re Cy = — бтдут any’ 

Y=Yo 

an+m+1 i on+tm+1 (in 4) 

265. dz = оля gyn (In 4) dx — gyal gyms dy, где г = V Py 

Решение. Применяя, как и в предыдущем примере, формулу 
(17), находим: 

ont+m+1 1 
2 (x, у) == РУ дут (in ais) dt — 

Y=Yo 

1 
am ontm (i 4) 
lina (мт \dt +0 = / — axn—l дт+? "F(x, 1] дх" +1 дут 

Yo Y=Yo 

gn+m | ontm 1 , 

— дхп+1 oym—1 (in 4) X=X,y ~~ oxa71 oym+t ( 4} + 

Y=Yo 

gn+m 1 gntm—2 (|0, | 0? 1 
+ oxn—1 дут+1 (In 4) Y=Yo С = Ox 1 дут 1 (es In т т ду? In ) y=Yo = 

gn+m ] от+т | 
— дп" дут +1 (in 4) +r С, где Cy =C— дхп+1\ дут-1 (in 4) X==Xq 

Y=Yo 

a | 0? | | 2х2 1 2, _ 
В силу равенства (In 1) 4 (in 4) = 52 + 74 abr = 

= —з | za =Q (r #0), получаем: 
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| on+tm 1 

2(х, у) — — дхп-1 дут+1 (in +} +b Ci = 

on+m on+m—1 д = aera (+ = дати (ne) += 
ontm—l1 outm— д 

= 5=тбуя ee Ly =] +O) = 3553 бя “(2 arctg = -- С: = 

ontm 
= “yr gym (arctg =) + Cj. 

266. Доказать, что для криволинейного интеграла справедлива 

оценка | P (x, y)dx+Q(x, и) dy | < LM, где L— длина дуги кривой 
С 

Си М = шах УР”(х, у) + Q(x, y). 
(ЛЕС 

Доказательство. Без ограничения общности можно считать 
кривую С гладкой (если С — кусочно-гладкая кривая, то интеграл можно 
представить в виде суммы интегралов по гладким кривым). С помощью 
формулы (13), устанавливающей связь между криволинейными интегра- 
лами 1-го и 2-го рода, можем написать равенство 

|) Po у) ах + Q(x, y) dy | =| ] (Р (x, и) cosa + О (x, y) sina) dl}, 

где a =а(М) — угол между касательной к гладкой кривой С в точке 
М и положительным направлением оси Ох. Выражение P (x, и) соз а + 
-- О (х, у) Япа можно представить в виде скалярного произведения 
векторов А (М) = {Р (х, у), Q(x, и)} и t= (с05а, sina}. Пользуясь 
неравенством 

| (P(x, у) cosa + Q(x, у) sina) | < 
С 

< | |Р(х, y)cosa + Q(x, y) sina |dl = 
C 

= | Ем, (М) |< < (мт (Ма < 

< max УР, DFE 9 | = М, 

получаем неравенство || P (x, y)dx+ Q(x, и dy| < LM, что и требо- 
С 

валось Доказать. 

dx —хау 
267. Оценить интеграл [в = ый . Доказать, что 

nt P R x? y?—R2 (x? + xy + y’)? A 

R-+-- о 

Решение. Для оценки интеграла воспользуемся неравенством, 

доказанным в предыдущей задаче. Здесь P(x, и) = бе 7 TPE? 
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Уи ИИ x 2 2 — 
Q (x, y) ~~ (x? + xy + y?)? ’ VP (x, y) + Q (x, y) (x? + xy + y?)? ° 

На ссновании оценки, полученной в задаче 266, имеем: 

VETER Ip|<2xR max 
18| < (x, yee P+ xy у) ? 

где С — окружность x? + у? = R?. 
Записав параметрические уравнения окружнссти в виде x = А созФ, 

y=Rsing (0 << 2x), получим оценку: 

тах Уи тах — + 
(x, yJEC (x? + xy + у)? (R cos 9, Rsin pec R* (1 + sin cos $)? КЗ 

] 4 

(1-- singcos¢)? (2 -- sin 2$)? 

Окончательно имеем оценку |/в| < Bi ‚ из которой следует равенство 

lim Ip — 0. 
R>+ о . 

Вычислить криволинеиные интегралы, взятые вдоль пространствен- 

ных кривых (координатная система предполагается правой). 

268. J = \ (y? — 2") dx + 2угау— x*dz, где С — кривая x =t, у = 

в силу неравенства <4, если ФЕ [0, 2*]. 

С 
—f?, z= (0<¢t< 1), пробегаемая в направлении возрастания пара- 
метра. 

Решение. С помощью формулы (13) приведем криволинейный 
интеграл к определенному. На кривой С имеем: (y* — 2”) dx + Зуг ау — 
— x? dz = (t* — в) dt + 418 dt — ЗИ dt = (36 — 28) dt (0<t<1); следо- 

1 

вательно, получаем: / = | (36 — 2t*) dt = 55 
0 . 

269. J = \ ydx -- zdy-+ хаг, где С — виток винтовой линии х = 
С 

=acost, y=asint, z=bt (0 <Е< 2x), пробегаемой в направлении 
возрастания параметра. 

Решение. Как и в предыдущем примере, криволинейный интеграл 
Приводится К ОП ределенному: 

Qn 

I = \ asintd(acost) ++ btd (asin?) -- acostd (bt) = 
0 

2m . 

— \ (—a’ sin? ¢ + аб (1-0 соз д dt = —nra* + ab((1+4sin¢é+ 
0 

+- cos 2) № = — маг. 

270. Г = \ (у— г) dx + (2 — x) dy + (x — y) dz, где С — окружность 
С 

х2-- у? -|- 22 = а, y=xtga, пробегаемая в направлении против хода 
часовой стрелки, если смотреть со стороны положительных х. 
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Решение. Окружность С лежит в плоскости y=xtga, и ее ра- 
диус равен а. Параметрические уравнения окружности можно написать 

в виде Z=asing, y=acose, О<ф< т, ге y=xtiga, ох — угол 
образованный радиусом окружности с прямой и отсчитываемый в на- 
правлении движения против часовой стрелки, если смотреть со стороны 
положительных х. В системе координат Охуг параметрические уравне- 
ния окружности имеют вид х = ас0$ а с05ф, y=—asinacosy, z=—asing, 
О <ох Qn. 

Приволя криволинейный интеграл к определенному, получаем: 
2 . 

/ 
® ~ e у" 

[= fae (cos a — sina) dp =2 V2 ка? sin (1 — a} , 
б 

в силу равенства (и — 2) ах- (г — x) dy + (x — и) dz = а? (605 «я— эта) 4$ 
на кривой С 

271. J = | у? ах + 2 dy + x? dz, где С — часть кривой Вивиани x? +- 

Ну - 22 = а?, ?+y? = ах (2> 0, a>0), пробегаемая против часо- 
вой стрелки, если смотреть с положительной части (x >a) оси Ох. 

Решение. Переходя к полярным координатам, получаем уравне- 

ния кривой Вивиани в виде р == асозф, 2 = а? — р”, —= <Ф< -5 . 

С их помощью приходим к параметрическим уравнениям этой кривой: 
у)" 

x=acos*9, y=asingcosg, z=alsing| (—F< ф < я 

Для вычисления криволинейного интеграла нам осталось привести 
его к определенному. На кривой С имеем: dx = — 2а п $ соз о а®, 
dy == a(cos*9 — $1? $) 4ф, 4г = а созФ зеп о @$ ($ #0), у’ах- гау- 
+ x? dz = a (—2 3113 ¢ cos? ф + sin?» — 2 sin* -- cos® ф sgn ¢) do (9 =Е 0). 
В силу равенства 

(—2 $118 ф cos? ф + cos® sgn 9) dp = 0, 

ко
ра

 
ro
la
 

получаем: 

т т. 
2 2 

[ = а | (sin? ф —2sin* 9) dp = 2a? | (sin? ¢ — 2 sin* 9) de = 
0 

п al! x na? 
= 20° ($2775) =. 

272. [= | (у? — 2?) dx + (2 — х?) dy + (x? — у) dz, где С — контур, 
| 

который ограничивает часть сферы х?- и? -+ 2 =1, х>0, у 0, 
z> 0, пробегаемый так, что внешняя сторона этой поверхности остается 
слева. 
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Решение. Представим интеграл по кривой С в виде суммы инте- 
гралов по кривым C;(j= 1, 2, 3), лежащим в координатных плоскостях 
(каждая кривая С; представляет собой четверть окружности радиуса 1 
с центром в начале координат). В плоскости Oxy выполняется равенство 
2 —=0 (42 = 0), в силу чего на кривой С, подынтегральное выражение 
имеет вид у? dx — х*4у. Записав параметрические уравнения четверти 

. к 
окружности в виде х = cos¢, у= зто, О«ф< 5, получим: 

к к 

“2 “2 

Г = | y? de — 2° dy = —| (sin® ¢ + cos’ 9) de = —2\ sin’ ody = —5. 
С, 0 0 

Легко видеть, что интегралы по кривым С. и С. равны каждый 

интегралу по кривой Cy, поэтому сразу можем написать: J = —* x 

xX 3= —4. 
Найти следующие криволинейные интегралы OT полных дифферен- 

циалов. 
(2, 3, —4) 

273. [= | xdx + y? dy — 2° dz. 

О x2 y 24 

Решение. В силу очевидного равенства d (5 +3 —4) = x dx + 

+ y? dy —z’ dz, получаем: 
| x2 1 2 
1=(3+5—4) 

(6, 1, 1) 

274. [= | угах + хг ау + xy dz. 
(1, 2, 3) 

Решение. Подынтегральное выражение является полным диффе- 
ренциалом функции и = xyz, в силу чего имеем: 

(6, 1, 1) 
(1, 2, 3) — 0. 

(2, 3, —4) 7 
— — 5Зт5. 

(, 1, 1) 12 

I == xyz 

(Ха, Уз, 23 
975. [= ede ydy+2de 

Veit Pre 
(X41, Yt» 21) о о о 

жена на сфере x*-++ и’ + 2* = а”, а точка (хо, Yo, 22) — на сфере x? + 
Ни г = (а>0, b>0). | 

Решение. Подынтегральное выражение является полным диффе- 

ренциалом функции u(x, у, 2) = Vx? -- ’--2, поэтому получаем: 

‚ где точка (Xj, Yj, 2.) располо- 

Г=и(х, y, 2) oe о и == b — а. 

(x2, Ye, 22) 

276. [= \ ф (x) dx $ (у) dy --Х (2) dz, где 9, $, Х — непре- 
(х1, Иа, 21) 

рывные функции. 
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Решение. []о условию подынтегральное выражение является пол- 
ным дифференциалом некоторой функции в области, содержащей точки 
(%1, И, 21) H (Xe, Ye, 25), поэтому интеграл не зависит от выбора пути 
интегрирования (легко также убедиться, что выполнены условия (16), 
необходимые и достаточные, чтобы выражение о (х) ах + $ (и) dy + 
+ Х (2) dz было полным дифференциалом). Выбирая путь из точки (ха, Y1, 21) 
в точку (хо, Yo, 25) в виде ломаной, звенья которой параллельны осям 
координат, получаем: 

X2 Y2 22 

T= \o(x)de+\ ody + | X(2 ae 
x1 у1 21 

в силу того, что на пути из точки (x4, Yi, 21) в точку (х2, Ш, 2;) 
имеем хх < х<х», dy = dz =0; на пути из точки (х, Y,, 2,) в точку 
(хз, Yo, 21) имеем у; < у< Yo, AX = dz = 0; на пути из точки (хо, Yo, г) 
в точку (Xe, Yo, 22) имеем 2; << Z2< 2, ах = dy = 0. 

(X2, Уз, 22) 

277. l= \ f(x +y +2) (ах ау- dz), где {— непрерывная 
(ха, Ys, 21) 

функция. 
Решение. Криволинейный интеграл легко свести к определенному 

с помощью замены х + и 2 =, в результате которой получаем: 

XetYe-+2e 

r= | fide. 
Xytyit21 

(Xe, Yo, 22) | 

278. I= | РУТА) и + y dy 240), где [— ие 
(х1, Ys, 21) 

прерывная функция. 
Решение. Записывая интеграл в виде 

(Xe, Уз, 2) 

= | МИРЕ учр 
(х1, Из, 21) 

и полагая x? -| у? + г? =, получаем интеграл Римана 

Уха и: 2: 
[= \ t f(t) dt. 

Vx? и: 2: 

Найти первообразную функцию w(x, у, 2), если: 
279. dw = (х* — 2yz) dx + (y® — 2xz) dy + (2 — 2xy) dz. 
Решение. Записав dw в виде 

р 

4 =. — 24 (xyz) = (= fete — 2x2) 
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получим: w(x, y, 2) = 4 +y*> + 2) — 2хуг | С, где С — произ- 

вольная постоянная. 

280. dw = ( 1 у) Ах [= 5 — *Y dz, 0 3 | += + oe) ay == 42 

Решение. Выражение dw является ` полным дифференциалом 
в любой области, не содержащей начала координат и точек плоскос- 
тей Oxy, Охг. С помощью формулы (18) получаем: 

x z 

w (x, y=) (1—1 нач A)dt— | Час, 

Где (ху, Yor 2) — некоторая фиксированная точка, С = const. Интегри- 

‚ находим: w (x, y, 2) =х| 1—1 и) — (1 1 о ху 
руя . % Ys 2) ( Yo т Zo *0 Yo т 20 т 20 

_х 
у 

чим: W(X, И, 2) = x —^. -- = +C,, где С, — произвольная постоянная. 

— (Ри 2) ах- ху— а) ау- (x+y+2) dz 281. dw = Lyk ET Oey 

Решение. Применяя формулу (18), имеем яв Хо= Yo = 0, 
20 52 0): 

Xx x x Xe 

+ ит 2 2 - С. Взяв, например, ху = Yo = 2% = 1, полу- 

х 

д яз! _ 
W (x, у, яз а, \ et dees 

= hme +a’ О in( FO Ha + 2h Y 

—arctg | “+ arctg —— 5 In (2? + (x+y)?) j +C ral. + 
=InV(xtyP+2et+ =. + Cy, 

где Cy — произвольная постоянная. 
282. Найти работу, производимую силой тяжести, когда материаль- 

ная точка массы гп перемещается из положения (X1, Yi, 21) в положе- 
ние (Xo, Yo, 22) (ось Oz направлена вертикально вверх). 

Решение. Сила тяжести есть вектор-функция 

= (P(x, у, 2), Q(x, у, 2), R(x, у, 2)} = {0, 0, —mg}, 
где с — ускорение свободного падения, а выражение P dx + Qdy-+ 
+Rdz=—mgdz является полным дифференциалом функции и = 
= — Шо г; поэтому работа силы Ё по перемещению материальной точки 
из положения (X1, и1, 21) в положение (хо, Yo, 25) не зависит OT формы 
траектории и равна величине 

(Х2, Ye, 22) 

A= (| Pdx+Qdy+Rdz=u(X», yo, 5) — и (My Yr а) = 
(хи, У1, 21) 

= — Mg (2, — 2). 
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283. Найти работу упругой силы, направленной к началу коорди- 
нат, величина которой пропорциональна удалению материальной точки 
от начала координат, если эта точка описывает в направлении, проти- 
Воположном ходу часовой стрелки, положительную четверть эллипса 

у? 
а? B+ = 1. 

Решение. Пусть М (x, у) — произвольная тсчка, лежащая на кри- 

вой С — четверти эллипса, а г = V x? + у? — расстояние от этой точки 
до начала координат. Тогда упругая сила F, направленная из точки М 
в начало координат, имеет вид: F(x, и) =тге (М, 0), где 1 — неко- 
торая постоянная, е(М, О) — единичный вектор, направленный из 
точки М в начало координат. Записывая вектор е (М, О) в виде 

е(М, 0) = —- ‚ где г — радиус-вектор точки М, получаем: F(x, у) = 

== — 1“ = — 1х, y}, Поскольку r= {x, gy}. 
Значение работы найдем, вычислив интеграл 

Ат | ху = | 4) 
Как и в предыдущей задаче, работа А не зависит от формы траекто- 

рии точки и равна разности значений силовой функции и = — (x? + 

+ у?) в точках (0, 6) и (a, 0): A= —-+ (0 —a’). 
e ~ k 

284. Найти работу силы тяготения | | = =, rae г =У +y? +2) 

действующей на единичную массу, когда последняя перемещается из 
точки М; (x1, Ш, 21) в точку М. (хо, у, 25). 

Решение. Сила тяготения F является центральной силой, поскольку 
ее линия действия проходит через начало координат, поэтому можем 

кг ©, М) _ __ Г (О,М) _ 

r rs ее представить в виде F = fe (М, О) = 

x y 2 — = —k\x , =} где М (x, y, Ш произвольная точка, г (0, М) = 

= {x, у, 2} —_радиус-вектор этой точки. Значение работы А получим 
с помощью интеграла, взятого вдоль любой кривой, соединяющей точки 
M, и М.: 

М 2 =#(1—1), 

М! rg Г1 
М: М! 

где r,=Vet+y+2 (1=1,2) (и в этом случае, как и в двух пре- 
дыдущих, работа не зависит от формы траектории). 

$ 10. Формула Грина 

1°. Связь криволинейного интеграла с двойным. 
Пусть р — конечная, вообще говоря, многосвязная область на плос- 

кости Oxy с кусочно-гладкой границей L, а О — область с присоеди- 
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ненной границей Г, и пусть функции P(x, у) и Q(x, и) непрерывны 

в D и имеют непрерывные частные производные „первого порядка в О. 
Если существуют несобственные интегралы по области D от каждой 
из частных производных функций P(x, и) и.О (х, и), то справедливо 
соотношение: 

90 _ oP _ |5 у) arly =D Pde + Ody, (1) 

называемое формулой Грина. Стоящий справа в этой формуле интег- 
рал представляет собой сумму интегралов по связным компонентам 
границы L, на которых указано такое направление обхода, при кото- 
ром область D остается слева. 

2. Вычисление площади с помощью формулы Гри- 
на. Численное значение S площади плоской квадрируемой фигуры, 
ограниченной простым кусочно-гладким контуром С, определяется по 
формуле: 

— — — 1 — $=Ффхау = фах -фхау у dx. (2) 

C С С 

Применяя формулу Грина, вычислить следующие криволинейные 
интегралы: | 

285. [ == ф ху? dy — x*y dx, где С — окружность x? + у? = а?. 
С 

Решение. Обозначив через О замкнутую область х?- у? < а}, 
с помощью формулы Грина получим: 

[ = || (2 (ху?) + 2 (гу) dx dy = || (x° + 7) dx dy. 
D D 

Переходя К полярным координатам, находим: 

2 
‘ 4 

[= аа = + 
0 

2 2 

286. 1 = Gee yde— ии где С — эллипс Sthe=l. 

Решение. Здесь P=x+y, Q=—(*— 9g), 5—9. = —2, по- 

этому, применив формулу Грина, получим: 

Г= —2 \{ dx dy = —2zab, 
xe y? 

tie <1 

поскольку интеграл дает значение площади эллипса, равное каб. 

287. Г = ф e* ((1 — cos y) dx — (у — sin y) dy), где С — пробегаемый 
С 

в положительном направлении контур, ограничивающий область 0 < 
< х<т, O<y<sinx. 
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Решение. По формуле Грина имеем: 

д . д 
[= \\ [2 (e* (sin y — y)) — ди (2” (1 —cos y))} dx dy = 

Ocy csine 
п sinx 

= — || ye dxdy = — © dx | pay [чека = 
O<x<r 0 0 
O<y<sinx 

may —t\ea — cos 2x) dx = —tle (1 —= | (cos 2x + 2sin2x)})|" = 

0 
1 

= — = (“— 1. 

288. 1= Фф ent (cos 2хуах + sift 2ху dy). 
ху? =? 

Решение. В силу равенств 

Р = e—'+¥") cos Qxy, Q = e7?+9") sin 2ху, 

a = Qe—'+4") (y cos 2xy — x sin 2xy), 

aP iy? 09 _ ОР ay = 2119 (у со52ху — x sin 2xy), ыы — ay > 0, 

с помощью формулы Грина получаем: J = 0, 
289. На сколько отличаются друг от друга криволинейные инте- 

гралы 

= (ах — (ха, Бе | (x + ах — («— 92, 
AmB AnB 

где AmB — отрезок прямой, соединяющий точки A(I, 1) и B(2, 6), 
и АпВ — дуга параболы с вертикальной осью, проходящая через те же 
точки A и Ви начало координат? 

Решение. Уравнение параболы, проходящей через начало коог- 
динат и точки A, В, имеет вид и = 2х? —х, а разность интегралов 
Г. — Г. является криволинейным интегралом по замкнутому контуру 
AnBmA, пробегаемому в положительном направлении; поэтому можем 
применить формулу Грина, с помощью которой получим: 

ь— п = ф (x + у)’ dx — (x —y)* dy = 
AnBmA 

0 д 
№ Сноу 

dedy = 
1<х<2 

Qx'—x<y<5x—4 
5х—4 

=—4 || саду =—4( eae J y= 4) и ay 
1<х<2 

2 —х<у<5х—4 

— 253) dx = (2х4 + 8x? — 843) | = —2, 
откуда [1 — №5 = 2. 
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290. Вычислить криволинейный интеграл 

== | (e* sin y — my) ах +- (e* cos y — т) dy, 
Ато 

где AmO — верхняя полуокружность х? -|- у? = ах, пробегаемая от точки 
АД (а, 0) до точки О (0, 0). 

Решение. На сегменте [0, а] подынтегральное выражение равно 
нулю, поэтому интеграл по кривой АтО равен интегралу по замкну- 
тому контуру AmOA, состоящему из кривой АтО и сегмента [0, a], 
и мы можем, применив формулу Грина, написать: 

[= | (e* sin y — my) dx + (e* cosy — т) dy = 
AmOA 

= (2 cos y — т) — 2 (ету — ту) } de dy = 
0<x<a 

O<y<V ax—x? 

mra? 
= m\\ ау = в, 

О<х<а 

0<y<Vax—x? 

так как` интеграл (| dx dy равен половине величины площади круга 
0<x<a 

0<y<Vax—x? 
| а 

радиуса 5. 

291. Вычислить криволинейный интеграл 

[= | (фе — тах + (9" (y) e —m) dy, 

где 9 (и) и $’ (у) — непрерывные функции, AmB — произвольный путь, 
соединяющий точки А (х1, и!) и В(хо, Yo), но ограничивающий вместе 
с отрезком АВ фигуру AmBA, площадь которой равна данной вели- 
чине 5. 

Решение. Интеграл по кривой АтВ представим в виде суммы 
интегралов по замкнутому контуру АтВА и по отрезку АВ: 

I= > ( (y) eX — my) dx + (9" (y) e& — m) dy + 

+ \ (¢ (и e* — my) dx + (¢" (y) &% —m) dy. 

Обозначим через D замкнутую область, площадь которой S. Интеграл 
по замкнутому контуру вычислим с помощью формулы Грина: 

ф фе-пух+ефе-та- 
AmBA 
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~# 5 пет — 2 (gy) et —my)} dx dy = 
-- tm ( dedy = +mS 

D 

(знак «--» соответствует обходу контура в положительном направле- 
нии, а знак «—» — обходу контура в направлении, противоположном 
положительному). 

Теперь вычислим криволинейный интеграл 

a= | (ly)et—my) de фе —m) dy, 
A 

приведя его к определенному. Отрезок АВ лежит на прямой у = и, + 

+ — (x —x,), в силу чего получим: 

ff ети И м) + (ey) ef —m) BM dy = 

~ (ores fre tice „ах — п и. (х— х1) + 

ев) ace eli—| ¢ Weak их 

+ |+ (y) & 2—4 dx = ms (a — x4) + gt = ( (x—x,)? |" + 
Хо — Xy 

+ Y2— —y,] = © (Yo) ее — @ (yy) е*: — ту, (хо — X41) — mM (Y2 — и) — 

— > (уз — Y1) (ха — х1) = (у) е* — $ (1) e* — 

—т (Y2— у) — 5 (X2 — х,) (ул + у»). 

Окончательно имеем: 

[= +mS + 9 (уз) е* — $ (ys) & — т (Y2— 91) — > (X2— %1) (и + 4). 

292. Определить две дважды непрерывно дифференцируемые функ- 
ции P(x, у) и Q(x, и) так, чтобы криволинейный интеграл 

= ФР а, у+ ах + 9 (Е, y +8)dy 
С 

для любого замкнутого контура С не зависел от постоянных a H В. 
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Решение. Если функции P(x, у) иО (х, y) удовлетворяют постав- 
ленному условию, то должно выполняться равенство 

Рио, утаить y +8) dy = 
С 

=P) P(x, y)dx+ Q(x, аи 
С 

для любого замкнутого контура С, в силу чего имеем: 

I, =) Pdx+ Qdy =0, 
6 

где Р=Р(х-а, y+ В) —Р(х, у), Q=Q(x+a, y+8)—Q(x, 95). 
Для того чтобы криволинейный интеграл /, по любому замкнутому 

контуру был равен нулю, необходимо и достаточно, чтобы в области, 
ограниченной этим контуром, и на самом контуре выполнялось равен- 

ство 0 — =# (которое следует из формулы Грина фра + Qdy = 

=\\ (a — 5) aay), 
Обозначив x+a=& y+ 6 =, получим написанное условие 

в виде 
04 (6 1) _ 09 (х и) _ОР® 9) OP (x, и) 

0 дх On ду ° 

откуда 
09 (6, ) ОР 2) _ 09% 9 OP (% y) 

— 

0 On Ox ду 

Левая часть полученного равенства не зависит от Ё и 7», поскольку 
правая его часть зависит только OT х и у, следовательно, можем 

. 09 OP _ 99 _9Р _ _ 90 
написать: 5—5, = ay — By =o где С =const. Из условия 5: — 

5 = = С получаем равенство -. °. (© (x, и —Cx) = 2 gh у), справед- 

ливое лишь в том случае, когда Q(x, и — и — ou = Gu (% Y) +  (y), 

P(x, yy = 4 9 (9, где и(х, У), $), д asa непре- 
рывно  ифференцируемые функции. Окончательно находим: Р = cu 4 

+o(%), Q=Cx+F + $(y). 
293. Какому условию должна удовлетворять дифференцируемая (py HK- 

ция F(x, и), чтобы криволинейный интеграл | 

| F(x, y)(ydx + xdy) 
AmB 

не зависел от вида пути интегрирования? 
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Решение. Из условия 

| F(x, wy dx + xdy) = | Е (x, y)(ydx + xdy), 
nB AmB 

где AnB — любой путь из точки A в точку В, не совпадающий с кри- 
вой AmB, получаем равенство 

ф F(x, Иа + xdy) =0, 
AmBnA 

для выполнения которого необходимо и достаточно, чтобы подынте- 
гральное выражение было полным дифференциалом некоторой функции, 
т. е. чтобы в области, ограниченной контуром AmBnA, и на самом 
контуре было справедливо равенство 

д д 5g (*F (% 9) = 5 (YF (& у) 
При выполнении этого равенства по формуле Грина получим: 

ф F(x, y)(y dx + x dy) = 
AmBnA 

= || бое UFOs w} drdy =o. 
xdy—y dx 

294. Выч те [= ф Вычислить интеграл ети 
С 

ходящий через начало координат замкнутый контур, пробегаемый в поло- 
жительном направлении. 

Решение. Переходя к полярным координатам р и $, находим: 

xdy—ydx  pcos¢(singdp-+ pcos 9 dy) — p sin » (cos ф ар — p sin ¢ dg) d 
2 2 — 9 = Q. 

ж y р 

Если контур С окружает начало координат, то при полном его 
обходе в Положительном направлении угол © получит приращение, 

Pot2x 

равное 2x: [= | do = 2, где $. — полярный угол точки на кон- 

‚ где С — простой, не про- 

Фо 

туре С, соответствующей началу обхода. 
Если начало координат лежит вне контура С, то, по формуле Грина, 

д x д у = 

r= \\(2 (я) (ей) dx dy = 
D 

_ у? — x2-++ x? — у? —__ 

Обращаем внимание читателя на то, что в первом случае восполь- 
зоваться формулой Грина нельзя, поскольку в точке (0, 0) функции 

x 

и“ Fry 
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295. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой (=) 4. 

n n—1 n—1 

+(4) = (=) + (4) (a>0, 6>0, п >0) и осями координат. 
2 2 

Решение. Полагая x =apcos" 9, y=bpsin® ф, 0<9 <3, no 

лучаем уравнение заданной кривой в полярных координатах, используя 
которое, находим ее параметрические уравнения в виде: 

2 2 
2 2 2 + 72 n п a cos eosin’ Ф-- sin? 9 cos 5) 

x =alcost¢ + cos’ яп ” ‚= 2 ’ 

sin ” 

( 2 2 
2 2 о .. * 2 n — 2—— b\cos* фзш ^ Ф-Е $112 фФ cos .) 

y = b(sin®e-+ чп” 9 cos те] = 5 -. 

cos ” © 

Из равенства -^ = 2. ier O<0o<-—, получаем: а (4) — 22 x 
р ха Pr VS? 2? y | Хх) па 

д | аб [3 
х—- т do, Та уа = 41) = [ит pcos По-- 

— +1 x n 

cos 7 © 
2 2 

+ 2sing cose + sin п @cos™ ‘| doa, 0<o< 5. 
В силу равенства 

3—2. 
gsin "од, 

к 

3 - 24 
| зп” < COS я ode = \ со" 

0 

применив формулу (2) и заменив криволинейный интеграл определен- 
ным, получим: 

п т 

2 

Qab BT со" s = 20 || sing cos de + | sin” Ф COS n ¢ dp) = 

0 0 

гв.) (1+0-1) ==). 
п 

296. Вычислить площадь фигуры, ограниченной петлей кривой 
21-1 21-1 п п 

(=| +(4] =c(=} (4) (a>0, 56>0, c>0, п>0). 
а 

Решение. Переходя к обобщенным полярным координатам по фор- 
2 2 

— 92 (sin? = я ф 

мулам x =apcos**tl, y = bp $12" ф, находим уравнение кривой в виде 
2n 2n 

р = ccos**t!o 52" ©, из которого заключаем, что. при изменении $ 
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п 

от 0 до 5 кривая выходит из начала координат и возвращается в него, 

т. е. описывает петлю. Используя полученное уравнение, напишем 
параметрические уравнения заданной кривой в виде: 

2n-+2 2n 

х = ас cos*"t! ф $12"! 9, 
2n 2n-+2 

у = be cos**+! » sin?" o, O<9<z. 

Дальше действуем по той же схеме, что и при решении предыду- 

щего примера: 2 = ен, 0<o< 5 , 4+ = т i) x 
2 

= te 5 (x dy — y dx) = > xd (4) = x — 5—1 cos ¢ sing dg, 

O0<9< 5 

3 
S= р | cos ф sing dp = coer г. 

0 

297. Эпициклоидой называется кривая, описываемая точкой подвиж- 
ной окружности радиуса г, катящейся без скольжения по неподвиж- 

ной окружности радиуса R и остаю- 
щейся вне нее. Найти площадь фигу- 
ры, ограниченной эпициклоидой, счи- 

R 
тая что отношение -7 = й —Ццелое число 

(n> 1). Разобрать частный случай, 
когда г = R (кордиоида). 

Решение. Выведем параметри- 
ческие уравнения эпициклоиды. Возь- 
мем начало координат в центре О не- 
подвижного круга, а ось Ох проведем 

Рис. 17 через точку М касания неподвижной 
и подвижной окружностей, когда пос- 

ледняя находится в состоянии покоя. Пусть М’ — положение точки М, 
когда подвижный круг, повернувшись на угол ¢, занял новое положение 
(рис. 17). Обозначая через a угол между отрезком ОО’ и осью Ох, легко 
находим координаты точки М’ (x, и): 

x= (В+ rcosa + rsin(t—(%—a)] = r((n + 1) cosa —cos (Ё + а), 

y =(R +r)sina—reos(t ~(%—a)} =r((n+ 1)sina—sin(f - о)). 

Поскольку подвижная окружность катится без скольжения, то дуги 
MN и ММ’ имеют одинаковую длину: Ra=rt, откуда находим 
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a= a . Таким образом, параметрические уравнения эпициклоиды имеют 

ВИД: 

r=r((nt 1) cos + —cos +1 1), y=r((n+ 1) sin £ —sin 2412), 
п 

Точка М’ опишет замкнутую кривую при возрастании угла a от 0 
до 2x, откуда находим пределы изменения параметра tf: O<t < 2nn. 
Дифференцируя х и у, получаем: 

dx — ir rot in aot sin — 1] at, 

dy = HOD (eos 4 — cos ore t) at, 

mint Dea — cos А) dt, после чего находим: x dy — ydx = 

Quint 

| S=z)xdy—yde = carers \ (1 — с0$ #) dt = 
0 

= tr? (и - 1)(n+ 2). 

При R=r имеем: п =1, $ = бт". 
298. Гипоциклоидой называется кривая, описываемая точкой под- 

вижной окружности радиуса г, катящейся без скольжения по непо- 
движной окружности радиуса R и остающейся внутри нее. Найти пло- 

. R 
щЩадь, ограниченную гипоциклоидои, считая, что отношение = п — 

. . R 
целое число (п> 2). Разобрать частный случай, когда г = —- (аст- 

роида). 
Решение. В рассматриваемом случае подвижная окружность пово- 

рачивается по ходу движения часовой стрелки, а параметрические урав- 
нения гипоциклоиды имеют вид (читателю полезно убедиться в этом 
самостоятельно): 

n— | t), y=r(—(n—1)sin 4 пе! }. 
Значения параметра # убывают от 0 до —2*и, когда подвижная точка 
описывает замкнутую кривую. В силу равенства xdy—ydx = 
__ (п — 1 (п 

— n 

x=r((n—1) cos 4 + cos 

2) (cos ¢ — 1) dt, получаем: 
— 2th 

\ (cost — 1) dt = ar? (n — 1) (n — 2). 
0 

r?(n — 1) (n—2) 
2n 

S = 

При n= 4 имеем: $ = 6nr’, 
299. Вычислить площадь части цилиндрической поверхности x? -- 

-+ у? = ах, вырезанной поверхностью x? -+ у? + 2? = a”. 
Решение. Рассмотрим четвертую часть поверхности, площадь 

которой требуется вычислить (рис. 18), и выделим элемент AS поверх- 

601



ности, ограниченный дугами dl, dl, и отрезками 2,, 25. Площадь dS 
этого элемента приближенно равна выражению 2(М) 4, где z= 
= Va?—ax, dl =ade, откуда получаем равенство 

Tt Tt 

2 2 

$=4|2(м) а = 4а | ИЯ —a? cos*¢ dp = 4? | sing de = 4a" 
L 0 0 

[мы воспользовались параметрическими уравнениями кривой L: x = 

= acos*9, y=asingcos¢, 0<9<5}, 

| фич ух 
On 

Cc 

300. Вычислить / = ‚ если Х = ах - by, У =сх- ХУ? 

+ 4уи простой замкнутый контур С 
окружает начало координат (ad — 
— 66 #0). 

Решение. Заданное линейное 
преобразование координат, якобиан 

| 
rd he? ОТображает 

область в плоскости (x, у), ограни- 
ченную контуром С, в некоторую об- 
ласть плоскости (Х, У), ограничен- 
ную контуром C,, причем точки KOH- 
тура С переходят в точки контура С, 

Рис. 18 и начало координат переходит в на- 
чало координат. Если аа — bc > 0, 

то положительному обходу контура С соответствует положительный 
обход контура Cy; если а4 — 6с < 0, то положительному обходу кон- 
тура С соответствует отрицательный обход контура C,. В силу всего 
сказанного, имеем: 

которого равен 

1 С xX ay —уах офи. 
1 

Рассмотрим в плоскости (Х, У) круг радиуса = > 0 с центром 
в начале координат и обозначим через С, его границу. Рассмотрим 
также двусвязную область О., ограниченную кривыми С; и С», гра- 
ницу которой обозначим буквой Г. По формуле Грина имеем: 

Х dY —Y dx д XxX д у 

| X?-+. у? — J \ ex (era) + (eet) ax ay =0. 

Г D+Ir 

Проведем разрез L в замкнутой области D+ Г, как показано на 
рис. 19. Стрелки показывают положительное направление обхода (при 
положительном обходе область D остается слева). При полном обходе 
границы замкнутой области О -- Г с разрезом L обход последнего со- 
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вершается дважды в противоположных направлениях, в силу чего полу- 

чаем равенство 0 = \ = 6+ ‚ откуда находим: ф — $. 
A С: С. 

Г С, Co 

Таким образом, можем написать равенство 
1 Хау — тах 

f= x Хау? ° 

Параметрические уравнения контура имеют вид 

X=eccos¢, Y=esing (0<9 < 2%). 

Приведя криволинейный интеграл к определенному, получим: 

Qn 

[= £2 | = + 1 = sgn (ad — 55). 
0 

301. Вычислить интеграл Г (см. предыдущую 
задачу), если Х =o(x, и, Y=v(x,*y) и про- 
стой контур С окружает начало координат, причем 
кривые ф (x, y) =Оиф(х, у) =O имеют несколько 
простых точек пересечения внутри контура С. 

Решение. Из условия примера следует, что 
в окрестности каждой точки (х;, у;), в которой 
пересекаются кривые g(x, у) =0 и v(x, у) = 
= 0, выполнены условия теоремы Остроградского о неявной функции 

ф OF 

дх ду (9 (хь и) =0, ф(х,, у) =O и ранг матрицы Якоби av 9% | Равен 2). 

дх ду 

Окружим каждую точку (x;, и;), в которой выполняются равенства. 
Ф(х, и) =0, Ф(хь И) =0, замкнутым контуром С;. Тогда можем на- 

писать (по аналогии с решением предыдущего примера): ф = ») ф. 
С t Ci 

Cy 

Рис. 19 

В силу непрерывности частных производных функций (x, и) 
и ф(х, и) (это предположение вытекает из условия примера), якобиан 
D (9, $) О ($, $ 

сохраняет знак числа ——— 

Dx, и “OXP Dx, y)|*=*; 
У—=У; 

(x;, и). Можем считать, что контур С; принадлежит этой окрестности. 
Отображение Х = (х, и), У =%(х, y) переводит область, ограничен- 
ную контуром C;, и сам контур в некоторую область в плоскости пе- 
ременных Хи У, ограниченную контуром С; и содержащую начало 
координат, причем положительному обходу контура С; соответствует 

в некоторой окрестности точки 

положительный обход контура C;, если и >0, и отрицатель- 

и 
. D (9, $) ный обход контура C;, если т [жк <0 

У=У 
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Таким образом, используя результат решения предыдущего примера, 
можем написать: 

3 xa vex — В, $) 
д) ХУ SEND (ey) |= 

С: y=); 

_ р (+, Y) Г = № sen Die y) 
X=%X} ° 

У=У; [а 

302. Показать, что если С — замкнутый контур и е — произвольное 
oN 

направление, TO $ cos (€,n)di=0O, где п — внешняя нормаль к кон- 
С 

туру С. 

Решение. Пусть е — произвольное направление, е = {с0$ 4%, 

cos By} (У cos?a, + cos? 8, = 1). Так как е и п — единичные векторы, TO 
oN 

можем написать равенство COs (е, п) = (е, п), где (е, п) — скалярное 
произведение векторов е и п. 

Рассмотрим единичный касательный вектор + на кривой С в точке 
М (x, и) и вектор единичной нормали п: t = {с03а, с0$В}, m = {cosa’, 
cos В”}, где а, В и a’, В’— углы, образуемые векторами * и п COOT- 
ветственно с положительными направлениями осей Ox, Оу. Подыйте- 

oN 

гральное выражение принимает вид: cos (е, п) dl = (cos a9Cos a’ +-cos By Ж 

Х cos В’) dl. 
Поскольку обход контура С совершается в положительном направ- 

лении, то в каждой его точке М (x, у) выполняются равенства a’ = 
п п , > т 

=A— 5, B=a—-s, В =В—5 =а— т, поэтому подынтегральное 

oN 

выражение можем преобразовать к виду: соз(е, п) dl = (cos ау COS (a — 

— = + cos By cos (a — :) dl= (cos ау sina — cos Ву cos a) di = — cosBydx-+- 

+ cosa,dy (так как dicosa = dx, dlsina = dy). Подставляя в интеграл 
полученное выражение и применяя формулу Грина, находим: 

ф COs (e, п) dl = $ — с0$ By dx + cos ay dy = 

д д 
= \ (2 COS a) ++ ди COS в) dxdy = 0. 

D 

803. Найти значение интеграла 

I = (xc0s (п, 1) + y cos (п, f)) dl 
С 

где С — простая замкнутая кривая, ограничивающая конечную область D, 
и п — внешняя нормаль к ней (1, /]— орты осей). 
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Решение. Используя преобразования, применявшиеся при решении 
предыдущего примера, находим: 

[= D — ydx +xdy=2- 4. xdy — yds = 95, 
С С 

rue $ численное значение площади замкнутой области D + С. 

d(D)-0 

ниченной контуром С, окружающим точку (Xo, Yo), d(D)— диаметр 
области D, п — единичный вектор внешней нормали контура Си F = 
—{х, У} — вектор, непрерывно дифференцируемый в D+ С.- 

Решение. Ilo аналогии с решением двух предыдущих примеров 
напишем равенство 

ф(Е, пи =ф— Уах + Хау, 
С С 

304. Найти lim LO, п) dl, где $ — площадь области О, огра- 

С 

а затем применим формулу Грина: 

физ Xdy = \\ | +7 as dy. 

При стягивании контура С в точку (Xp, Yo), в силу непрерывности 

функции ox + apt ‚ по теореме о среднем имеем: 

: . | _ 9 

lim OOF, п) di = lim 4\\(¥ +2) ac dy aie o Ho) | 

С 
S 4(р)-0 а(р)-0 DB 

OY (Xo Yo) 
++ бу 

$ 14. Физические приложения криволинейных интегралов 

305. С какой силой притягивает масса Му, равномерно распределен- 
ная по верхней полуокружности x? -{ у? = а*, у> 0, материальную 
точку массы т, занимающую положение 
(0, 0)? У] п 

Решение. Выделив элемент дуги окруж- 
ности длиной dl (рис. 20), получим при- 
ближенное значение силы dF, с которой 
масса, распределенная по этой дуге, дей- 
ствует на материальную точку массы ш:; = 

о (М) dl 
dF = im ‚ ГДе ву — плотность веще- 

ства дуги, ий (М) — вектор единичной нор- 
мали к дуге в произвольной ее точке М, у — гравитационная постоянная. 

x . 
В точке М (x, у) имеем равенство п (М) |= ‚ у ‚ поэтому можем на- 

, Yuqmadl 
писать: dF = {x, y}.



Суммируя по всем элементам dl, находим искомую силу: 

F = Wat; | эм | yl), 
C 

где C—pepxHaa полуокружность x?-+ и? =a’, у> 0. Записав пара- 
метрические уравнения этой полуокружности в виде х =асо0$%, у = 
=asing, О < 9 < пи приняв во внимание равенство di = adg, получим! 

Е = oe (i cos ¢dy + J | sin ede) = вот = “ion 7. 

306. Вычислить логарифмический потенциал простого слоя u(x, и) = 

= $ х ш- — | dl, где х = сопз{ — плотность, r= V (E—x)?+ (п — 

и Контур с является окружностью £2. -+ 1? = В*. 
Решение. Перейдем к новой системе координат Ол’, выбрав 

последнюю так, чтобы ее начало совпадало с началом координат сис- 
темы ОЁл и чтобы точка М (x, и) находилась на оси О. Тогда полу- 
чим: 

u(x, и) = ил (, 0) =Dxint dl’, 
С’ 

где С’— окружность (E')2 + (1)? = А?, г’ =V EE — py? (1, р= 
=УИе-и. Написав параметрические уравнения окружности С” в виде 
=” — Reose, 1’ = Rsing, 0 << 2т, находим (принимая во внимание 
равенство dl’ = Rdg): 

u(x, и -—* | ш (В* — 2Юрсозо + р?) 4 = —2xRx In К — 
‹ 

— Re \ in(1— 229088 а 
0 

Обозначив & = a, вычислим интеграл 
R 

2* 

Г(а) = | ш (1 — 2а созф + a”) do. 
0 

Дифференцируя по параметру «, получаем: 

2 2" , — (a — cos $) dy =1\| 222 — (z+2) 1 (a) =2| еее, a ива. 

где 2 = ве, г = ae, 
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Если а < 1, то имеем: 

2 Qa 

Ро еее. tee. 
0 0 

+2424 и +...щ=—2\ (а cos¢ + а* cos 29 + 
0 

+++. ta"cosno+---)dg =0 

(почленное интегрирование ряда законно, поскольку он сходится равно- 
мерно). Далее, получаем: (a) =C, С = Г (0) = 0, в силу чего имеем: 

u(x, у = —2*Кх ШВ = 2=Кх Ш- ‚ если p< К. Если р > №, Toa >1 

и мы получим: 

Qn Qn 

9+ (a тт Е... + 
0 

I (a) =4nIna+C, С= (В = 0, 1 (а) = 4= ша, 
u(x, y) = —2=Кх А — 2=Кя шт = —2=Кя In p = eRe In—. 

307. Вычислить в полярных координатах р и ф 
логарифмические потенциалы простого слоя (1) 

2" 2" 

1 . l 
= | cos my In—dp uly = | sinmg In — dy, 

0 0 

где г — расстояние между точкой (р, Ф) и пере- 
менной точкой (1, $), а т — натуральное число. 

Решение. Вычислим расстояние между точ- 
ками (р, $) и (1, $) (рис. 21). Применив теорему Рис. 21 

косинусов, получим г = 1 — 26 с0$ (ф — $)  р?. 
Умножая /› на мнимую единицу Г и складывая полученный результат 
с /[1, находим: 

2к 

if =| imy — 

И СВ 

— [ее In (1 — 2p cos (ф — $) + р") dy. 
0 
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Дифференцируя по параметру р под знаком интеграла, получаем 
равенство: 

QT 

Oli , ; Ol, ss ( (р- с0$(ф— 9))е"*  _ 
vi -—|\ pee aoe dp = 

2k . 

| г 2 
= — imyp 

2p у (+745) 4. 
0 

где 2 = ре, 2 = ре-#-—9.. 
Пусть р< 1. В этом случае находим: 

that Veneta И... 42+ 

И...) 4. 

Полученный ряд можно почленно интегрировать. При k == т имеем: 
2% 

| eimy (2* 4. 2) dy = p и (ef (m+) $—в9) 4. gi тю 4-49) dy = 

2 ) =o. 
0 

ь (ef (mth) в 2n рё ((m—k) $$) 

и (т ЕР) | i (m — 1) 

Бсли Ё = т, то 

2" 2 

| ет (2 +. 2) dy = р” | (ef Cm P—m 9) + etm) dip = 2кртет®; 
0 

И окончательно имеем. 

= Tpm—loim ¢ Tj +il, = — pte’? + Ci + iCe, 

I, == 9” cos my -+ Cj, I, = — p™ sin mg + C3. 

При р =0 имеем Г; =0, J, =0, следовательно, С; = С. = 0, 

к ® шт. 
I, = = p™ cos mg, I, = — p™ sin mg. 

Пусть р > 1, тогда получим: 



I, + il, лета | ИЕ +C,+ iC, = 

_ т ие Cy ti (= nme + Ca), 
m 

п cos т 
П = — ы 

sin то 
т р" 

и 

9 2 = т. om ’ 

так как С. =C,=0. 
При р =1, в силу непрерывности функций Л (0) и /5(6р), имеем: 

| п COS Mp к sin my 

i or ar oe 
Окончательно находим: 

у! и . 

П= р" с0$ me, I, = — p™sin т, если O<p<1; 

= —,,cosmp, /,=—— sinmy, если p >I. 
mp” о 

308. Вычислить интеграл Гаусса 

w(x, y) = qh ses С п) ay, 

где r= V (х— &)?- (у— 1) — длина вектора г, соединяющего точку 
A(x, у) с переменной точкой М(:, ч) простого замкнутого гладкого 

“oN 

контура С, (г, в) — угол между вектором f и внешней единичной нор- 
малью # к кривой С в ее точке М. 

> п 

Решение. В силу равенства cos (г, п) = ( (rn) где (г, п) — 

скалярное произведение векторов г и п, имеем: 

w(x, 1 y) = фене п) dl =(p§ — x) cos a’ + ( (4 = ¥) COs BY gy 

С 

r2 

где cosa’, cos 8’ — направляющие косинусы единичной нормали. Исполь- 
зуя равенства di cosa’ = dy, 410$ 3’ = —dé, полученные при решении 
примера 302, находим: 

и (x, y) = peas 

С 

ra 

Если. точка A лежит вне контура С, то, записав функцию и (x, и) 
в виде 

u(x, и) -фетит— 2 an di 
С 

и применив формулу Грина, получим: 

u(x, и) = \ \ (Fr (Inr) + о 9 (п 5} didn == 0. 

Если точка А лежит внутри контура С, то, как мы знаем (см. при- 
мер 300), интеграл не зависит от вида замкнутой кривой, окружающей 
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эту точку, и потому интеграл по контуру С можно заменить иптегра- 
лом по контуру С, — окружности радиуса = > 0 с центром в точке A: 

и (И = фени 

с, 
Г 

Записав параметрические уравнения окружности С в виде Ё&—х = 
—==С05ф, 1 — И = =5ШФ, O0< 9 < 2, находим: 

Qt 

u(x, у) = \ dg =2r. 
0 

В рассмотренном случае можно рассуждать и следующим образом: 
ON 

поскольку со$ (г, п) = 1, г=е, dl=edy, то 

Осталось рассмотреть случай, когда точка А лежит на контуре С. 
Тогда криволинейный интеграл будет несобственным интегралом (схо- 
дящимся, как легко установить). Для его вычисления выделим на кон- 

туре С окрестность точки А (дугу M,M.,) и рас- 
М, А смотрим интеграл 

М! 
cos (ron) \ ro) a, 

C 
| C—M,iM, 

с где С — М,М. — множество всех точек контура 
С, за исключением точек дуги М, М.. Положим 
по определению: 

Рис. 22 М:-+А _ r 

Соединим точки M, и М. произвольной гладкой кривой Cy, цели- 
ком лежащей в области, ограниченной контуром С (рис. 22), и обозна- 

чим через у замкнутый контур, состоящий из дуги С — М.М. и ду- 
ги C,. Тогда, очевидно, можем написать равенство 

\ т фи) a cos (Fs п) oy 
r r , г ’ 

где контур т пробегается в положительном направлении, a контур С, — 
от точки М, к точке М,. Поскольку подынтегральное выражение 
является полным дифференциалом в области, ограниченной контуром 7, 
ТО справедливо равенство 

ON 

COS (fr, fl ф т 0, 
т 
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и мы приходим к формуле 

(§ — x) dn9—(n—y) 4% 
г? " 

Cy 

Интеграл по кривой Cj He зависит OT вида кривой, соединяющей 
точки M, и Me, поэтому в качестве этой кривой возьмем дугу скруж- 
ности радиуса = с центром в точке А. Записав параметрические урав- 
нения дуги окружности в виде $ —х =с0$$, 4 —у = $1, замечаем 

oN 

(рис. 23), что переменная ф изменяется в пределах (t, е) Наа<о< 
oN 

<(t, e) +x—aj, где е — единичный вектор в точке A, коллинеар- 
ный opty #. Если е-> 0, то М, > А, М.А. Поскольку в точке А 

Рис. 23 Рис. 24 

кривая С имеет касательную, TO при стремлении точек М; и М) к точ- 
ке A углы a; и а» стремятся к нулю. В результате получаем: 

oN 

(у е) | п — ay 

u(x, и) = Пт dp = lim (т — в — а>) =т. 
=-=0 M,7A 

^^ М›-А 
(т, е) +“. 

В заключение отметим, что интеграл Гаусса имеет вполне опреде- 
ленный геометрический смысл: функция U(X, и) является мерой угла, 
под которым кривая С видна из точки А 

309. Вычислить в полярных координатах р и gy логарифмические 
потенциалы двойного слоя 

2® ~ 2% ^^ 

Ку = \ cos mp — С”, п) dp и К» = \ sin mb — С”, п), 
0 0 

где г — расстояние между точкой А (р, $) и переменной точкой М (1, $), oN 

(г, п) — угол между направлением АМ = ги радиусом OM = в, прс- 
веденным из точки (0, 0), и т — натуральное число. 

Решение. Вычислим расстояние г между точками А и М (рис. 24) 

с помощью теоремы косинусов: г = 1 — 2р 0$ (ф — Ф) + р”. Записав 
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COs (r, n) = С”, п) ‚ где (г, п) — скалярное произведение векторов Г 

И п, получим: 

2х 

= \ sin mop (г, п) dy. 
0 

r2 Ky = | cos my C2) ay, Ко 

0 

Умножая К, на мнимую единицу Ги складывая полученное выраже- 
ние с K,, находим: 

2 

K, + К, = gim y (Tr) ay, 
j 

Поскольку r= {cosp—pcosg, sinp—psing}, m= ({cosv, sing}, To 
(г, п) — | — 0 COS (ф — Ф), и задача свелась к вычислению интеграла 

Qn 

, ет $ (1 — р cos ($ — 9) dy 
1 l — —ы e 

Kit ih | 1 — 2p cos (ф — 9) + р” 

Полагая г = pel), г = ре--—®, получаем: 
2 Qn 

a 1 (23 (Q4(2+2) db 1 (pimef/_1 1 
Ki +i) (1—2) (1—2) -> | | ы 0 

2% 

Пусть О<р< 1; тогда КЕ, = |+... 

0 
анг -...) @ = пр" (со то -- {т т) (см. пример 307), откуда 
К: = пр" cosmo, Ky = пр" зп mo. 

Если о = 1, то непосредственным вычислением интеграла 

2к 

elm? (1 — pcos (ф — 4) db 
} 1 — 2p cos (ф — $) р" 

убеждаемся в том, что Kj = 0, К» = 0. 
Если р > 1, то получаем: 

dy == 

| 1 п. 
25 --... НЕ tet ++) dy = — де 

п COS душ т 
(см. пример 307), откуда Kj = — ка ‚ К. = и. 

310. Пусть и == u(x, y) ио=о(х, и) — компоненты скорости уста- 
новившегося движения жидкости. Определить количество жидкости, 
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вытекшее за единицу времени из ограниченной контуром С области D 
(т. е. разность между количествами вытекшей и втекшей жидкости). 
Какому уравнению удовлетворяют функции и и VU, если жидкость не- 
сжимаема и в области отсутствуют источники и стоки? 

Решение. Предположим, что компоненты вектора F = {u (x, и), 
u(x, и)} — непрерывно дифференцируемые функции в области Р-Р С. 
Выделим элемент дуги контура длиной 4, содержащей точку М 
(рис. 25). Тогда количество dQ жидкости, вытекшей за единицу вре- 
мени через элемент длины dl, приближенно равно выражению dQ = = 
=(F(M), n(M))dl, где п — единичный вектор нормали к кривой С 
в точке М, так как поток стационарен (т. е. не 
зависит от времени). Суммируя по всем элементам F 
контура С, получаем: 

а=Ф(Е(М), n(M)) dl. MM 
C 

С помощью формул преобразования интегралов 
такого вида (см. примеры 302—304) находим: 

Q=P—o(x, ах + ule, y) dy. 
С 

п 

Используя формулу Грина, имеем: = 

Q=\\ (442) aedy. Puc. 25 
D 

Если Q >0, To это означает, что из области, ограниченной конту- 
ром С, вытекает больше жидкости, чем втекает в нее за единицу вре- 
мени, т. е. в области D есть источники образования жидкости. Если 
О < 0, то в область О втекает больше жидкости, чем вытекает из нее, 
т. е. в области D имеются стоки (места, где жидкость исчезает, Ha- 
пример, испаряется). Если же жидкость несжимаема и в области отсут: 
ствуют источники и стоки, то за единицу времени в область втекает 
жидкости столько же, сколько вытекает из нее, и в этом случае имеем: 

и = MJ (Si +) ax dy =0, 
Ou Ou о ъ 

откуда 5; ++ 3y = 0, поскольку двойной интеграл равен нулю по любой 

области, являющейся частью области D. 
311. Согласно закону Buo— Савара электрический ток i, протекаю- 

щий по элементу проводника 4/, создает в точке пространства 
М (x, у, 2) магнитное поле с напряжением 

.[r, dl 
dH = Rie 

где г — вектор, соединяющий элемент d/ с точкой М, и Е — коэффи- 
циент пропорциональности. Найти проекции Н:, H,, Ну напряжения 
магнитного поля Н в точке М для случая замкнутого проводника С. 
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Решение. Суммируя по всем элементам d/, получаем: 

Han ped 
с 

r? 

(интегрирование вектор-функции сводится к ее покомпонентному инте- 
грированию, т. е. к интегрированию трех скалярных функций). 

Запишем векторы Г и 44 в явном виде и найдем их векторное про- 
изведение: 

r={x—§, y—y, z—C}, dl = {d:, dy, dt}, 
1 J k 

x—E y—q 2—C)=8((y—n) do —(2—C) dy) + 
dé dy dt 

+ J ((2— 6) dé — (x — а) + k ((x — £) dn — (y — n) 6). 

Таким образом, имеем: 

“py (и — 1) do — (2—9) dy 
A: = ki ’ $ 

[г, dl} — 

Г 

H = феи EO at 
on J ra ’ 

H, = RiP e=Peru— oe 
6 — J r3 у 

$ 12. Поверхностные интегралы 

?. Поверхностный интеграл 1-го рода. Пусть в точках 
кусочно-гладкой поверхности $ с кусочно-гладкой границей L опреде- 
лена ограниченная функция [| (M) =f (x, у, г). Произведем разбиение 
II поверхности S на части S,, 5.,..., S, C Помощью кусочно-глад- 
ких кривых, выберем в каждой из этих частей произвольную точку 
М; и составим сумму 

5, =X FM) As, 
где AS;— величина площади 1-й ячейки разбиения S;. Пусть d (Il) — 
наиболыний диаметр ячеек S;. Рассмотрим последовательность разбие- 
ний II, такую, чтобы d (Il) > 0. Если при а (II) > 0 последовательность 
Sn, (Г) стремится к конечному пределу J, не зависящему от способа 

дробления поверхности $ и выбора точек М, то число Г называют 
поверхностным интегралом 1-го рода от функции f(M) по поверх- 
ности S и обозначают так: 

I= \\ f(x, у, 2) 45. 

Понятие поверхностного интеграла 1-го рода распространяется и Ha 
замкнутые поверхности. 
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2°, Сведение поверхностного интеграла к двойному 
интегралу. Случай явного задания поверхности. Если 
S — гладкая поверхность, заданная уравнением z= 2(», и), (x, и) 6 О, 
где D— замкнутая ограниченная область, а f(x, и, г) — ограниченная 
функция, определенная на поверхности $, то справедливо равенство 

Ее, и, 48 = {| Ре, и, ze, DVI + а dedy, (0 
Ss D 

причем поверхностный. интеграл, стоящий слева, существует, если су- 
ществует двойной интеграл, стоящий справа. 

Если поверхность $ — гладкая, а функция |(х, у, 2) непрерывна на 

ней, то интеграл | (x, у, г) 45 существует. 

Формулу (1) можно записать также в виде 

dx dy 
\\ F(x, y, 2) dS = | f(x, y, 2(x, и) cosy? (2) 

где 1 — угол между единичным вектором нормали м в точке М и по- 
ложительным направлением оси Oz. 

В случае поверхности, заданной уравнением х = х(у, г) или y= 
= (г, х), получаем соответственно равенства: 

| F(x, у, 948 = | Кира, 22S, (3) 

ice у, 2) dS = я y (2, x), 2) SS, (4) 

где a и В — углы, образованные единичным вектором нормали п в точке 
М с положительными направлениями осей Ох и Оу. 

Если поверхность S состоит из нескольких частей, каждая из ко- 
торых может быть представлена уравнением вида X = х (у, 2), у = 
=y(z, х), 2=2(х, у), то для сведения поверхностного интеграла, взя- 
того по такой поверхности, к двойному можно воспользоваться свойст- 
вом аддитивности этого интеграла и представить его в виде суммы инте- 
гралов (2), (3) и (4). 

3°. Случай, когда поверхность задана параметриче- 
ским уравнением. Если гладкая поверхность $ в пространстве 
(x, и, г) задана векторным двухпараметрическим уравнением г = г (и, 9), 
то это равносильно заданию ее тремя скалярными уравнениями с двумя 
параметрами х = х(и, и), y=y(u, и), 2=2(и, и). Пусть f(x, у, г) — 
ограниченная функция, определенная на этой поверхности. Тогда спра- 
ведливо равенство 

\\ Fes, у, z)dS = (J Ё(х (и, v), y(u, v), 2(и, v) VEG—F?dudv, (5) 
5 D 

где т область изменения параметров, ЕЁ, а, Е — коэффициенты Гаус- 
cai E=(r,, f,) @ = (г, fy), Е= (ti r,), причем поверхностный 
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интеграл, стоящий слева, существует, если только существует двойной 
интеграл в правой части равенства. 

4°, Некоторые применения поверхностных интегра- 
лов 1-го рода к решению задач механики. Пусть по гладкой 
или кусочно-гладкой поверхности © распределена некоторая масса с по- 
верхностной плотностью p(X, и, г), причем эта плотность является He- 
прерывной функцией на 5. Такую поверхность называют материальной. 
Справедливы формулы: 

м =) (9, 245. (6) 

лоб 945, yom [вби 945 
г, = = | zu (х, y, 2) dS, (7) 

и) ule y, 94, (8) 

где М — масса поверхности $, X,, ¥., г. — координаты ее центра тя- 
жести, /, — момент инерции поверхности S относительно оси Oz. 

Пусть т — масса, сосредоточенная в некоторой точке (ху, Yor 2), 
не лежащей на поверхности $. Тогда сила F, с которой материальная 
поверхность 5 притягивает материальную точку с массой т, может 
быть вычислена по формуле 

Е = zm | | w(x, у, 2) 5 45, (9) 
$ 

где г = (х—х, Y—Yo, 2—2}, Y гравитационная постоянная. 
5°. Понятие ориентированной поверхности. Гладкая 

поверхность 5 называется двусторонней, если обход по любому зам- 
кнутому контуру, лежащему на поверхности $ и не имеющему общих 
точек с ее границей, не меняет направления нормали к поверхности. 
Если же на поверхности S существует замкнутый контур, при обходе 
которого направление нормали меняется на противоположное, то по- 
верхность называется односторонней. Выбор на поверхности $ опре- 
деленного непрерывного поля нормалей п (М) называют выбором сто- 
роны этой поверхности. Любая гладкая поверхность, определенная урав- 
нением г = ](х, у), является двусторонней. Выбрав в каждой ее точке 
вектор нормали так, чтобы он составлял с положительным направле- 
нием оси Oz острый угол, мы получим верхнюю сторону поверхности, 
а при противоположной ориентации нормали — ee нижнюю сторону. 

Всякая замкнутая поверхность, не имеющая самопересечений (на- 
пример, сфера, эллипсоид), — двусторонняя. Направив в каждой точке 
такой поверхности нормаль внутрь области, ею ограниченной, мы по- 
лучим внутреннюю сторону поверхности, а направив нормаль в проти- 
воположную сторону, получим ее внешнюю сторону. 

Двустороннюю поверхность называют ориентируемой, а выбор оп- 
ределенной ее стороны — ориентацией поверхности. Односторонние 
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поверхности называют неориеняшруемыми. С понятием стороны поверх- 
ности тесно связано понятие ориентации ее границы. 

Пусть $ — ориентированная поверхность, ограниченная одним или 
несколькими контурами. Направление обхода контура L считается по- 
ложительным (согласовапным с ориентацией поверхности), если наблю- 
датель, расположенный на поверхности так, что направление вектора 
нормали совпадает с направлением от его ног к голове, обходя контур 
L, оставляет поверхность S все время слева от себя. Обход в противо- 
положном направлении называется отрицательным. 

6°. Поверхностный интеграл 2-го рода. Пусть $ — гладкая 
двусторонняя поверхность. Фиксируем одну из сторон этой поверхности 
и рассмотрим вектор-функцию F = {P(x, у, 2), Q(x, и, 2), R(x, у, 2}; 
заданную на $. Обозначим через F,, проекцию вектора F Ha направле- 
ние нормали m = {cosa, cosB, с0$1} в точке М (x, у, 2): F, = Рсоза -- 
+ О с0$ В -- Rceosy. Интеграл 

|| (Pcos a + 9 оз + R cos 7) dS 
S 

называют MO6ePXHOCMHbIM интегралом 2-го рода от вектор-функции F 
по выбранной стороне поверхности и записывают его так: 

| Рауа2 + Qdzdx + Radx dy. 
$ 

Следовательно, по определению: 

\\ Pdy dz + О4гах + Вахау = | | (Рсоза + Qcos 8 + Ros 7) 45. (10) 
$ S 

При переходе к другой стороне поверхности интеграл (10) меняет 
свой знак на противоположный. 

7°. Сведение поверхностного интеграла 2-го рода 
к двойному интегралу. Случай явного задания поверх- 
ности. Пусть гладкая (или кусочно-гладкая) поверхность S задана 
уравнением г =2(х, y) и взята верхняя часть этой поверхности, а 
R(x, и, г) — ограниченная на 5 функция. Тогда справедливо равенство 

(| R(x, у, г) dx dy = К Re, у, 2(х, y)) dx dy, (11) 
$ р 

где Г) — проекция поверхности S на плоскость Oxy. Стоящий слева 
интеграл существует, если существует двойной интеграл, стоящий справа. 
Если интеграл берется по нижней стороне поверхности, то справедлива 
формула 

|| R(x, у, дахау = — | К (xX, у, 2(х, y)) dx dy. (12) 
5 р 
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Аналогично получаем формулы: 

Ц P(x, y, 2)dydz= + \\ P(x (ys 2), у, 2) dyde, (13) 

| Q(x, y 2) агах = + J) Qe у(г, x), г) dzdx. (14) 

8. Случай, когда поверхность задана параметриче- 
ским уравнением. Если гладкая (или кусочно-гладкая) поверхность 
задана параметрическим уравнением г =Г(и, 9) и РЁ, = {Р, (0, Ю} — 
ограниченная вектор-функция, заданная на $, то справедливо равенство 

\\ Pdy dz + Qdz dx + Rdxdy = 
S 

= || (Pcosa + Qcos8 + Rcos 1) И Еб— Раша, (15) 
D 

где D—o6s1acTh изменения параметров и uv; Е, Е, С-коэффициенты Гаусса, 

P= P(x(u,v), у (и, о), г (и, 5), Q=Q (x (u,v), у (и, 5), 2 (u, v)), R= К (x (и, 
v), y(u, v), z(u, 9)), причем стоящий слева поверхностный интеграл 
существует, если существует стоящий справа двойной интеграл. Формулу 

(15) можно записать в ином виде. Поскольку cosa = + А 

В С va ree — _ Dy, 2) 
SPS tate S'S Кужраро’ № 4A=Dwo’ 

_ D(z, x) __ D(x, у) 2 _ B =D)’ С = Био, причем V A? + B? + C? = V EG — F*, то 

(| Pdydz+Qdzdx-+ Юахау = + К (РА | ОВ - RC) аи а, (16) 
$ D 

где P= Р(х (и, v), y(u, v), г(и, v)), Q=Q(x(u, д, y(u, о, z(u, 9), 
R= R(x(u, v), y(u, v), 2(u, v)) и знак перед интегралом выбирается 
надлежащим образом. 

312. Вычислить | = \{ 245, где S—uacTb поверхности x? -+ 27 = 
5 

= 2аг (а > 0), вырезанная поверхностью г = V x? + уг. 
Решение. Поверхность $ проектируется на плоскость Oxy в область 

р, ограниченную замкнутой кривой 2x? + у? = 2a V x? + у?, симметрич- 

ной относительно осей координат. Коническая поверхность г = V x2 + у? 
пересекается с верхней (относительно плоскости г = а) частью цилинд- 

рической поверхности x? + 2? = 2а2, уравнение которой г = а + И a?—x?. 
. ! Xx 7 ` , ; На поверхности $ имеем: 2, = — ‚аи =0, У1-- 22 +. г” — 

У а? — 

. Используя формулу (1), получаем: 

ранит [Г 

а 

} 4х dy. 
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В полярной системе координат уравнение границы области D имеет 
2а ъ 

ВИД: р =т соо. Переходя к полярным координатам в двойном инте- 

грале и принимая во внимание симметрию области D, а также то, что 
в симметричных относительно осей координат точках подынтегральное 
выражение принимает равные значения, имеем: 

2а 

1-++cos? 9 

Ш = 41) odp = 4a | (ее _ 
0 

р +2 
V a? — р? cos? $ COS" $ 

р 
Г=4а \ de 

0 

5 p= 
ad | 

а 2] 2 __ dp = 8a (pene + Tore) у 

4 ($). а (tg $) tg © 
— 8а3 (2 № 7 tee —\ OL te 7) = — 8а3 (Уз arctg >= уз — 

к 

i tgp tg © = 7x И баз 
1175 - arcig == Toate 55) = 4*а? [V2— Wi) = —— 

Вычислить следующие поверхностные интегралы 1-го рода: 

313. [= | (x + y+ 2) 4$, где 5 — поверхность хи 2 =a’, 
$ 

2> 0. 
Решение. Интегрирование производится по верхней полусфере г = 

= V a? — х? — и?. Поскольку в нашем случае dS = V1 +2, +27 dxdy = 

= ‚ то по формуле (1) находим: 
Иа — x2 — у? 

l=a ( ey 1) dx dy, 
NS я" ” Иа — x2 — 

где D—xpyr x?-+ и’ <a”. Переходя в интеграле к полярным коорди- 
натам, получаем: 

т , (sin 9 + cos $) I=a(do( (2 1) рар = каз 
Wy Vat — р? +1) pde м’ 

Qt 

так как | (si = 0. 

314. J = \S@r+e) 4s, где пан тела Ух + у <2<1. 

Решение. Интегрирование производится по боковой поверхности 
и основанию конуса, в силу чего можем написать: 

г Дениз + | 2+9) 45, 
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где $, — боковая поверхность конуса, $, — его основание. На основа- 
нии конуса dS = 4хау, поэтому получаем: 

((@ty)ds= || иле =f ви. 
Ss x+y? <i 

Ha боковой поверхности конуса dS = У Зах dy. Следовательно, на- 
ходим: 

\\ + у) 4$ =У2 \\ (x? + y°) dx dy =F. 

51 x-ty? <1 

В результате получаем: J = > (1+ V2). 

315. 1 =|, 
$ 

от центра эллипсоида до плоскости, касательной к элементу dS поверх- 
ности эллипсоида. 

Решение. Расстояние fA определяется формулой h == хсоза + 
+ycos8-+ zcosy, где cosa, с0$В, cosy — направляющие косинусы 
внешней единичной нормали к поверхности в точке (x, у, 2). Напишем 
параметрические уравнения поверхности эллипсоида в виде X = a sin со$6, 
у=Ь по ш0, z=ccose, Озфжт, О< 0х 2%. 

Наша задача заключается в том, чтобы привести поверхностный 
интеграл к повторному с помощью формулы (5) (положив там и ==, 
v = 0). Из соображений симметрии можем написать равенство 

1-8, 
$1 

где $; — восьмая часть поверхности эллипсоида, лежащая в первом 
октанте. Поскольку вектор единичной нормали во всех внутренних точ- 
ках поверхности S, образует с положительным направлением оси Oz 
острый угол, можем написать формулы 

А В 
‚ COSb = 

И A+ BEC? ° И Az В? + С?’ 
С 

COS 1 = TRPLPLO 

где 5 — поверхность эллипсоида и Ah — расстояние 

COS & = 

(выбрав перед радикалом знак «-+»), где 

А— 26 №2) BaP») сви 

~~ Р($0)’ D (9, 0)’ D ($, 0) ° 

Так как dS = V A? + B?-+ С* 4 8, то, принимая во внимание фор- 
мулу для расстояния Й, имеем: 

4$ _ АЗ В С? 
ho Ax + By+ cz 49. 
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Вычислим значения Л, В, С: 

bcos¢ sin? bsine cos 0 , 
A= т т = bc sin* ¢ cos 8 

| —csing 0 

—c sin« 0 
= i, = ac sin’ ¢ sin), 

acos¢cos? —asingsin 0 

acos¢cos@ —asing sin 0 . 
,; ; = ab sine со$ 9. 

bcos g sin 0 b sin ¢ cos 6 

Подставляя в выражение Ax-+ By+ Cz значения x, у, г, зависящие 
от 9 и 0, получаем: 

Ах + By + С2= абс (113 ф с03? 0 + sin’ 9 sin? 0 + sin о cos?¢) = абс эт 9. 

Далее находим: 

A? + В? - С? = 6c’ sin* 7 cos" 0 + ас? sin* 9 sin? 0 + 
sin? ф cos? 6 sin? ф sin? 6 

+ 426? sin? < cos? = a*b’c* sin? o ( -- a cos? *) 
а? b2 e С? 

Заменяя поверхностный интеграл соответствующим двойным, полу- 
чаем: 

sin? sin? 0 , cos? 2 2 (sin? cos” 6 
I = 8abc | sin ¢ de | Е : Tb 3 

0 0 

1/1 1 . 1 . 
Be +) sin’ ¢ + = cos” ¢ sin $) de = 

4 1 | ] 
=z rate [в ge + x) 

316. Г = | 245, где 5 — часть поверхности геликоида х = ис, 
5 

y=usinv, z=v(0<u<a; O<v< 2). 
Решение. Рассмотрим вектор-функцию Г (и, 9) = {uCosv, и зто, и} 

и вычислим коэффициенты Гаусса Е, F, G (см. формулу (5)): Е = 
=(r,, r,) =cos*v+sin?v = 1, @ = (Г, r,) =u’ sin?v + и? со о + I - 
—=1--12, F=(r,, Г.) = —usinvcosv + usinucosv = 0, откуда EG — 
— fF? —1-+u?. Применяя формулу (5), находим: 

а 2 : а 

= \ V 1 FP du | v du = 2? | V1 +wdu=n(uV 1+ u?+1n (u+ 
0 6 5 

+VI+n))( =PaVita+ Ina+V1+a?). 
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317. J = (| г? dS, где S — часть поверхности конуса х = pcos gsina, 
$ 

y=psinesina, z=pcosa(0<p<a, 0O<¢<2r) и а— постоянная 

(0 <а< м 

Решение. Действуем по той же схеме, что и при решении пре- 
дыдущего примера: 

г (р, $) = {260$ о та, psingsina, pcosa}, 

Е =(r,, rp) == cos’¢ sin’ a + sin® 9 sin? а + cos? = 1, 
G = (fe, re) = р? sin’ ¢ sin? a + р? cos” ф sin’ a = р? sin’ a, 

Е = (о, ro) = —psingcos¢ sinta + psingcosg¢ $1? а =0, 
EG— Е* = о? sina, 

a 20 

I = sina cos*a | p°dp | dp = 5 a* sin а cos* а. 
0 0 

318. [= \| (xy + yz-+2x)dS, где S—uactTb конической поверх- 
5 

ности z=) x*-+ у, вырезанная поверхностью x2 -+ у? = Зах. 
Решение. Поверхность, по которой мы интегрируем, проектиру- 

ется на плоскость Oxy в круг (x — а)? -+ у? <a”, а площадь элемента 

конической поверхности dS равна V 2 dx dy cor пример 314), поэтому, 
применив формулу (1), получим: 

г=УЗ || (xy H(t DV ETP decdy. 
(x—a)?-+y? <a? 

Перейдем в интеграле к полярным координатам р, $. Тогда область 

интегрирования будет определяться с помощью неравенств — + < 

ы . 
<$<5, О<р< 2acosg, и после замены переменных найдем: 

2a cos? > 
1=V2 | (sin g cos ¢ + sin ¢ + cos $) de \ p° dp = 

0 

2 

m= 4) 2a4 \ ((cos® » + cos* <) sing + с05° ¢) dp = 

= т 64 У 2a! 
=4V 2a* | с055 ф @ф = = . 

к 

2 
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319. Доказать формулу Пуассона 

1 

(ах + by + cz) dS = 2 | ГУТ, 
5 —1 

где S — поверхность сферы х?-| у? + 227 = 1. 
Доказательство. Запишем подынтегральную функцию в виде 

flax + by д = VPP PE. Е 
Vetere 

и перейдем к новым переменным и, 9, W, выбрав плоскость ax + by + 
ах -- Бу-| cz 

+ сг = 0 в качестве плоскости (и, 9) и положив W = oe Oy ; 
V at-+ 6? + с? 

При таком выборе новой прямоугольной системы координат единичная 
сфера $ перейдет в единичную сферу ©’, причем площадь элемента 
поверхности dS будет равна площади элемента поверхности dS’. В связи 
с этим можем написать равенство 

(ах - by + с 48 = \\ FV FPF Aw ds’, 
$ <} 

Из уравнения и? -| 92-1 и? = 1 находим и? -| 9? =1— и? и, полагая 
и U 

Vin“ уг 
сферы S’ в виде W=w, u=V1—w'cosw, v= И 1 — и?зшо, —1 < 
<и< 1, О<о< т. Эти параметрические уравнения можно напи- 

сать в векторной форме: г (и, ®) = {И 1— w*coso, у — и? по, №}. 
Вычислим коэффициенты Гаусса: E = (fw, Ко) = я 1 = 

= $ ®, получаем параметрические уравнения 

1 — w?? 

G = (fo, fo) = 1—w’, F = (Ги, fo) = Ш ЗП © Cos ® — WSinw Cos w == 0. 

Теперь найдем площадь элемента поверхности dS’ = У EG — F2dwdw = 
= dwdw и перейдем от поверхностного интеграла к двойному: 

1 2к 

\\ FV a+ ew) ds = | dw) ПИЯ) do 

1 

т \ fV a+ &-+ cw) dw, 
~1 

что и требовалось доказать. 

320. Найти массу параболической оболочки 2 == > (ХР -Е и") (0< 

<2< 1), плотность которой меняется по закону p = г. 

Решение. Применив формулу (6), получим: М = \| zdS. Ha no- 
5 

| 
верхности S выполняется равенство 2 = 5 (x? + у), и множество точек 

поверхности, по которому производится интегрирование, проектируется 
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Ha плоскость Oxy в круг радиуса У 2. Принимая это во вииманис, 
а также учитывая, что dS = V1 + x2-+ y2dxdy, заменим поверхност- 
ный интеграл соответствующим двойным и перейдем в последнем к по- 
лярным координатам. В результате найдем: 

у 
1, — 5 

M =~ | № \ Pe VIFpdp == | РИТТЕР ар. 
0 0 

Произведя замену 1 + р* ==, окончательно получим: 
_ 5 й 

_ ж (6 УЗ | 
i 15 ° 

V3 ‘3 8 

M==\ P(e —I)dt=2(5—F) | 

321. Найти массу полусферы x? + и? + 2? =a*(z> 0), плотность 
e В [1 

которой в каждой ее точке М (x, у, 2) равна —. 

Решение. По формуле (6) имеем: 

| M=1\\ cas, 
a 

$ 

где 5 — заданная полусфера. На полусфере выполняются равенства 
_ 2 2 2 dS — a dx dy z= а? — х? — у?, dS = уе, И Она проектируется на плос- 

а?— x*—y 

кость Oxy в круг Хх? -Н и’ < а?. В связи с этим, приведя поверхност- 
ный интеграл к двойному, получим: 

M= || dxdy =xa° 
x?ty? <a? 

322. Найти статические моменты однородной треугольной плас- 
тинки X +y+z2=a(x>0, ур 0, 2> 0) относительно координатных 
плоскостей. 

Решение. Выделим элемент пластинки, площадь которого равна 
dS, и найдем приближенно статический момент этого элемента отно- 
сительно плоскости Оху. Расстояние элемента пластинки от этой плос- 
кости приближенно равно г=ар—х— у, поэтому можем написать 
приближенное равенство 

dMoxy = 24$ = (а—х— и) 4$ = (а—х— y) V3 dx dy, 

так как dS = У Захау. Суммируя по всем элементам пластинки, прн- 
ходим к формуле | 

Moxy = || (a—x—y)dS = V3\\ (a— x — и) dx dy, 
5 D 

re D={0<x<a, О<у<ар—х] — проекция пластинки Ha плсс- 
кость Оху. Вычисляя двойной интеграл, находим: 

аз 

а а-—х а 

—_ V2 _y и | — y)2 — Moxy — ИЗ | ax | (а—х— и) ау = 2, (a — x) ах = уз. 
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Из соображений симметрии заключаем, что справедливы равенства: 
ae 

Мои: = Мох. = Moxy = — =. 
и г 4" 2Y3 
323. Вычислить момент инерции относительно оси Oz однородной 

сферической оболочки x? + у? + 2? = а*(г > 0) плотности що. 

Решение. По формуле (8) имеем: J, = po \J (x? + у) dS, где 
$ 

$ — полусфера x? + y? + г? = а? (2> 0). 
adxd . 

В силу равенства dS = Va = -, приводя поверхностный ин- 
а“ —x*—y 

теграл к двойному, получаем: 

у 

x+y? <a? Иа? — 2 —у 

Переходя к полярным координатам, находим: г ЯМ(х уг) 
2 а 

3 ——0 

1, = ва \ de | те = 2 pod (Va [и - 
0 0 — P 

а 4 349 a 
+2 [Иа — dp) == mya (а? — 9)? |, = г 

0 ` x 

= 3 пой. Рис. 26 

324. Вычислить момент инерции однородной конической оболочки 

р. a 3 —= =0(0<z< b) плотности po относительно прямой > = 
Ду 2—6 

оо’ 
Решение. Заданная прямая параллельна оси Ох, лежит в плос- 

кости Oxz и отсекает на оси Oz отрезок длины 65. Пусть точка 
M(x, y, 2) принадлежит элементу поверхности конической оболочки, 
площадь которого dS (рис. 26). Тогда квадрат расстояния г” от точ- 
ки М до заданной прямой определяется по формуле и? = x? ++ у? + 
-- (6 — г), а момент инерции выделенного элемента относительно этой 
прямой приближенно равен выражению 15/45. Суммируя по всем 
элементам и обозначая искомый момент инерции через /, приходим 
к формуле 

Но (РУ (6—2) 45. 
$ 

Принимая во внимание равенства 

go 2. Ve+y, dS = vary Ox dy, 

которые выполняются на конической оболочке, и приводя поверхност- 
ный интеграл к соответствующему двойному интегралу, получаем: 

1 — № уе b* \{ [< + y? + 6° — yet у } dx dy. 

x?+y? <q? 



Переходя К Полярным координатам, окончательно находим: 

VETER a о 

Е | de | (В (1—4) ) ede = 

= 2 EEE ниве 
b? b 2426? — (4 (142 4 oe — 2a) = a 

m= —aVa +. b? (За? + 67). 

325. Найти координаты центра тяжести части однородной поверх- 

ности z = х? + у?, вырезанной поверхностью x? + у? = ах. 
Решение. Для вычисления координат центра тяжести восполь- 

зуемся формулами (7), положив в них p(x, у, г) = 1, так как поверх- 
ность однородна. Масса рассматриваемого куска конической поверх- 
ности численно равна его площади. Следовательно, 

м = |143 = \} УГ: +2? dx dy, 
х?--у? <ax 

x р 
где 2, = 2’ = J . Подставляя эти значения в интег- узи’ “ Уятя 
рал, получаем: 

M=V2 Sl хил, 
x?+y? <ax 

Применяя формулы (7), находим: 

расы [жи 
x? y? <ax 

2 acos? 2 2 

Е d do == = todo = | costede = — таз COS 9 ag \ О р — 3 eS ФФ = Bx | COS FOE = 

== 2 
8a 3H x a 

5 | 
4а 

== Bo | cos*¢ sing dp = 0, 
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326. Найти координаты центра тяжести однородной поверхности 

2 = а — 2 — у (х> 0, у> 0, x+y <a). . 
Решение. Рассматриваемый кусок однородной поверхности (сферы), 

координаты ‘центра тяжести которого требуется найти, проектируется 
на плоскость Oxy в замкнутый треугольник О = {0 < ха, 0O<y< 
<a—x}; поэтому масса этого куска численно равна интегралу 

М = И И1- 2” +27 ах dy = a | у а = 

а а— а , y y=a—x 

=а | dx Ю =a (arcsin = | )dx = 
д 0 78 —y* 0 Ид? — x? у—0 

а 

a—x 

= af aresin V ax 
0 

a-—x 
Полагая в нем arcsin 

a+x 

оз -2sintcost , oof | dt )= 
М = 2a \ fap sma df = 2a (oar: + | [+ sin? th = 

Теперь вычислим координаты центра тяжести X,, и, 2; имеем: 

а а—у а 

“= ir ) dy ann \Ve=Fy— 
0 

v3) м 
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Полагая в первом интеграле y=asing, а во втором y — asin’, 
получаем: 

: $ 
3 

%= (| cos? o dp — у! 51122040) = - —(V2—1)= VE 

Далее, 
а а—х 

_ а. y dy —y —_4 

fo SM | ax Vem yi 9° 25’ 

z= (Cdedy = ao?) 

327. Найти полярные моменты инерции /, = ({ (x? +- y? + 2?) dS 
5 

следующих поверхностей 5: a) поверхности куба max {|х|, |и}, |2|} = 
6) полной поверхности цилиндра х* - у’ < Е*; О<г<Н. 

Решение. a) /, можем представить в виде 

„-У |]еи+2) 4, 
—6; 

где S;(i= 1, 2, ... , 6) — грани куба. Рассмотрим грань — а <x <a, 
—а<у<а, г = а. На этой грани 4$ = ах 4у, в силу чего, обозначив ее 
через Sj, получим: 

а а 

етич аз \ dx | (x° + y? + а?) dy = 
—а —а 

dx | (x2 + у? + a?) dy = | (ax? + 3 a3) dx = RE 
0 0 

a
e
 

Интегралы, находящиеся под знаком суммы в формуле для Ip, 
20 

равны между собой, поэтому окончательно находим: J) = 6 за“ = 

= 40а^. 
6) Представим /,) в виде: 

= (од аз || милая [и а5, 
Si Sp S6 

где о, — нижнее основание цилиндра, $, — верхнее основание, So — 
боковая поверхность. 

На нижнем и верхнем основаниях справедливо равенство aS = dx dy, 
в силу чего интегралы, взятые по этим основаниям, являются двой- 
ными интегралами. Они берутся по одной и той же области — замк- 

нутсму кругу р = {|—R<x<R, —-VR—#® <y<VR—*4. 
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На верхнем основании цилиндра выполняется равенство г =Н, а на 
нижнем его основании г = 0. Таким образом, можем написать: 

они) dS + \| (x? + y? + 2?) dS = \\ (2 (x+y?) +H?) dx dy= 

Su Sp D 

= «ЗН? + 2 | | (x? у?) dedy. 
р 

Переходя к полярным координатам, получаем: 

Qu R 

2 (2+ y)dxdy =2\ 4% | ар = aR. 
D 0 0 

На боковой поверхности цилиндра выполняются равенства х?-|- y?= R?*, 
dx dz , 

dS = "aE =, причем точки боковой поверхности проектируются в 
—xX 

прямоугольник —R<x< К, О<2<Н, поэтому имеем: 

Пе НО | уе 5 | (R + 2) de 
S6 

сане) ae RH (RE). 

Ю? — 

Складывая полученные равенства, находим: =«АЮ Ю(Ю-+-Н)-+ =. нз), 

328. Найти моменты инерции треугольной пластинки x Ки г2=1 
(х> 0, y> 0, г> 0) относительно координатных плоскостей. 

Решение. Вычислим момент инерции пластинки /,, относительно 
плоскости Oxy. Он равен по величине интегралу 

__ 2 ley —|\ z°dS, 
$ 

где $ — поверхность пластинки. Принимая во внимание равенства 

g=l1—x—y, 4 = V 3dx dy, получаем: 

lay =V3 || (l—x—y)?dxdy=V зы ГИ 1 — х— у? ау = 

я ° 

1 

ЩИ (р =V3 | 5 
y=0 | 

1 

Sa 
4V 3° у=1—х 

Очевидно, что 1, = Г, = 1 
л 2x y = 5. 

329. С какой силой притягивает однородная усеченная коническая 
поверхность х =рсо$Ф, y=psing, 2=р(0 < о< т, 0O<b<p<a) 
плотности № материальную точку массы т, помещенную в вершине 
этой поверхности? 
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Решение. Материальная точка массы т находится в начале 
координат системы Охуг. Пусть точка М (х, у, г) принадлежит эле- 
менту поверхности do, площадь которого dS. Тогда можем написать 
равенство (приближенное) для силы, с которой этот элемент действует 
на материальную точку: 

dF (М) = 95 е (0, М), 
где г (О, М) — расстояние от начала координат до точки М, е (0, М) — 
единичный вектор, направленный из точки О в точку М, 1 — гравита- 

г (О, м {> у | 
р 0 ’ 

ционная постоянная. Поскольку е(0, М) =—— 

то можно написать равенство 

dF (М) = Лот > rey, 2), 
r3 (О, М) 

Суммируя по всем элементам do, приходим к формулам: 

__ xdS ydS 

Е, — rote | \ a, М) ’ y= teat | | 10, М) М) ’ 

F, = Тот я 73 От 

где F,, Е y £,— Координаты искомой силы Р. 
у Г 

Запишем уравнение поверхности в виде P(r, 9) = COS ©, 

Vi sing, 75 | ,b6V2<r<aV2, 0<¢e <Q и вычислим кои 
2 

енты Гаусса: ЕЁ =1, С = 5 , Е=0. Отсюда находим: dS = Vi —= dr dg. 

Заменяя поверхностные интегралы соответствующими двойными, 
получаем: 

| . 2% ay? 
r 

Е; => Tom | cos ¢ dg \ > =0, 
0 БУ? 

2 ay? 
r 

F, — irom | sin ¢dg \ — =0, 
bV2 . 

' 2n ay? 

r a 
Fe= yom | de \ — = про Ins. 

0 bV2 

Заметим, что из физических соображений можно было сразу сделать 
вывод о том, что ЁР, =0, Р,=0, так как однородная поверхность 
имеет ось симметрии (ось 02), на которой находится ее центр тяжести, 
в силу чего вектор Р направлен вдоль оси OZ (в положительном Has 
правлении). 
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330. Найти потенциал однородной сферической поверхности $ 
ху 2? = а? плотности в, в точке М. (ж%, Yo, 2), т.е. вычислать 

10 dS oy где r= (х — о)? + (Y— Yo)? + (2 — 2). 
Решение. Как и в примере 210, перейдем от системы коорди- 

нат Охуг к системе От, совершив поворот осей так, чтобы точка М 
находилась на положительной полуоси OC. В системе ОС точка Му 

имеет координаты & = 0, No =0, Co= Fo, где To =У жи, + 24. При 

указанном переходе к новой системе координат сфера $ перейдет в 
сферу $’, уравнение которой & + 92 -- C? = а?. 

Таким образом, требуется вычислить интеграл 

45’ 

Записав уравнение сферы $’ в виде г (, 0) = {asingcos§, asingsin§, 
ас0$ $} (0 <о<т, 0<0< 2x), легко найдем коэффициенты Гаусса 
Е = а?*, С = аз? о, Р=0 и значение dS’ = a’ зто 440. Принимая 
во внимание равенство Е? + 1? - (C —ro)? =a*—2ar,cos¢ + г, полу- 

чаем: 

интеграл и = | 
5 

2 к 

шо dp dé ingd 

D’ Уд? — ато созф -- Г 0 0 Иа? — 2ar, cos 9 -+ Г. 

V a? —2ar, cos @ -- 76 a ona 
_ 2 __ Lo 
= 270" 9 ar, ono ry @ 0 — | a4 — Fal). 

Ana? 
Если @<fo,TO и = ar если а > го, то и = 4*ащ. Оба случая 

легко объединить одной формулой. Действительно, неравенство а < то 
а? 

эквивалентно неравенству --< а, а неравенство а > г, — неравенству 
0 

а? . a? 
— >a. Следовательно, и = 4p min (a, “) . 

0 0 

331. Вычислить F(t) = \{ f(x, и, г) dS, где 
xtyte=t 

I1— ?—y— 2, если P+yt2<l; 

Р(х, у, 2) =| 0, если x? + y? 22 > 1. 

Построить график функции и = F (0. 
Решение. Перейдем к новой системе координат Ох!у:г21, повер- 

нув систему Oxyz так, чтобы направление оси Oz, совпало с направ- 
лением нормали к плоскости х-и--2г2={. В новой системе коорди- 

. t 
нат уравнение этой плоскости примет вид 2] = T = УЗ поскольку ее 

lt 
расстояние r(f) от начала координат равно r(t) =|T |= "es . Если 

г > те. {> УЗ, то единичный замкнутый шар x -- Yi -- г <1 
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и плоскость 2,= 7 не имеют общих точек, в силу чего F(t) = 
(это следует из условия задачи). 

Осталось вычислить Ё (1) при |#| < V3. Задача свелась к вычисле- 
нию интеграла 

Fij= || feryrad= || афер Тали, 
ху 22 <1 xtty?<1—T? 

21 =Т 

Переходя к полярным координатам, находим: 

2% V 1—T? 

Fi) =\ de \ p(1— p*—T") dp = 

V1—T? 

0 
3 — t*)*, = In ((1— 79) — а =5 (1—7)? = т 

та ( 

Окончательно имеем: 
F(t) | 

д Ка 2\2 т Ро = [88 —#), если |< V3; 
0, если {| > УЗ. 

График функции изображен на рис. 27, 
Vi д Vat 332. Вычислить интеграл F (ft) = 

== \{ i (x, y, 2) dS, где 
Puc. 27 ху? 22—42 

ж  у?, если z> Vx? + y’, 
X,Y,2) = — 

MW у, 2) | 0, ecm z2<)V x+y? 

Решение. Из условия примера следует, что функция f(x, y, 2) 
отлична от нуля на той части поверхности (сферы радиуса 12|), кото- 
рая находится внутри области, ограниченной конической поверхностью 

z= Vx? + у?, поэтому имеем: 
2 7) ха 

FO= \\ + б-и || FESS. 
x? + y?+7 272 ote ‚УР Хх“ — Y 

z>V x2-+y? ey <> 

Перейдя в двойном интеграле к полярным координатам, получим: 

2 VE И рав _ 
F(t) =4|t ers з [4 [ее | уе = 
(УР + 2)!" = GH (8—5V 9), 

ptt 
V2 
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333. Вычислить интеграл F(x, y, г, Ё = ( (Е, м, ©) 45, где S— 
$ 

переменная сфера (& — х)? -|- (ny — и)? - ($ — 2)* =ЁРи 

Ct если И < a’; 
| (5, м, 6) = 0, если НН а, 

считая, что г = Уи 2 а >0. 
Решение. Перейдем к новой системе координат ОЁ 1.1 (1, совершив 

поворот осей системы O§&yC так, чтобы точка М (x, у, г) находилась 
на оси OC,. В новой системе точка М (x, y, г) имеет координаты &, = 0, 
ni =0, Cj =r и переменная сфера $ переходит в переменную сферу S’, 
уравнение которой & + ма - (и — г)* =Ё. 

Поставленную задачу теперь можно сформулировать следующим 

образом: вычислить интеграл F (x, y, г, В = (| fi (1, ni, (1) dS’, где 
5 

at { если § + yi + Ci< a’; 
fi (G1, ль 61) = 0, если жа a’, 

считая, что г >a>O0. 
Ясно, что при условии |r—|f||>a имеем f, (&, т, в) =0и 

F(x, у, 2,  =0. Если же [г— |< а, то f, ($, mm, ©) =1 
Пусть выполняется неравенство |г— |#|| < а. Требуется вычислить 

поверхностный интеграл F(x, и, z, 1) = \ | dS’. Исключая & из урав- 
$7 

нений eT + т, -- (1: — г)? = В, Cf -|- 7 + © =a", приходим к выводу, 

что обе сферы пересекаются по кривой, проекцией которой на плос- 
а? — {2 ry 2 2 

кость Oy; является окружность § + y, = Ё — ( 7 
2 

It) d&, ат 
Принимая во внимание равенство dS’ = у a at =, заменяем 

t? — E — 7 
1 1 

поверхностный интеграл двойным: 
$1 а 

F(x, y, 2, t)=|¢| Si Gt 
Vi Нм. 

Е ae (ее ry 
r+11<l—| a7 2 

Переходя в этом интеграле к полярным координатам, получаем: 

[je a?—{2 _ r\2 

2r ( Qr 2 

F(x, и, 2, i) =|t| [4 | — ede _ 

=2*| | ИВ— р? ™ и р 21 — и} = 
р= VFS -3] 7 2r 

вене 
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В силу условия a®—r*?< 0, имеем: [a?— 7? —?|=r+P—a?, 

F(x, y, =) =). 

Окончательно находим: # 

г (и |1! )? — 
гига @ (ШИ) ), вели ПИ г|<а; 

0, если || ¢|—r] > а. 

Вычислить следующие поверхностные интегралы 2-го рода: 

334. Г = \| xdydz-+ydzdx+zdxdy, где $— внешняя сторона 
$ 

сферы x? + y? + 27 = a’. 

Решение. Рассмотрим интеграл Г, = ( zdx dy; его можно пред- 
` 

ставить в виде суммы интегралов по верхней и нижней внешним сто- 
ронам сферы, которые обозначим соответственно S, и $: 1, = 

= \\ 2ах ау + | [ zdxdy. 
$ S+. — 

На поверхности $. выполняется равенство г = И a? — х? — и?, ана 

поверхности $_ — равенство г = —) а? — x? — у?. Пусть D — проекция 
поверхности 5. на плоскость Oxy. Поверхность $_ проектируется на 
D со стороны внешней нормали, образовывающей с положительным 
направлением оси Oz тупой угол, поэтому при замене интеграла по 
этой поверхности двойным по области О следует перед последним 
взять знак «—». В итоге получаем: 

Г Пия о И а? — р? 4 = 
р 0 0 

3 4 о 2\ |3 3 

\ x dy dz = \\ y dzdx = |, окончательно нахо- 
$ 

G
o
|
 =>
 

Из очевидных равенств 

o
>
 

num: J = 4xa°. 

338. 1 = || (y—2)dydz+ (e—x)dzdx+(x—y)dxdy, где S— 
S 

внешняя сторона конической поверхности x2 -{ и? = 2? (0 <2< 1). 
Решение. По формуле (10) имеем: 

[= \\ (и— 2) cos a + (2— x) cos B + (x — y) cos 1) dS. (A) 
$ 

Внешняя единичная нормаль к выбранной стороне конической поверх- 
ности образует с осью Oz тупой угол, поэтому в каждой из формул 

COS 4 = =x cos В = = 4 , 
75 72” _ 72 12 Иа? а, Ут 22, 

1 
cosy = 

EV ol? 2 
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перед радикалом возьмем знак «—». Принимая во внимание, что 

’ x , 79 72, 
z=Vxr'4+y’, 2,= 5) z, =~ (2% 0), V1 +2, +2, = И 2, находим: 

x y | 
cosa = —=, cos8 = —^— (2-2 0), cosy = — —=. 

2V2 , В 2V2 ( )s | V2 
Подставим полученные значения косинусов в (А) и, использовав 

равенство dS = У 2dx dy, перейдем от поверхностного интеграла к двой- 
ному. В результате получим: 

= (| Ц, — 9 \| (y — x) dx dy= 
р 

xefy? ch? xetiyh ch? 
Qn h р Qn 

=2 | (sin ¢ — cos $) 4 | p> ар = "| (sin @ — cos $) dp = 0 

(все точки рассматриваемой поверхности проектируются в замкнутый 
круг x? -+ 4? < h’). 

336. [= | x? dydz+ у?агах + 22dx dy, где $ — внешняя сторона 
) 

сферы (x — a)? + (y — 6)? + (2— 6) = В?. 

Решение. Рассмотрим интеграл J, = || 2 dx dy. Его можно пред- 
ъ ‘< 

ставить в виде суммы двух интегралов: J, = ( г. ах dy + (| г. dx dy, 
S4. $— 

где S, и э_ — соответственно верхняя и нижняя (относительно плос- 
KOCTH z= с) стороны поверхности 5, 

2, =c +V R? — (x—a)? — (y — 6)*, 24 = c— V R? — (x — a)? — (y — 6). 

Поверхности Si и S_ проектируются на плоскость Oxy в замкнутую 
область р — круг (х— а) -+ (у— 5) < R*, причем в точках (x, ци, 2), 
лежащих Ha S_, внешняя нормаль n образует с положительным направ- 
лением оси Oz тупой угол. Поэтому при переходе от интеграла 
по поверхности S_ к двойному интегралу по области D перед ним 
следует взять знак минус. Таким образом, справедливо равенство 

[= \\ 2dxdy—\\ 22 dx dy = \| (22 — 2°) dx dy = 
D D D 

= 4с | VR?—(@— a — y— 6) dx dy. 
D 

`В полученном интеграле перейдем к полярным координатам по форму- 
лам x —a=pcos¢, y—b=psing(0< 9 < 2"). После замены найдем: 

Qn R 3 

2 _ 8 НИИ 8 
Г = 40 | del РИ =3 tC (R? — р’) в = 3 eR’. 

оо 
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Рассуждая аналогично, получаем: 

2 8 3 2 8 3 [5 = \\y dz dx = 3 TOR ‚ 1s = \\ x dy аг = -; па К . 
5 $ 

Окончательно имеем: J = /, + 15 -+ [4 = 3 aR? (a+ 6+ ¢). 

$ 13. Формула Стокса 

Пусть © — ограниченная кусочно-гладкая двухсторонняя поверх- 
ность с кусочно-гладкой границей Г и пусть в некоторой окрестности! 
поверхности S функции P (x, и, г), Q(x, у, 2) и К (x, и, 2) непрерывны 
и имеют непрерывные частные производные первого порядка. Тогда 
справедлива формила Стокса 

__ 09 дР __ aR 99 _ дР _ 
Ne ae) du + [др ды) 424 + [55 — бу] ey 

=) P dx + Qdy + Ва. 
Г 

При этом стоящий в правой части интеграл представляет собой 
сумму интегралов по связным компонентам границы Г, на которых 
указано такое направление обхода, при котором, с учетом выбора сто- 
роны поверхности, поверхность © остается слева. 

337. Пусть С — замкнутый контур, расположенный в плоскости 
xcosa-+ ycosB -- 2с0$1 —р=0 (cosa, с0зВ, cos 7 — направляющие 
косинусы нормали к плоскости) и ограничивающий площадку ©. Найти 

dx ау dz 

T= cosa cos cosy}, 
x y 2 

С 

где контур С пробегается в положительном . направлении. 
Решение. В обозначениях формулы Стокса имеем: Р = 2с0$В — 

—ycosy, Я = хс051 — zcosa, К = ycosa — хсозВ. Применив формулу 
Стокса, получим: 

[= 2 { cosa dy de + соъаеах + e057 аи 

Принимая во внимание равенства dydz=dScosa, dzdx = 45 с0$8, 

dx dy = dS cos т, cos’ а + cos?8 + с0$* 1 = 1, находим: J = 2\ | dS =2B, 
5 

где В — численное значение площади поверхности 5. 
Применяя формулу Стокса, вычислить интегралы: 

338. [= фу dx + zdy+xdz, где С — окружность + у? - 2 = 
C 

=a’, x+y-+z=0, пробегаемая против хода часовой стрелки, если 
смотреть с положительной стороны оси Ох. 

1 Окрестностью поверхности $ называют любое открытое множество 5’, содер- 
жащшее $. 
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Pemenune. Применив формулу Стокса и взяв в ней в качестве 
поверхности S круг радиуса а, лежащий в плоскости x -+y-+z=0, 
получим: 

Г=— | | dydz 4-dzdx + ахау = — J J Сова cos + cos 1) 45, 
$ 

где cosa, с0$8, cOS y— направляющие косинусы нормали к поверх- 
ности < — плоскости x-+y-+z=0. Так как нормаль к этой плос- 
кости образует с положительным направлением оси Oz острый угол, 
то в каждой из формул для вычисления соза, cosB и Cosy (см. при- 
мер 335) перед радикалом возьмем знак <«-}-». 

. | 
Очевидно, cosa = с0$ В = COs 1] = УЗ, в силу чего имеем: 

I=—V3 | {ds =—V3xa% 
$ 

339. [= Фи—2) dx + (2 — x)dy+(x —y)dz, где С — кривая 
С 

хи = @а?, = + —1 (a>0, 4>0), пробегаемая против хода 

часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси Ox. 
Решение. Ilo. формуле Стокса имеем: 

[=—2 || dy dz + dedx + dxdy = —2\\ (cos a ++ cos В + cos y) dS, 
$ $ 

где 5 множество всех точек эллипса x? + у’ < а?, 421; 

cosa, cos8, с0$1 — направляющие косинусы нормали к плоскости 

= -|- > —=1. Множество точек S проектируется на плоскость Oxy 

в замкнутый круг x?7-+ и’ < а*. Поскольку нормаль к плоскости 

++ = 1 образует острый угол с положительным направлением 

оси Oz, то в каждой из формул для вычисления cosa, соз8, COSY 
перед радикалом следует взять знак «--». Переходя от поверхностного 
интеграла к двойному и принимая во внимание равенства 4$ cosa = 

= — и ахау = * dedy, dS cosB = —z,dxdy=0, 45$с0$1 = dx dy, 

получаем: Г = —2 || (1+ 4)dvdy = —2(1 +4) ха? = —2ка(а + 

ху? <a? 

+h). 

340. J = ф (y? + 2?) ах + (x? + 2%) dy + (x? - у?) 4г, где С-—кри- 
С 

вая Хх? + y? +27 = 2Юх, P+y? = 2х (0 < г< В, 2 > 0), пробегаемая 
так, что ограниченная ею на внешней стороне сферы vtyt2= 

= 2Rx наименышая область остается слева. 
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Решение. Применив формулу Стокса, получим поверхностный 
интеграл 

[= 2\ | (и— 2) dy dz + (e— x) dzdx + (x —y) de dy = 
$ 

=2 | (у— 2) соза + (2 — х) cos8 + (x — и) cos 1) dS, 
$ 

где $ — кусок сферы x? + у? + г* = 2Юх, вырезанный из нее цилинд- 
ром x? -++ и’ =2rx, cosa, с0зВ, с0$1 — направляющие косинусы нор- 
мали к поверхности $. Вычислим направляющие косинусы, принимая 
во внимание, что нормаль образует с положительным направлением 
оси Oz острый угол и что z=V 2Rx—x?—y?. Имеем: cosa = 

= < cos В = ul с0$ 7 = Так — ’ — ’ — . 

У таг РУ та 27 Уна 2” 

как поверхность S проектируется на плоскость Oxy в замкнутый круг 
x? -- y? < 2Qrx, то поверхностный интеграл приводится к двойному 
интегралу, взятому по этому кругу: 

[—9 i (Gode— DFE OY 4 ¢—y)dedy = 2R (( ((— 
x?ty? <2гх ху < 2гх 

9] de dy = 22 Re, так как || “ dx dy = 0. 
2 x*+y? <2гх 

341. J = ф (y? — 22) dx + (22 — х?) dy + (х? — у?) dz, где С — сече- 
С 

ние поверхности куба 0 < х<а, O<y<a, 0<z2<a плоскостью 
3 в 

хуи г = -5 а, пробегаемое против хода часовой стрелки, если смот- 

реть с положительной стороны оси Ох. 
Решение. С помощью формулы Стокса получаем поверхностный 

интеграл 

1=—2 | | Y+2dyde +(e 4 x) dede + (х-+ )ахау = 
$ 

== —2|\ (у-- 2) соза - (z+ x) cos B + (x +y) cos 1) dS, 
$ 

3 
где S — множество точек плоскости x*-+y+z2= +4, ограниченное 

. . | 
замкнутой кривой С, причем cosa = cos В = с0$ = УЗ: Нам остается 

лишь привести поверхностный интеграл к двойному. Проекция D поверх- 
ности S на плоскость Oxy является объединением множеств D, = 

=0<х< 4, Я хх у<а| И р: =|1 <х<а, о<у<За—х. 
2 2 

Таким образом, принимая во внимание равенство 2 = ар—х— у, 

выполняющееся на поверхности $, и равенство dS =V3dxdy, полу- 

чаем: / = — ба И dx dy = — ба В, где В — значение площади замкну- 
р 

той области D, 
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Окончательно имеем: 

3 

> yas 
B= || у + || de dy = \ de ( dy + fd dy = 

. > — > 

>. а a\* а 

ее! (3a—x} и "+3 (¥—x) > 

2 а 

=+@,1=— 30 

342. [= y?2? dx + х?2? dy + х?у?42, где С — замкнутая кривая 
С 

Хх =acost, y=acos2t, г = асо$ ЗЕ, пробегаемая в направлении возрас- 
тания параметра 2. 

Решение. При изменении ¢ от 0 до т подвижная точка М (x, у, 2) 
пробегает кривую С от точки М (а, а, а) до точки М, (—а, a, —a), 
а при изменении Ё от т до 2x точка М пробегает ту же самую часть 
кривой С в противоположном направлении — от точки М, до точки Му. 
Таким образом, точки замкнутой кривой С взаимно накладываются 
и кривая С не ограничивает никакой поверхности, вследствие чего / = 0. 

oN 

343. Доказать, что функция w(x, и, 2) = ki | COS ae п) 15 (Е = 
‘< Г 

= const), где 5 — кусок поверхности, ограниченный контуром С, n — 
нормаль к S H г— радиус-вектор, соединяющий точку пространства 
М (x, у, 2) с текущей точкой А (ЕЁ, 4, ©) контура С, является потенциа- 
лом магнитного поля Н, созданного током 1, протекающим по контуру 
С (см. пример 311). 

Доказательство. Применяя формулу Стокса к функции 

H; = ki f PVRS ETI", 

полученной при решении примера 311, находим: 

Н: = #1 (25—36 (и — 9 соза + (у— 9) cos В +- 
‹ 

+L (2 — cos 1) 4$, 

где $ — поверхность, ограниченная контуром С. 
Записав w(x, у, г) в виде 

w(x, Y, 2) = ki (аа и 208 1 dg 
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и продифференцировав по переменной x, получим: 

oe = (S82 4 3E=9 (x — 9) co 0 + y—1)cos 8 + 

5 

- (2 — 0 cos 10} 45, 

__ Jw (x, У, 2) откуда вытекает равенство H; = Е Аналогично =H, = 

— — 20 ame ЗЕ: = — 2% ed 2 Вектор H(x, y, 2) из примера 311 

можно представить в виде 

Н (х, у, z= —(i me, = 24 gee y, т у, 5). 

В этом случае функцию W(x, у, 2) называют потенциалом поля Н. 
Так как точка М (х, и, 2) лежит вне контура С, то операция диф- 

ференцирования по параметрам x, у, г была законной. 

$ 14. Формула Остроградского 

1?. Пусть $ — кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая 
область У’, и пусть функции P (x, и, г), Q(x, и, г), R(x, у, 2) непре- 
рывны в V’ +S и имеют непрерывные частные производные первого 
порядка в У’. Если существуют тройные интегралы (быть может, как 
несобственные) по области У’ +S от каждой из частных производных 
функций Р, О и К, то справедлива формула Остроградского 

УЕ +29 24 98) de dy de = | (Р cosa + Qcos 8 + Rcos 7) dS, 
у’--5 

где со5х, с0$8, с0$1 — направляющие косинусы внешней нормали 
к поверхности $5. 

2°. Положив в формуле Остроградского P=x, Q=y, К=2, 
получим формулу для вычисления объема У области У’-- 5: 

У=З | [ (xcosa + ycos 8 + 2008 +) dS. (1) 
Ss 

344. Доказать, что если $ — замкнутая простая поверхность ие — 
oN 

любое постоянное направление, TO | cos (n, е) dS =0, где п — внеш- 
5 

няя нормаль к поверхности 5. 
Доказательство. Пусть е = {0$ в, COS By, COS Yo} — единич- 

ный фиксированный вектор. Тогда можно написать равенство COS (1, е) = 
= (n, е) = соза COS a, + cos 8 cos Во + COSY COS Yo. Применив формулу 
Остроградского, получим: 

| cos (И, ‚е) 4$ = (ПЕ Са ++ 5, C08 By - 5 о cos то) dv dy dz = 0. 
VES 
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345. Доказать, что объем конуса, ограниченного гладкой кониче- 
ской поверхностью F (x, и, г) = 0 и плоскостью Ах + By + Сг О ==0, 

S 
равен И = -s-» Te $ — площадь основания конуса, расположенного 

в данной плоскости, Н — его высота. 
„Г оказательство. Не ограничивая общности, можем считать, 

что вершина конуса находится в начале координат, а плоскость, в кото- 
рой лежит основание конуса, пересекает положи- 
тельную полуось Oz (этого всегда можно до- 
биться путем линейного преобразования коорди- 
нат). Воспользуемся для вычисления объема ко- 
нуса формулой (1), записав ее в виде 

Vm [945+ {ler mas, 
51 

rae S; — основание конуса, $. —его боковая по- 
верхность, г = {х, у, 2} — радиус-вектор точки 
М (x, у, 2) на поверхности конуса, п = {cosa, 
cos 8, созу} —единичный вектор нормали к по- 
верхности в точке M(x, y, 2). Поскольку Ha бо- Рис. 28 
ковой поверхности конуса в каждой ее точке 
векторы ги п ортогональны, то (r(M), в(М)) =0, вследствие чего 

получаем равенство \{ (г, n)dS = 0. 
S3 

Таким образом, имеем формулу V=5 | (г, п) 45. На поверхности $} 

5, р 
выполняется равенство 2 = — a Хх — = и — с ‚ Поэтому получасм: 

Cos ‘ cos В 2 cos <_ $ — ; = — ; = 

И ВЕС: ИУС ТПУ ЕВС? , 
р DS V=— _ = 

ЗУ 4? -- В*- С? || 4s ЗУ А? -- В? -|- С? ' 
5, 

где 5 — площадь основания конуса. Как видно из рисунка 28, спра- 
р 

= ‚ где H — высот УТЕС, р 
конуса. Таким образом, окончательно получаем: У == 

ведливо равенство Н = — = cos 7 = — 

“3 › Что и тре- 

бовалось доказать. 
346. Найти объем тела, ограниченного поверхностями z= + с, 

x =acosucosu -- bsinusin 9, у =acosusinu—bsinucosv, z= 
= csinu. 

Решение, Прежде всего найдем все те значения параметров 
и и о, принимая которые, подвижная точка М (x (и, v), и(и, о), 2(и,5)) 
описывает всю боковую поверхность тела. Рассмотрим сначала случай, 
когда с >> 0. В сечении тела плоскостью г = 0 получаем круг x? + у? < 
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< а* (при этом и =0, O<u<2r). Если 2 = с, то и = + 5x? + 

+y<b, O0<u<2zn, т.е. верхним и нижним основаниями тела 
являются круги радиуса 6. Обозначив через D искомое множество 

значений параметров и и 9, будем иметь: D = |= < и< 5, 0 < 

<< 2... 

Если а? > Ь?, то при 2 > 0 единичный вектор нормали п в каждой 
точке соответствующей части (верхней половины) боковой поверхности 
тела образует с положительным направлением оси Oz острый угол; 
если же a® < 6?,— то тупой угол (рис. 29, 30). 

“| 

Puc. 29 Puc. 30 

Для вычисления значения объема воспользуемся формулой (1), 
| 

записав ее в виде (см. пример 345) V=3¢ (г, п) 45, где. символом 

$ 

bb обозначено интегрирование по всей поверхности тела.’ Интеграл по 
$ 

замкнутой поверхности S представим в виде суммы интегралов по 
верхнему основанию тела S,, нижнему его основанию $. и его боко- 
вой поверхности Ss: 

= [(( (м, п) а$ + (((r, паз + (((r, n)dS). (и, У Ци” 

$1 

На поверхности $: выполняются равенства = {0, 0, 1}, r= {х, у, с}, 
в силу Чего (г, и) = с, а на поверхности $55 имеем п = (0,0, —1}, 
г=(х, у, —c}, поэтому (г, п) =с. Учитывая, кроме того, что в каж- 
дой из плоскостей г = + с справедливо равенство dS = dx dy, полу- 
чаем: 

| (г, п) 45 =\( (г, п) 45 =с \| dx dy = nb*c. 
$: $; ху? <b? 
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Для вычисления значений cosa, созВ и cosy на боковой поверх- 
ности тела рассмотрим матрицу 

Xu Xo —asinucosuv-+ bcosusinu —acosusinu + bsinucosv 
Yu Yo | =| — asinu sinv— bcosucosv acosucosv-+ bsinusinv 

2и 2, C COS и 0 

D (и, 2) D (2, x) 
A — - — —С —- > = И ее  миноры Био) х(и, и) сози, В Би 5) 

D(x, y) у = — СИ (и, v)cosu, C= = (5? — a’) зп и сози. Исходя из формулы 
D (u, v) 

cos 7 = (см. п. &°) и принимая во внимание замечание И AE B+ С 
о направлении вектора единичной нормали в каждой точке боковой 
поверхности тела при 2 >0, а также неравенства С < 0 при а? >> 6°, 
С >0 при а? < 65°, приходим к выводу, что в обоих случаях перед 

радикалом У A? + B? + С? следует взять знак «—». Интеграл по поверх- 
ности 5. заменим соответствующим двойным, приняв во внимание 
равенство dS = А? + В? + Саи 4. При этом получим: 

\\ (=, 45 =— || (Мхи, 0 4+ Вии, 0) +Cz(u, аа = 
Ss D 

= — И (— c(x* (и, v)+-y? (и, v)) cos u+-(b°—a’) г (и, и) sin ucos и) du dv = 
D 

7 

2 

= ac | | сози du do — ас \ cos и и | du = 4 ка? с, 
D 0 

Складывая найденные значения, при с > >> 0 имеем! 

v=+ 5. "а о == $ вс +) 

Если с< 0, To, как легко убедиться, получим равенство 

2 

3 +5 

Объединяя оба случая, можем написать окончательный результат: 

У =[ 21 (2+). 

С помощью формулы Остроградского вычислить следующие поверх- 
ностные интегралы: 

347. [= | х? ауаг - у’агах + г’ахау, где $ — внешняя сторона 
$ 

границы куба 0 < x<a,O0<cy<a,0<z<a. 
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Решение. Применяя формулу Остроградского, получаем: 

1=2 (| ради = 2{ dx (dy fe ty +a)dem 
0<х«а 
O0<y<a 
0<z<a 

a 

а | (вери) 2 [ходах = Set 
0 0 

348. Г = |} хз диаг - уз агах | 2 ахау, где $ — внешняя сторона 

сферы x? Чи +2 = а^. 
Решение. Используя формулу Остроградского, находим: 

1=3 | (Ну 2) dx dy dz, 

где У — шар х? -Н и” -{ г? <a. Перейдя к сферическим координатам, 
получим: 

T т а 

[= 3\ sing de [48 { p*dp = о. 
д 6 6 

349. [= \\@—gt г) dy dz + (у— z+ x)dzdx + (2г— х у dx dy, 
$ 

где 5$ — внешняя сторона поверхности |x—y-+2z|+|y—z+x|+ 

+|z—x+y|=1. 
Решение. Обозначим через У” тело, ограниченное поверхностью $. 

Применив формулу Остроградского, получим: 

[= NS laee—y ta tau юные) dx dy dz == 

= 3\\\ dx dy az. 
у, 

Произведем в интеграле замену переменных, положив и = х— и -{ 2, 
vu=y—z2+%x, w=z—x+y. Учитывая, что 

D(x, и, 2) _ | | i 
D (и, v, и) Рио —1 i 

1 —1 
Руа | 1 1 

находим. 

1 1-—и—о 

3 =F ANN audodw=6 || tudo do=6 {de fae \ dw = 
42 0, 02% ш> 0 

l—u 

= 6 au | (Iu 94-65 du = (1 и = 1. 
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350. J = (| (x? cos a-+-y* cos 8-- 2? cos x) dS, где $ — часть конической 
5 

поверхности x2-+ у" = 2? (0О<2< А) и cosa, cos®, cos y — направляю- 
щие косинусы внешней нормали к этой поверхности. 

Решение. Мы не можем воспользоваться формулой Остроград- 
ского, поскольку поверхность незамкнута. Рассмотрим замкнутую поверх- 
ность S,, которую получим, присоединив ко всем точкам поверхности 
$ множество точек 5. круга x*-+ у? < #*, лежащего в плоскости 
2 =. Тогда можем написать равенство 

[= \ г cosa + y*cos В + z2*cos 7) dS — | lu соза-- и’ созВ-- 2*с0$1) dS. 
$ $1 

К интегралу, взятому по поверхности $:, можем применить формулу 
Остроградского, а на поверхности $. имеем: cosa = cos? =0, cosy = 
=1, 2 = /?, dS =dxdy, поэтому получаем: 

2 [((и-у-+ дах Sl dedy = 
у! x?ty? <h? 

= 9 ий (x + y+ г) ахауаг — кй\, 

где У; — множество точек (х? - у? < #?, Ут у <<. 
В тройном интеграле переходим к цилиндрическим координатам. 

Находим: 
27% h Ah 

(\\ w+y +2)dedyde = \ de | pdp | (p (cose + sing) +. 2) dz = 
6 0 ; у 

on В 

=| de an о (h — р) (cose + sing) +%—%) рр = Eh’ 

п у" 

Окончательно имеем: /[ = > ht — «ht — — 5 дл. 

Доказать формулу 

1}; — ЧЕ Чл аб = > >| J 05 (2, п) dS, 

где 5 — замкнутая поверхность, ограничивающая объем У, п — внеш- 
HAA нормаль к поверхности S в текущей ее точке (6, 7, 0), г = 

=И(Е— хх)? + (1— и)? + (C —2)? и г— радиус-вектор, идущий от точки 
(x, у, 2) к точке (§, 7, 0). 

1 ™ as (г, п) 
Доказательство. Пользуясь равенством соз (г, n) = —— и при- 

меняя к поверхностному интегралу формулу Остроградского, получаем: 

>| сов (и, 1 1) 4$ = || п) 19 = 
$ 

= — С —2 
> оз а -- i— COS В 8 + — cos 7) dS = 
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r r д 

\\(F— УИ 9) ата = 

Г 

=] || + ded ds = SV 7 di dy db, 

что и требовалось доказать. 
352. Вычислить интеграл Гаусса 

I (x, y, 2) = _ о (г, в 

где 3 — простая замкнутая гладкая поверхность, ограничивающая объем 
У, п — внешняя нормаль к поверхности S в ее точке (1,0), r— 
радиус-вектор, соединяющий точку (x, у, г) с точкой (& т, C), иг = 

= УИ (Е — х)* + (1 — У + (— 2). 
Решение. Рассмотрим два случая: а) поверхность S не окружает 

точку (x, и, 2); 6) поверхность S окружает точку (x, у, 2). 
В случае а) можем применить к поверхностному интегралу формулу 

~ (r, 7) 
Остроградского. Используя равенство со$ (г, и) = а ‚ получаем: 

re w= SSF 
= JIS (a ааа dt = 
= {fi (=— SG Жи = 

BE) +205) +2 aaa 

“cosa + +4 )dS = 

r® 

(Ио иже 
у 

В случае 6) рассмотрим произвольный объем У, CV, ограниченный 
простой замкнутой поверхностью $: такой, чтобы эта поверхность 
окружала точку (x, и, 2) и чтобы каждая точка этой поверхности была 
внутренней точкой объема У. Обозначим через У, множество точек 
У —И,, а границу этого множества — через Sy. Множеству 5. принад- 
лежат все точки поверхностей S и S,. Рассмотрим интеграл 

Iy(x, y 2) = \\ Sas = || Ga" ds + || “5? as. 

Здесь при обходе поверхности $, вектор единичной нормали п направ- 
лен во внешнюю по отношению к У. часть пространства. 

Рассмотрим также интеграл по поверхности S,, ограничивающей 

объем Ул: J. (х, y, г) = (| as. Здесь вектор единичной нормали 
5 4 
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направлен внутрь объема V,. Если рассмотреть сумму интегралов /, и 
I,, то в правой ее части интегралы по поверхности $: взаимно унич- 
тожаются (вследствие противоположного направления единичных век- 
торов нормалей в каждой точке), и мы получаем равенство /[ = 1, + /o. 

Поверхность S, не окружает точку (х, и, г), поэтому к интегралу J, 
применима формула Остроградского, а на основании результата, полу- 
ченного в случае а), можно написать равенство /, = 0. Таким образом, 
имеем равенство / = [›, причем интеграл [5 можно взять по любой 
простой замкнутой поверхности S,, окружающей точку (x, и, г). В каче- 
стве поверхности S, возьмем сферу достаточно малого радиуса е > 0. 
При этом получим: 

22 

I(x, y,2)=\| Pas =. \\ds = 4х, 
r Е 

$1 51 

так как на поверхности $; векторы f и M коллинеарны и выполняется 
равенство Г = в. 

353. Тело У’ целиком погружено в жидкость. Исходя из закона 
Паскаля, доказать, что выталкивающая сила жидкости равна’ весу жид- 
кости в объеме тела и направлена вертикально вверх (закон Архимеда). 

Доказательство. Согласно закону Паскаля, погруженная в 
жидкость площадка испытывает давление, направленное по нормали 
к ней и равное весу столбика жидкости, основанием которого служит 
площадка, а высота столбика равна глубине погружения. 

Пусть тело У’ ограничено гладкой (или кусочно-гладкой) поверх- 
ностью S и в — удельный вес жидкости. Выберем систему координат 
Охуг так, чтобы свободная поверхность жидкости совпадала с плоско- 
стью Oxy, а ось Oz была направлена вверх. Рассмотрим элемент по- 
верхности ds, площадь которого dS, и пусть М (x, у, 2) — произвольная 
точка, принадлежащая-этому элементу. Согласно закону Паскаля, можем 
написать приближенное равенство АР (М) = вги (М) 4$, где n(M)— 
единичный вектор нормали к поверхности в точке М, 2 — аппликата 
ЭТОЙ точки. 

Суммируя по всем бесконечно малым элементам do, приходим 

к формуле Е=ь |) гп (М) а$ = iv | zcosadS + ju | zcos В dS + 

+ kp. | zcos 7d. 
$ 

Применив к каждому поверхностному интегралу формулу Остро- 
градского, убеждаемся, что 

| | 2соза 4$ = | zcos В dS = 0, || zcos yds = | dx dy dz =V, 
$ $ $ у 

где У — значение объема тела У”. 
Окончательно получаем: F = kuV = ЕР, где Р — численное значе- 

ние веса тела У”. 
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$ 15. Элементы векторного анализа 

Г. Скалярные и векторные поля. Говорят, что задано 
скалярное поле, если каждой точке М пространства (или некоторой 
области пространства) поставлено в соответствие некоторое число f (М) 
(например, поле давления в атмосфере, поле плотности сплошного 
распределения массы в объеме У ит. д.). 

Если каждой точке М пространства (или области пространства) 
поставлен в соответствие некоторый вектор Ю (М), то говорят, что зада- 
но векторное поле (например, поле тяготения системы масс или сплош- 
ного распределения массы в ограниченном объеме, поле плотности 
импульса, поле плотности тока, поле магнитной силы и т. д.). 

2°. Плотность аддитивной функции областей. Вос- 
становление аддитивной функции по ее плотности. 
Пусть Ф (0) — аддитивная функция компакта С, то есть функция, 
удовлетворяющая условию 

Ф (Gy + Ge) = Ф (Gy) + Ф (Ge) 

для любых двух компактов без общих внутренних точек. Число 

._ Ф (0) 2 (М) = lim, 
G+M 

где mG—Mepa G, называется истинной плотностью фучкции Ф(() 
в точке МЕС. | 

Если плотность ф (М) аддитивной функции областей Ф (С) непре- 
рывна или кусочно-непрерывна, то для всякого компакта G справедли- 
ва формула 

© (G) = | $ (М) 46. (1) 
G 

3°. Дифференциальный оператор Гамильтона. Пусть 
o(M), Ю (М), ... — множество скалярных и векторных полей, имеющих 
непрерывные производные по всем координатам, и пусть T(p)=T (p; 
$ (М), Ю (М), ...)— некоторое выражение, имеющее смысл скаляра 
или вектора, линейное относительно произвольного вектора р: 

Г (441 + вр>) = aT (pi) + tf (pr), 

где a1, а› — произвольные вещественные. числа. 
Пусть р = ай - bj | ck; тогда, в силу линейности Т, имеем: 

Т(р) = aT (i) + 6T (J) + cT (R). (2) 

Положим по определению 

TW=FTH+ETN+ETO (3) 
заменив BO (2) компоненты вектора р символами дифТеренпирования 
по xX, ии 2 соответственно. 

Символ y (нкабла) называется дифференциальным  спертором 
Гамильтона. 
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В векторном анализе наиболее важными выражениями Т, о которых 
упоминалось выше, являются: 

а} Т(р; <) = рз?(М) (2 скаляриая функция); 
6) T(p; R(M)) = (р, Ю(М)) (скалярное произведение); 

\ Т(р; R(M)) = [p, Ю (М) (векторное произведение). 
На основании (3) получаем: 

; . 92 (М Oo (М х (М a) T(y) = НН eS, 
ОХ (М VW (М 27 (M ; 

6) T(y) НР +, если R(M) = (Х(М),У(М), 
Z(M);; a 

Е] Rk | 
= од д [eZ OY ‚ [ОХ OZ OY OX 

В EW) = | ag ду Oz (Я ox). 
XY Z 

Вектор, стоящий в правой части a), называется градиентсм скаляр- 
Horo поля $ (М); выражение, стоящее в правой части 6), называют 
расходимсстью (или дивергепцией) поля А (М); вектор, стоящий в пра- 
вой части в), называется вихрем (или ротором) поля Ю(М). 

Строгие определения градиента, дивергенции и ротора будут даны 
ниже. 

4°. Производная поля ¢(M) по направлению. Гради- 
ент скалярного поля. Пусть ‹ (М) — скалярное поле, определен- 
ное в области У пространства (x, у, 2), (Г) — произвольная крив: я 
лежащая в У и проходящая через фиксированную точку М, Е\У, Al— 
длина дуги кривой (Г) от точки М, до точки М. Если существует 

at) _ $ (M) — ¢ (Mo) конечный предел отношения при М -> M,, то on 
Ad _ Al 

называется производной поля o (M ) в точке Мо вдоль линии (1) и сбо- 
9$ (М 

значается символом Lf о, 

9$ (Мо) — lim ¢ (М) — ¢ (Mo) 

01 4/0 Al | 

Если функция o(M) дифференцируема в точке Му, то ee производ- 
ная вдоль линии (Г) существует, и для всех линий, выходящих из точки 
Мь, с одной и той же касательной ® = {COS aj, COS By, с0$711} величина 
этой производной одна и та же, а сама производная называется про- 
изводной по данному направлению % и вычисляется по формуле 

0$ oe ) ae oY ae =(grad о (Мо), 7) = EY cos a,+--— О со sB, + —<— cos 11. (4) 

М) 9(М М 
Вектор вга@х (М,) = [7 С о) , i. о) , 09 ‘ a направлен из точки 

М. в сторону наискорейшего возрастания функции $ (М), а по абсо- 
лютной величине равен производной поля © (М) в этом направлении. 

На гладкой поверхности уровня $х (М) = С (С =const) касательная 
плоскость в точке My ортогональна к вектору 5гад (Мо). 
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5°. Потенциальные векторные поля. Работа силово- 
го поля. Циркуляция поля. Любое векторное поле Ю(М), сов- 
падающее с полем градиента некоторого скалярного поля ¢(M), назы- 
вают потенциальным векторным полем, а функцию o(M) называют 
потенциальной функцией, или потенциалом поля В (М). 

Если вектор поля Ю (М) имеет физический смысл силы, TO потен- 
циальная функция х (М) имеет физический смысл работы. Работа А 
силы К (М) на пути L из точки М, в точку М, вычисляется по формуле 

A= | (К (М), +(M)) dl, (5) 
MoM: 

где * (М) —единичный вектор касательной к кривой Г, в точке М. 
В силу условия Ю (М) = grade (М), из (5) получаем: 

А=з(М,) —+(Му, (6) 

т. е. работа силы R(M) на пути М.М, равна разности значений потен- 
циальной функции ¢ (М). 

Если К (М) — произвольное непрерывное векторное поле, то инте- 
грал по замкнутому контуру Г. 

(R(M), +(м)) dl (7) 
L 

называется циркуляцией поля R(M) no Kkonmypy L. 
Циркуляция потенциального векторного поля по всякому замкну- 

тому контуру равна нулю. Справедливо и обратное утверждение: если 
циркуляция непрерывного векторного поля А (М) по любому замкну- 
тому контуру равна нулю, то поле потенциально. 

6°. Поток и расходимость векторного поля. Пусть $ — 
конечная гладкая (или кусочно-гладкая) поверхность, а ВЮ (М) — про- 
извольное векторное поле, заданное в некоторой области У, содержа- 
щей все точки поверхности S. Выражение 

w(R; 5) = | | (К (М), п (М) 45, (8) 
К 

где п (М) —единичный вектор нормали, характеризующий сторону по- 
верхности, называется потоком поля Ю (М) через поверхность S. Вычи- 
сление потока является линейной операцией. Если поверхность 5, огра- 
ничивающая объем ИУ, замкнута и существует предел при стягивании 
объема У в точку Р, 

lim SS (К; 5) , 
У-Р AV 

то мы называем его расходимостью, или дивергенцией поля R в точке 
PéV и обозначаем символом div R(P): 

div R(P) = lim Ww фф (В (М), п (М) а5. (9) 
$ 
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Таким образом, по определению, div R(P) есть плотность addu- 
тивной функции областей — потока векторного поля В через замк- 
нутую поверхность 5. 

В случае, когда компоненты поля А (М) = {X (М), У (М), 2 (М)} 
й Уд 

имеют пепрерывные частные производные 5, 5° И у, В объеме У, 

справедлива формула 

. OX (Р) УР Р divR(P) =P + + В, (10) 

получаемая на основании определения 9) формулы Остроградского и 
теоремы о среднем. 

С помощью оператора Гамильтона у можно написать: div Ю (Р) = 

=(y, R(P)). 
7°. Вихрь векторного поля. Пусть АЮ (М) — произвольное 

векторное поле, заданнсе в конечной области У с гладкой (или кусоч- 
но-гладкой) границей 5, m(M)— единичный вектор внешней нормали 
к поверхности S в точке М. Вектор-функция 

Q(V) = HD In (М), R(M)\ dS (11) 

называется циркуляцией поля В (М) по границе области У. Если суще- 
ствует предел при стягивании объема У в точку Р 

9 (У) 
q(P) = lim Vv? (12) 

то вектор q(P) называется вихрем, или ротором поля R(M) в точке 
РЕ\ и обозначается символом rot R(P): 

rot R (P) = lim hp [п (М), В (Ма. (13) 
” $ 

Таким образом, по определению, rot R(P) есть плотность аддитив- 
ной фучкции областей — циркуляции векторного поля по границе 
области. 

Если компоненты Х, У и Z поля Ю имеют непрерывные частные 
производные по х, уи 2, то вектор вихря поля R(M) в точке РЕ! 
можно вычислить по формуле 

ij Rk 
_|a @ д _ ,(dZ(P)  дУ(Р) 

rot (Р) = [55 ду ae =i( dy oe )+ 
X У Z \m=p 

(aX (P)  aZ(P) aY(P)  @X(P) 
+ J/ 02 0х } k | 0х 90 } (14) 

С помощью оператора Гамильтона можно написать равенство 

rot R(P) = [у, R(P)I. 
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Если область S на некоторой кусочно-гладкой поверхности ограни- 
чена кусочно-гладким контуром L, а компоненты поля Ю(М) имеют 
непрерывные частные производные в S-+L, то справедлива формула 

ф(®(М), =(мМуа = \\ (rot R(P), п (Р)) dS, (15) 
L S 

где и — единичный вектор нормали к поверхности $, 7% — единичный 
вектор, касательный к контуру Г. и направленный в положительную 
сторону относительно вектора mn. Формулу (15) называют форлулой 
Стокса. 

Определение. Если в каждой точке М области У выполняется 
равенство го В (М) =0, mo поле В (М) называют безвихревым. 

Теорема 1. В односвязной области всякое безвихревое поле по- 
тенциально. 

8. Дифференциальные операции первого порядка. 
В выражениях Т (у; (М), Ю (М), ...), рассмотренных в п. 3°, можно 
производить любые тождественные преобразования, допускаемые прави- 
лами линейной алгебры, считая при этом символ Y вектором, например: 

V ($1 + $2) = Уф: + Уф», 
(у, Ri + Re) = (у, Ri) + (у, К.), (16) 

[v; R, + Ro] = [у, Юй + [y, Rel. 

Теорема 2. Если символ у действует на произведение (числен- 
ное, скалярное, векторное) двух величин, то результат можно пред- 
ставить как сумми двух слагаемых, в каждом из которых у дей- 
ствует на один из сомножителей и не действует на другой анало- 
гично правилу обычного дифференцировачия произведения. 

354. Пусть и = ху— 2. Найти величину и направление gradu 
ди 

в точке М (—9, 12, 10). Чему равна производная : 57 В направлении- 

биссектрисы координатного угла хОу? 
Решение. Используя определение градиента, получаем: gradu (М) = 
ди (М ди (М ди (М = (2), об, uM 1, 9, 20), | gradu (M)| = 

= 25. Направление gradu(M) определяется вектором 

__ grad и (М) = __ 9 = | 
е(М) = Гага и (М) = 98? — 55’ BS = {COS a, COS Bj, COS yz}. 

Единичный вектор %, выходящий из начала координат в направлении 
| 

биссектрисы первого координатного угла, имеет вид: tT = 7 75° о 

По формуле (4) получаем: 

ди 12 9 3 
5] = (grad u(M), «) “V5 Va Vo 

355. В каких точках прострапства Oxyz градиент поля u =x? + 
-|- 13| 2? — 3ху2: а) перпендикулярен к оси Oz; 6) параллелен оси 0:2; 
в, равен нулю? 
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Решение. Согласно определению, имеем: gradu(x, у, г) = 
= 13 (х* — уг) + j3(y? — xz) + ЕЗ (2 — ху). В случае а) должно выпол- 
няться равенство г’ — ху = 0, откуда получаем 22 = xy. 

В случае 6) вектор gradu(x, y, 2) коллинеарен вектору №, вслед- 
ствие чего в каждой точке искомого множества должны одновременно 
выполняться равенства: х? — уг =0, у? — хг =0. Исключая из них 2, 
находим: х° — и? =0, откуда x =y u x?+ ху- у =0; второе равен- 
ство выполняется лишь в том случае, когда х=иу=0. Подставляя 
х =и в любое из исходных равенств, получаем: х = у =z. 

Таким образом, градиент поля и = x? + /3 + 2? —Злхуг параллелен 
сси Oz в точках х=иу=0и в точках x =y =z. 

В случае в) получаем равенства х?— уг =0, и’ —хг=0, у — 
— ху = 0, которые должны выполняться одновременно. Используя 
результат, полученный при рассмотрении случая 6), находим: х = у = 2. 

356. Дано скалярное поле и =п - re r= (x—a)?-+(y—b)*? (2—6). 

В каких точках пространства Охуг выполняется равенство | gradu| = 1? 
ди x—a ди 

Решение. Принимая во внимание равенства de dy = 

y—b ди _ 2—с . 1 _ 
= —5^, 5; = — a Получаем | gradu | = —. Равенство | grad и |= 

== | выполняется Ha сфере единичного радиуса с Центром в точке 
М (a, 6, с), т. е. на множестве точек г = I. 

о Xx 
357. Найти угол о между градиентами поля и = ира ВТОЧ- 

ках 4 (1, 2, 2) и В (—3, 1, 0). 
Решение. Косинус угла © вычислим по формуле 

__ (ога и (A), grad и (В)) 

COS? = Гугааи ГА) ета и (В) |" 

Обозначив 7? = x? + y?+ 27, последовательно получим: и == ее о — 

] 2х ди oxy Ou x? = _ титА Ou (A) 
мод м} д2- я, 1 (A) =3, г (В) = V 10, Ox — 

_ 7 ou(A) _4 0и(4) _ _4 ди(В_ _2 ди(В) _З3 ди (В) _ 
~ 81’ бу 81% oz 8’ ade 95’ ду 50’ az 

= 0, (ога и (А), gradu (B)) == = | ога и (А)| «| гад и (В) | = 54 , 

4.12 8 
COS? = 405 °90 = 9. 

358. Вычислить: а) grad r; 6) grad r?; в) grad , rer = х? -+ и? 4+ 2, 

Решение. Рассмотрим скалярное поле о (М) = [(г), где | (г) — 
дифференцируемая функция. Ее поверхности уровня — сферы с центром 
в начале координат О. Градиент поля o(M) направлен по нормали 
к сфере, то есть по радиусу ОМ. Функция f(r) возрастает, если Г’ (г) > 
> 0, и убывает, если |’ (г) < 0, поэтому вектор gradf(r) направлен 
в сторону возрастания г, если }” (г) > 0, и в сторону убывания г, если 
Ё (7) < 0, причем | gradf(r)| = [Г (”) |. В силу сказанного выше, имеем: 

grad f(r) =f’ (0) т, где r= {x, у, 2).



В случае а) 7’ (r) = 1, поэтому gradr = =; в случае 6) [ (г) = 2r, 

поэтому гад г” = 2r; в случае в) | (г) = —>, поэтому grad — = 

r 
=— _— — 

r3° 

359. Доказать формулу, у? (uv) =uy’v + оу?и +2(yu, уч), где у? 

== (У, У) =o, + ди 1 92 _ 
Доказательство. Напишем у? (uv) = (у, у (uv)) и воспользуемся 

правилами действий с помощью оператора Гамильтона. Получим: у (uv) = 

= оуи + иуо, (у, у (му) = (у, эуи) - (у, иуо) = oyu + (Ve, yo) + 
= иу“о - (уч, yu) =uy*v + vy7u + 2(уи, уч), что и требовалось до- 
казать. 

360. Доказать, что если функция и = u(x, и, г) дифференцируема 
в выпуклой области У и | gradu; < М, где М — постоянная, To для 
любых точек A, В из И имеем: | и (A) — и (В) | < Mp (A, В), где р(А, В) — 
расстояние между точками A и ВБ. 

Доказательство. Обозначая А = (%%, Yos 20), В = (х1, Yi» 2), 
р = {Xp — 1, Ш— И, 2% — 2} и используя свойство дифференцируемо- 
сти функции и, получаем: |и(А) — и(В)| =|du(C)|, rac С € V — неко- 

торая точка. Поскольку ди (С) = “2 (x, — х1) + a (Yo — 41) + 

ee 

4 SE) (и — аа) = (gradu (С), р) =|gradu(C)|+|p|cos(gradu(C), р), 
то праведлива оценка | и (A) — и(В)| < |gradu(C)|-!p| =| gradu(C)| x 
x р(А, В) < Мь(А, В), что и требовалось доказать. 

В 2? ъ 
361. Найти производную поля и= 3+ £44 в данной точке 

М (х, у, г) в направлении  адиуса-вектора г этой точки. В каком 
случае эта производная будет равна величине градиента? 

ди (М) _ г) _ 
5, = | gradu (М), а = 

= 4 (gradu (Мм), 8) 2и(М),гдег = VEEP TE 
Из условия a | sad u (М) получаем: изв i= “| Последнее 

равенство, Как легко проверить, выполняется, если а = b — С. 

362. Найти дивергенцию поля R = о ки 22 в точке -М (3, 4, 5). 
xe у? 

Чему приближенно равен поток вектора Ю через бесконечно малую сфе- 

py (#— 3) + и— 4+ (2— 5)? =? 
Решение. С помощью формулы (10) получаем: div R(x, у, г) = 

2 2 Ce x д 2 __x*—y 

= (узи) tal pee) toler) Зуи’ 
(x? у?) ° 

ди AC) 

Решение. По ee имеем: 

div Ю (М) = ты: 

Поскольку div R(x, и, 2) является плотностью потока и, то для 
вычисления точного его значения можно воспользоваться формулой (1), 
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взяв в качестве компакта замкнутый шар И = {(x —3)? + (y—4)? + 
-- (2—5) < =*}. Так как шар бесконечно мал, то можно положить 
Чу А (х, у, 2) = У К (М), (x, у, 2) ЕТ, и тогда легко найти прибли- 
женное значение потока и’: 

4 24 = || div R(M) de dy de = 55 wep Re = ae te 

363. Найти div(gradf(r)), где r= Их? -+ и? - 2%. В каком случае 
div (grad f (r)) = 0? 

Решение. В примере 358 мы получили формулу gradf(r) = 

— 1, г, предположив, что функция f(r) дифференцируема. Здесь 

будем считать, что она дважды ифференцируема. Написав для удоб- 

ства вгаа}(г) = ® (г). г, где © (г) = ‚ и воспользовавшись опера- 

тором у, а Также правилами действий. с этим оператором, получим: 

div (grad) = (у, 9 (и) г) = (м, уз (1)) Е 3 (0) (у, г) =(р, grad¢(r)) + 
+ © (г) уг = (г, zrad $ (r)) +3 (7, так как aria у, 2}, divr — 3. 

Принимая во внимание равенства grad © (г) = . г, (г, gradg¢ (r))= 

=— Го’ (Г), находим div (grad f (r)) = re’ ” + 3. o(r) =} (г) — ry) Я 

4200 И — P(r (r) + — 2 (г), так как ©’ (г) = Го Го. “pene r2 

div (grad f (0) нулю, получаем дифференциальное уравнение (rf’ (r))’ + 
+ | (г) =0, решая которое, находим: rf’ (г) + f(r) = Cy. 

Применяя метод вариации произвольной постоянной, получаем: 

f(r) = С - <2 ‚ где Cy, С. — произвольные постоянные. 

364. Найти: а) 1х (и эгад и); 6) div (и grado). 
Решение. С помощью оператора у имеем: 

а) div(ugradu) = (у, ugradu)=(gradu, yu)+u(y, grad и) = 

= Grae и, gradi) +udiv(gradu) = | огад и |? | иАи, где A= о + 

+= a a+ 55 378 — оператор Лапласа. 

6) Чу (и ога о) = (у, ugradv)=(gradv, yu)+u(y, gradv) = 
= (gradu, grad v) + udiv(gradv) = (gradu, gradv) + uv. 

365. Жидкость, заполняющая пространство, вращается вокруг оси 
Oz против часовой стрелки с постоянной угловой скоростью ®. Найти 
расходимость вектора скорости UY и вектора ускорения @W в точке 
М (х, у, 2) пространства в данный момент времени. 

Решение. Линейная скорость UY частицы жидкости в точке М 
равна вектору ® = [№, r], где © = wk, r=ix+ Jy + kz, поэтому по- 

лучаем: 9 = fwx—iwy, divu(M) = £ (—wy) + 5 (wx) == 0. 

Ускорение W(x, Y, 2) выражается формулой w= [w, 9] = 
= [®, [®, г]] =® (®, Г) —Р(®, ©) = Во?2 — w’r = — 0? (ix + Jy’. 
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С помощью формулы (10) находим: div w(x, y, == (—w?x) + 

Е 5 (oy) = —2w’, 

366. Найти дивергенцию гравитационного силового поля, создавае- 
мого конечной системой притягивающих центров. 

Решение. Рассмотрим векторное поле F(P), создаваемое системой 
материальных точек пи, Me, +++, Mn, помещенных в точках M,, М» 
».., My. Это поле задано формулой 

N om 

FOP) = Уяр any 7 (Ps М), 
j=l 

где r(P, М;) — радиус-вектор, проведенный из точки Р в точку M,, 
r(P, М;) —его длина. Операция вычисления расходимости — линейная, 
поэтому можем написать: 

№ 

® ° т; div Р(Р) = Уч (= му. TOP. м) | 
j=! 

Таким образом, задача свелась к вычислению расходимости поля 

Е. (Р) = $; (г)г, где $, () = я a -› рассмотренного в примере 363. 

Мы показали там, что справедливо равенство 

div F,(P) = rg; (г) + 39; (7. 
3m, 

Подставив в него значение re; (г) = — = ‚ получим: 

3m; | 3m, 
div Fj (P) = —— a = 0, div F (P) =0. 

Результат объясняется тем, что поле тяготения не имеет источни- 
ков вне масс т;, в силу чего мощность источников этого поля, харак- 
теризуемая расходимостью, равна нулю. 

367. Доказать формулу го (иЮ) =urotR-+ [gradu, Ю]. 
Доказательство. С помощью оператора \у можно написать: 

rot (uR) = [у, иЮ] = [у, иЮ‹| -Е [У, #и‹В] (здесь значок «с» указывает, 
что оператор набла на данный объект не действует). Если объект, на 
который оператор \у не действует, находится перед у, мы будем 
индекс «с» опускать. Получаем: го (и) = —[Ю yul+uly, Е! = 
—= —[R, gradu] + иго В = иго Ю - [гад и, Rj], что и требовалссь 
доказать. 

368. Найти гот (Ё (г) г), где г = {х, y, 2}. 
Решение. На основании формулы, доказанной в примере 367, 

имеем: гой (7 (г) г) =[у, f(r) г] = 1 (+) rotr + [grad f(r), r]. С помощью 
формулы (14) находим: 

rotr = 

№ 
©
 

a
 

| a)
 

х
о
ч
 

e
S
]
 

OK
, 



Г rw Решая пример 358, мы нашли, что grad f(r) = г. Таким обра- 

зом, окончательно имеем: гой (f(r) г) = LO, r| == 0. 

369. Найти: а) гос} (г); 6) го [с, 7(г)!] (с — постоянный вектор}. 
Решение. а) Пользуясь обозначениями и правилами, которые 

были применены при решении примера 367, получаем: rot с] (г) == 

=[\, с/ (ку, che (N+, сей (N=F(r)Iv, el—le, vi (nl=f(r) rot e+ 

+ {gradf(r), с] Ри О. г, |= Г Orr, cl. 
6) При решении примера воспользуемся известной формулой вектор- 

ной алгебры: [а, [6, с] = 6 (а, с) — с(а, 6). Действуя оператором у 
на вектор [с, R], где Ю = [(г)г, находим: то с, Ю] =[у, [c, В] = 
—= у, [с, Ю1-Н[У, [Сс, ®Ю]=с(у, R.) —Ri(y, С) + С (у, Ю) —R(vy, Cc) = 

=(R, у)с—К(у, o)+e(y, R)—(e, v)R=(R, v)e—Rdive+ 
+cdivR—(c, У) Ю. 

Так как с-— постоянный вектор, то справедливы равенства 
д д д д д 0 

(R, сну чае = Мхи 42%) =0, 
divc =0, в силу ‘которых 

rot[c, В = см ЮВ — (с, У) Ю. (X) 

При решении примера 363 мы нашли: div R = rf’ (г) + 3f (nr); чтобы 
решить задачу до конца, нам требуется вычислить (с, y)R. Пусть 

/ 

вектор с имеет вид с = {а, В, 1}, тогда получим: (с, УК = («5 + 

+02 +72) ога (О xr + spin) + (бил + 
(Онего) = Нос Ore, р) 

Подставляя полученные выражения в (Ж), находим: гоё[с, f(r] = 

= сер (+30) — Кое — РО. re, naxx e+ Все, n— 
a r(c, Г) = ее r)—r(c, Г)). 

370. Доказать формулу div В, R.] = (R2, rot R;) — (№1, rot Ю.). 
Доказательство. Действуя по той же схеме, что и при ре- 

шении примеров 367—369, получаем: div[R,, Rel = (у, [Ri Rel) = 
— у [Ri, К) + (У, [Кт, R,)) — (Re, [У, К) — (Ri, [У, R)) = (К, 

rot R,) — (Ri, rot Ra) (мы воспользовались известным правилом вектор- 
ной алгебры для смешанного произведения: (а, [6, с]) = (6, [c, @]) = 
= (с, [а, 6]. 

371. Жидкость, заполняющая пространство, вращается вокруг оси 
е = (cosa, cos$, cosy} с постоянной угловой скоростью ®. Найти 
вихрь вектора линейной скорости © в точке пространства М (x, у, 2) 
в данный момент времени. 

Решение. Направление вектора угловой скорости ® совпадает 
с направлением е, поэтому в = ое. Вектор линейной скорости Jv 
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частицы жидкости в точке М определяется формулой 9 = [®, r], где 
r={x, y, 2}. 

Для вычисления вихря векторного поля скоростей VY воспользуемся 
формулой, полученной при решении примера 369, полагая в ней с =, 
f(r) = 1. Находим: rot ® = 2%. 

372. Найти поток вектора r: а) через боковую поверхность конуса 
e+ y’ < г? (0<z<h); 6) через основание этого конуса. 

Решение. Для вычисления потока воспользуемся формулой (8), 

которая в данном случае принимает вид w(r; 5) =|\(n (M), 
5 

г(М)) 45. В случае а) единичный вектор нормали в каждой точке на 
боковой поверхности $5 конуса ортогонален к вектору г, вследствие 
чего w(r; So) = 

В случае 6) единичный вектор нормали коллинеарен вектору Ё (еди- 
ничному вектору оси Oz) в каждой точке основания $, конуса, поэто- 
му получаем: 

w(r; $) = | {248 =в \\ dedy=ch’. 
So ху? < И? 

373. Найти поток радиуса-вектора 2 через поверхность 2 = | — 

—Vr+y (0<2<1. 
Решение. Поверхность $ (конуса) — замкнута, поэтому здесь 

проще всего воспользоваться Формулой восстановления аддитивной 
функции областей (в данном случае потока) с помощью формулы (1) 

ш (г; S) = |) div r dx dy dz. 

Очевидно, divr = 3, в силу чего имеем: 

w(r; $) =3 (| { de dy dz = 30, 
V 

где О--численное значение объема тела У. Тело У — прямой кру- 
rOBOH конус, высота которого и радиус основания равны 1, поэтому 

Q =F. Окончательно получаем: w(r; $) = 

374. Найти поток вектора R = #53 iy р через сферу х? -- 

Р-Р =Х. 
Решение. Как и при решении предыдущего примера, воспользуемся 

формулой w(R; 5) = 1 Фу Ю ах4иу4г, где У — замкнутый шар 
у 

Жи 2 <. 
Подставив в интеграл значение div R = 3(x’?+ и? + 2’), получим: 

м (Ю; 5) =3 | (x? + y® + 2°) dx dy dz. 
у 
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Перейдем в интеграле к сферическим координатам. После замены 
найдем: 

Tsing cos : > 
w(R; 5) = af sin ga \ dé \ ody = | sin “ cos’ 0 40 = 

“5 

=! | sine dg | cos 0 a0 = 4 ® eee ae, 
0 0 

э т 
375. Найти поток вектора # = (т — постоянная) через зам- 

кнутую поверхность 5, окружающую начало координат. 
Решение, По определению потока, имеем (считая поверхность 

гладкой или кусочно-гладкой): 

ш(и; 5) = \\ (и, n)dS =m \\ (5 cosa + cos + 051] 45 

$ 5 

Решение примера свелось к вычислению интеграла Гаусса (см. при- 
мер 352), когда замкнутая поверхность окружает фиксированную точку 

(в данном случае начало координат). На основании решения примера 
352 получаем: и (и; 5) = 4жт. 

n 

. \ 7 ej 
376. Найти поток вектора F(r) = № гад 4, где е; — посто- 

i i=l 
янные и г, — расстояния точек M, (источников) от переменной точки 
М (г), через замкнутую поверхность $, окружающую точки М; (i= 1, 
2,..., П). 

Решение. Векторное поле w(r), рассмотренное в предыдущем 
mt | 

примере, можно представить в виде и (г) = grad (— ” вследствие чего 

приходим к выводу, что рассматриваемое поле Р (г) является суммой 
. е. 

полей вида ий (г), для которых т = д... На основании решения преды- 

дущего примера можно сразу написать: 

и (Е; 5) = War . > 
1—1 

377. Найти работу вектора Р = г вдоль отрезка винтовой линии 
r=—iacost+ jasint+ kbt (0<t< 2rz). 

Решение. Работу поля Е вычислим с помощью формулы (5). 
Найдем единичный касательный вектор t в каждой точке кривой: 

г’ 1 | 

[ОГ Уз 
х = —asint, acost, В}. 
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Таким образом, получим: 
Qt 

А = 5? 2 — 926 
0 

bt 

Vere 
=V@ OP FY OF +E OP at =VaF + adi). 

9 
(приняв BO внимание равенства (А, ®) = 

378. Найти работу поля Ю = > -- i +2 вдоль прямолинейного 

отрезка, соединяющего точки М (1, 1, 1) и N(2, 4, 8). 
3 7 Решение. Очевидно, 7= мм {1, 3,7} = a ach У 

единичный вектор, совпадающий по направлению с вектором ММ, 

В силу чего имеем: (А, *) Tala +> 3 =). 

Уравнение прямой, проходящей через точки М и М, имеет вид 
— 1 2—1 

х— | = —— = = ——› H MbI можем параметризовать эту прямую, выбрав 

в. качестве параметра переменную x. При этом получим: х =х, у = 

— 3x—2, 2=7х —6, dl = ах? + dy? + d2 = 59ах, 
2 

= \(R 94 \ Ry soa tat Far = 

(ше 2+3 (7—6) +71 nx)|, = 188 ino. 

379. Найти работу поля R=(yt2zi+(z+xyt(et+y)k вдоль 
меньшей дуги окружности большого круга сферы х?- у? + 2? = 95, 
если эта дуга соединяет точки М (3, 4, 0) и № (0, 0, 5). 

4 
Решение. Рассматриваемая дуга лежит в плоскости y=-, X 

3 

и представляет собой четверть окружности радиуса 5. Параметризуем 
эту кривую, выбрав в качестве параметра угол ®, образованный радиу- 

сом-вектором точки кривой, лежащим в плоскости у = 5-х, с его про- 

екцией на плоскость Оху. Тогда параметрические уравнения данной 
. к 

дуги будут иметь вид х = 3с0$%, у = 4с0$$, 2 = 5 sin ¢(0 <O< =), 

а единичный касательный вектор ” в каждой ee точке будет выра- 

x" (9), и’ (9), 2’ ($) = жаться формулой ® = 
У @PFFE 9 

= {—Zsing, — = sin ф, COS ФГ. 

_— Вектор R на данной дуге принимает вид R = (4cos¢ + 5sing)i+ 
+ (5sing+3cos¢) f+ 7cosek, поэтому имеем: (R, %) = 750$ 2$ — 

— B sin 29. 
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Применяя формулу (5) и принимая BO внимание равенство 4 = 54$, 
получаем: 

> 

MN 0 

кз
] 

а 

= —12. 
7. 6 

= 5 Е sin 2¢ + = cos 2¢] 

380. Найти циркуляцию Г вектора R = —yi-+xj-+ ck (с — посто- 
янная): а) вдоль окружности х*-| у? =1, 2=0; 6) вдоль окружности 
(x—2)?+y=1, z=0. 

Решение. Циркуляция поля А вдоль замкнутого контура С равна, 
по определению, интегралу 

r= (R, 94. 
C 

0 

В случае а) возьмем параметрические уравнения окружности в виде 
x=coso, y=sing, 2=0 (0 <о< 2x). Тогда получим: + = {—sing, 
cosy, 0}, R=—ising+ f/cose+ kc, (R, t)=1, dl = а, 

2 

r= (R, ди = | №=9. 
С 0 

В случае 6) параметрические уравнения окружности берем в виде 
x¥=2+cose, у= шо, 2=0 (0<¢< 2x). При этом получаем: 

< = {—9пф, cos¢, 0}, R= —ising + ] (2+ cos¢) - ke, 
2" 

(R, t) =142cose, di =de, Г= | (1-- 2605$) р = 2. 
0 

381. Найти циркуляцию Г вектора R = grad (aretg 4) ВДОЛЬ KOH- 

тура С в двух случаях: а) С не окружает оси 02; 6) С окружает 
ось Oz. 

Решение. Поле К — потенциальное, поэтому в случае а) его 
циркуляция Г вдоль любого контура, не содержащего особых точек 

функции arclg 2 ‚ равна нулю. 

В случае 6) имеем: Г = ф (К, <) = (grad [arctg 4) ; <) Ч = 
С C 

_ {фо У’ y = ф ay [arctg + dl = arctg > 

(grad¢, 7), где * —единичный касательный вектор к некоторой кривой, 
равно производной скалярного поля © вдоль этой кривой). 

я (напомним читателю, что выражение 

р 1 
Обозначив a = tg, получим, что циркуляция поля R по замкну- 

тому контуру С равна приращению угла ‹ при его обходе. При каждс:1 
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полном обходе угол х получает приращение 2x (так как контур окру- 
жает ось Oz и его проекция на плоскость Oxy окружает начало коор- 
динат), поэтому в общем случае Г = 2*п, где п — число полных обходов 
контура С вокруг оси Oz. 

382. Дано векторное поле К = уЕ!— Vi 
2 

rotR в точке М (1, 1, 1) и найти приближенно циркуляцию Г поля 
вдоль бесконечно малой окружности (x — 1)? (и— 1)? + (2— 1) = &, 
(x — 1)cosa+ (y— 1)cos8 + (2— 1) с051 =0, где cos?a-+ cos? В -- 
-+ с03* 1 = 1. 

Решение. Применив формулу (14), получим: 

R10 & (у: + lel 7a) 50+ 

нии) 
Уи Vy, 2 a (Ну) вт» rot R(M) j —2k. 

Циркуляцию Г поля вдоль заданной окружности вычислим с по- 

7-+-УИхиЕ. Вычислить 

мощью формулы Стокса Г == \| (и, rotR)dS, где $ — кусок плоскости 
$ 

(x — 1) соза - (y— 1) созВ + (2 — 1) с0$1 =0, ограниченный окруж- 
НОСТЬЮ радиуса = с центром в точке М. На плоскости S имеем: z= 

== ((х — 1) соза + (y—1)cos8), 2х = ory г, = — cos . 

n = {cosa, cosf, cosy}, (№, rot В (М)) = —cosB —2cosy. 
Подставив скалярное произведение под знак интеграла, найдем: 

—1— 

Г = — | (cos B + 2cosy)dS = — (созВ -- 2cos x) xe, 
5 

так как 5 — круг радиуса в, лежащий в рассматриваемой плоскости. 
383. Показать, что поле R= уг (2х + y+2)i+txz(x+2Qy+2ayj+ 

+ ху (х + y+ 22) Е потенциальное и найти его потенциал. 
Решение. Поле потенциально, поскольку его вихрь равен нулю 

(убедиться в этом предоставляем читателю). В силу потенциальности 

поля, имеем: R= gradg =i phd oe 

Из равенств Sf — уг (2х +y +2), ое = x2 (x + 2y + 2), oe xy (x-+ 

+ y+ 22) находим: 9 (x, y, 2) =xyz(xty+a+ouly, 2), gem хе (4+ 

+ Qy $2) = хе ++, откуда st = 0, Ф = (2). 

Из равенства с = ху (x-+ y+ 22) = xy (x + y + 22) + Ф’ (2) полу- 

чим: Ф’ (2) =0, Ф(2) =С, где С = const. 
Окончательно имеем: o(x, у, г) = хуг(х у 2) С, где C— 

произвольная постоянная. 
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о т 
384. Найти потенциал гравитационного поля R = — 1, создава- 

емого массой т, находящейся в начале координат. 
т 

Решение. Принимая во внимание равенство Ю = grad — ‚ Haxo- 

т 
дим потенциал ф поля Ri ф=-—. 

Задачи и примеры для самостоятельного решения 

Вычислить площади плоских фигур, ограниченных кривыми: 

“1. Кардиоидой (x2 + у? — ах)? = а? (x? + у?) и окружностью x?+ y2=aV 3y 
(внутри каждой из этих кривых). 

2. (x2 + y?)? = a®x? + 62у?. 3. А - yt = Qarxy, 4. а + 5 + р. 
2 3х2 

У. X44) _* . ; 
5. [+++ а р; У 0. 6. (2+4 ys o:a>0 b> 0. 

2 2,6 
x \3 y 3. _ x y? Vz И] -= у. 

7. (=) + (4) = pat Za 8. ( aT >) ета; *>% 

0 
9. Хх? = ау, х? = фу, и=т, y=n 0<a<cb, д0<т< и. 
10. y? = а? — 2ах, у? = 6? —2bx, у? = т? Е 2тх, у? = п? 2nx; 0% ть, 

O<a<b. 
Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями: 

11. xtytz=a, @+y=6,2z=0;a>0/V2. 
12. x2z%-+ а?у? = c?x?; O<x<a. 
13. y2+t2=x, x=y; 2>0. 
14. z=sin(x?-+ 97), z=0; пох у < (п-т. 
15. x2 -+ у? = az", x2? + у? = ах; 2> 0. 
16. z(x-+y)=ax-+ Ву, 2г=0; 1<- и? <4 х>0, и>0, а> 0, > 0. 

xy? \Foz 

x? 2 2x 
18. 27 = 2Qxy, (= = + yr) = x>0, y>0, z>0. 

19. z=x Их-Руу у, Хх и= 1; x > 0, у>0, 2> 0. 

22 x 20. (= + и +==Ь (> +4) ==; y>0, 2>0. 

21. 2 = х?у, у? = а? — 2ax, у? = m?+ 2mx, у=0, z= 0. 
22. Доказать, что объем, ограниченный плоскостью 2 = шх-- пу-- р и пара- 

болоидом 2 == х?*-| у?, равен половине площади круга х?- у? < mx-+ny+ р, 
умноженной на разность величин х? -- у? и mx-—+ пу--р, взятую в центре этого 
круга. 

Вычислить площади поверхностей, указанных в следующих задачах: 
23. 22 =29ху; 2>0, О<х<а, O<y<b. 
24. Части поверхности 22 = 2px, вырезанной поверхностями у? = 24% va a. 

y> 

22 

25. Части цилиндра == = = 1, заключенной внутри цилиндра -> = 

= 1; а > Ь. 

26. 2cz = у? — x? + 2ху (ра; 2>0, х- у? <a’. 

27. (ха -- уа=х у 15-4 х>0, у>0. 
2 y? . 

28. Части поверхности —- 3 = 22, заключенной внутри цилиндра 

x2 y? 2 — x2 у? 

вт] вы. 
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Найти координаты центров тяжести однородных пластинок, ограниченных 
кривыми: 

4 

4 4 — 52 x у] _ xy 29. x*-+ и" = x*y. зо. (2 + у = 28: 

31. Доказать, что центр тяжести однородной треугольной пластинки находится 
в точке пересечения медиан. 

32. Доказать, что объем прямого цилиндра, срезанного плоскостыюо (He обяза- 
тельно параллельной основанию), равен площади основания, умноженной на длину 
отрезка, соединяющего центр основания с центром фигуры, образованной в резуль- 
тате сечения цилиндра плоскостью. 

33. Кольцо между концентрическими кругами с радиусами 13 и 12 имеет ту 
же площадь, что и круг радиуса 5. Во сколько раз момент инерции кольца больше, 
чем момент инерции круга, если оба момента вычисляются относительно диаметра? 

34. На каждой из осей, проходящих через центр тяжести плоской фигуры D, 
n 

площадь которой ©, отложен отрезок, равный Vi ‚ где { — момент инерции фи- 

гуры относительно этой оси, п — некоторая постоянная. Доказать, что концы этих 
отрезков лежат на эллипсе (этот эллипс называется эллипсом инерции фигуры D, 

2 если NS = Iyly — Ty). 
С помощью тройных интегралов найти объемы тел, ограниченных поверх- 

ностями: 
35. (ру ZY = ah (x8 + y® + 2°); x > 0, y> 0, 2> 0. 

ме 4 x2 у? 22 24 

36. (x? + y*)* + 24 = a? (x — y). 37. а Ня = Fr: 
x2 y? 22 2\2 x2 у? 

6. (ttt Ste!) [< 
2 

ие. зв. [У ТУ; > 0, У> 0, 2> 0. 

40. (хо бу т с) (арх ++ Блу + с22)* = I, азх — bey + C32 = +h, 
Gy Oy Cy 

где A =|a, 6. с. | # 0. 
Qg bs C3 

Найти координаты центров тяжести однородных тел, ограниченных следую- 
щими поверхностями: 
И а; <2 <h. 42. х? -+ y®+ 2? = a’, x?+ у? = ах. 

x у 3. =, > У, Е, 2=0. 
a ob Be 53 С тв oh a b th 

Найти моменты  нерции твосительно оси Oz однородных тел, ограниченных 
поверхностями: 

44.xtytz=a)V2, х?- у? = а?, 2=0. 
45. h? (x2 -+ у?) = а?22; О<а<@. 
46. На каждой прямой [, проходящей через центр тяжести тела, отложен 

отрезок ДЛИНОЙ . Доказать, что концы этих отрезков лежат па эллипсоиде 

r4 

Ax? + By? + cr — 2Dxy — 2Exz — 2Руг = 1, где A=1,, B= 1,, C=1,, D=1,,, 

E=1,,, F=1,,. (Этот эллипсоид называется эллипсоидом инерции данного тела). 

у и, *‘ Воспользоваться решением задачи 207. 
47. Определить высоту A и радиус основания а однородного цилиндра так, 

чтобы эллипсоид инерции для этого цилиндра обратился в шар. 
48. Доказать, что у однородных правильных многогранников эллипсоидом 

инерции является шар. 
Вычислить следующие криволинейные интегралы: 

; x 
49. | . dl ‚ где С — отрезок прямой у = 5—2, заключенный между точ- 

¥—Y 
C 

ками A (0, —2) иВ (4, 0). 

664.



50. { yal, где С — дуга параболы и? = 2px, отсеченная параболой x? = 2ру. 

С 
2 

51. \ xyz dil, где С — четверть окружности х? -|- у? + 22 = Ю?, x? + у? = к. , 

С 
лежащая в первом октанте. 

52. \ (22 —V x? + и?) dl, где С — первый виток конической винтовой линии 

С 
x=tcost, y=tsin?t, 2 =, 

53. Найти массу дуги кривой у = шх между точками с абсциссами ху и Xp, 
если плотность кривой в каждой точке равна квадрату абсциссы точки. 

54. Найти массу кривой x =e cos?t, y= её sin i, 2= e от точки, соответст“ 
вующей ¢ = 0, до произвольной точки, если плотность кривой обратно пропорцио- 
нальпа квадрату полярного радиуса п в точке (1, 0, 1) равна единице. 

55. Вычислить статический момент первого витка конической винтовой Линии 
x= #505}, y=tsinf, 2= [относительно плоскости Oxy, считая плотность про- 
порциональной квадрату расстояния от этой плоскости: и = #2?. 

55. Вычислить площадь части дапной цилиндрической поверхности, заключен- 

ной между плоскостью Oxy и поверхностями и = У 2px, z=y, x= 9 2: 

Вычислить криволинейные интегралы: 

57. | «ay, где С — контур треугольпика, образованного осями координат 

С 

. Х 8 
и прямой a 5 = 1, пробегаемый в положительном направлении. 

’ 

2 _ ye 58 | * oy yas где С — четвертая часть астроиды х = acos??t, y= 

С ох ty? 
= 4513 — от точки (a, 0) до точки (0, а). 

59. | xde+y dy + (x + y — 1) dz, где С — отрезок прямой от точки (1, 1, 1) 

С 

до точки (2, 3, 4). 

60. Доказать, что величина интеграла | (2x7 — y) dx-+x*dy, где С — за- 

С 
мкнутый контур, выражает площадь области, ограниченной этим контуром. 

61. Доказать, что интеграл | 27 ах -|- (х$’ (и) -- хз) 4у равен утроенному 

С 
моменту инерции однородной плоской фигуры, ограниченной контуром С, относи- 
тельно оси ординат. 

Найти функции по данным полным дифференциалам: 

х—2у у 62. du = f= x} dx (ent — ) dy. 
ys + g—xpe 7 

63. du = 2 (zx dy + xy dz — yz dx) 

(x — yz)? 
При помощи криволинейного интеграла вычислить площади плоских фигур, 

ограниченных данными замкнутыми кривыми: 
64. Петлей кривой (x -+ y)* = х?у. 

65. Петлей кривой (Vx + V yy}? = xy. 
Вычислить поверхностные интегралы: 

66. \ 45, где $ — цилиндр x? -| у? = R*, ограниченный плоскостями г =0 
r 

H2z=H,a Г — расстояние от точки поверхности до начала координат.



67. \\ > ‚ где $ — сфера x? -++ у? + 22 = a’, а р — расстояние элемента по- 

верхности до точки (0, 0, с), расположенной вне сферы. 

68. \ \ уг dx dy + xz dy dz-+ xy dx dz, где $ — внешняя сторона поверхности, 

5 

расположенной в первом октанте и составленной из цилиндра х? -| у? = R? и пло- 
скостей х = 0, y=0, 2=Оиг= НД. 

69. \ у?г dx dy + хгауаг -{ х?у dx dz, где $ — внешняя сторона поверхности, 

расположенной в первом октанте и составленной из параболоида вращения z == x? ++ 
+ у?, цилиндра х? -| у? = 1 и координатных плоскостей. 

70. Найти массу сферы, если поверхностная плотность в каждой ее точке 
равна квадрату расстояния этой точки OT некоторсго фиксированного диаметра 
сферы. 

71. Вычислить интеграл \| ((2” — и") cosa -+ (x"—z") cos B-+(y” — x")cos y)dS, 

$ 

взятый по верхней половине сферы х?-| у?-|- 2? = а?; а, В, у — углы, образо- 
ванные внешней нормалью к сфере с осями координат. 

72. Вычислить интеграл | x*y®dx+ ау г24г, где контур С — окружность 

С 

x? -+ у? = R?, 2=0: а) непосредственно; 6) используя формулу Стокса (в качестве 
поверхности взять полусферу z= А? — x? — у?). Интегрирование по окружности 
в плоскости Oxy вести в положительном направлении. 

73. Доказать формулу п (grad (R, п)) — го [Ю, п] = div R, если m — единич- 
ный постоянный вектор. , 

74. Доказать формулу rot rot R= grad div R— AR, где A — оператор Лапласа. 
75. Найти поток вектора R= xyi-+ yzj+x«zk через часть сферы x? + и? + 

-+ 22 = 1, лежащую в первом октанте. 
76. Найти поток вектора R= yzi-+ х2]-- хуЕ через боковую поверхность 

пирамиды с вершиной в точке S (0, 0, 2), основанием которой служит треугольник 
е вершинами О (0, 0, 0), А (2, 0, 0), В (0, 1,0). 
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Глава I 

2. При a> 1 сходится. 3. Расходится. 4. При a < —1 сходится. 5. Расходится. 
6. Сходится. 7. Расходится. 8. Расходится. 9. Расходится. 10. Сходится. 11. Cxo- 
дится. 12. Расходится. 13. Сходится условно. 14. При a> 0 сходится; при 0 < а<1 

сходится условно. 15. Сходится условно. 16. При a> p+ 2 сходится абсолютно; 
при р 1<а< р--2 сходится условно. 17. Сходится условно. 18. Сходится 
условно. 19. Сходится условно. 20. Сходится условно при а >> 0. 21. Сходится 
при любом а; абсолютно сходится при «> 1. 22. а) Неравномерно; 6) неравно- 
мерно; в) равномерно; г) равномерно. 23. а) Неравномерно; 6) равномерно. 
24. а) Неравномерно; 6) равномерно. 25. Во всех случаях сходится неравномерно. 
26. а) Равномерно; 6) неравномерно. 27. а) Равномерно; 6) равномерно. 28. a) Рав- 
номерно; 6) неравномерно. 29. а) Равномерно; 6) неравномерно. 30. Неравномерно. 
31. Неравномерно. 32. |х| < 1; неравномерно. 33. (—с, --с); неравномерно. 
34. (—co, +00); неравномерно. 35. (—oo, -foo); неравномерно. 36. Может. 

1 
43. a) Да; 6) нет; в) да. 44. ``. 45. 1. 46. 0. 47. ш2. 48. Ing. 49. a. 50. >. 

+e оо 

51. и a" 3, yi tn 4. pon aoe 52. Va У е cos 2пкх. 5 у И cos nx. 54. Lim их 

П==— 00 =] 

, 1 | 
xX зших. 55. Ты WE Cy" sin nx (х| <”). 56. 5 — 4 0х 

n=2 

(—l)?n 
By COS x (|x| <"). 58. а) Да; 6) нет; в) да; г) нет. 61.1. 

n=2 

62. > Va. 63. (1 — cos x) In (2 sin 2) _= 5 sinx-+cosx, O<x <. 

_ Xx 3 | 1 26 sin 9 
64. (1 —cos x) In (2 sin x) + TSX ay: 65. py arctg те. 

66. —sinx + sgnx-In(V1--]sinx/-+ И | sin x), Ix|<r 

Глава Il 

4. Нет. 5. Нет. 6. Да. 11. Равномерно непрерывна. 13. 2) (0, 0) = 0, 2, (0, 0) =0. 
15. Не дифференцируемая. 16. Не дифференцируемая. 17. Дифференцируемая. 

31. 1) Бесчисленное множество; 2) восемь; 3) четыре; 4) одна. 32. у’ = — 1. 
| —asiny O72 

33. у’ = "== . ? — 1)8 = — 22х28? . 
| — а сози’ у — (Г — а со$ и} ° 34. (2 1) ax oy 22 у. 35 

1 
422 (а, a) => (dx? + dy”). 36. y’=1, у ==. 37. y(y—z)y’ =x (2 —х), 

2(2— и) г’ = x(y — x). 38. 253 а?у = — (20? + 16x?) 4х?, 2523 422 = (52° — х?)ах?. 

667



39. у’ = —I, 2’ = 0, 5y” = —4, Ry” — 4. 40. iy = sinvetgu y= X 

2 
xX cosuctgu. 43. ot + by =0. 44. о и=0. 45. Y aya t dy — 9 46. A= 

_ 1 fdu , ди 1 ди yao == (9-4 ди ди 
+ а, где 8 = Иа? + В?. 47. Au = 53 | + 5 rt) + pe? 

98? 
9 о 

где 02 — а? -|- 6%, 48. Ди = т Car + 0%? о т a ‚ где 6%=ch?$—cos? 9. 

1 1 ди ] | ди ‚Аи — ou 2 oh2t 
49. Au car (qe tas Tee ate т) + RE rae O° = св — 

А (1-Е cos¢ch§) ди, Asingdu , № 2 ( mt). —cos? о. 50. Au = ou us 
соз $. 50. Au а? sh¢é 0 а? ag Та Е? +5 9? toe sar 0 

где }=ch§€-++ соз$. 51. Минимум при x = с ИЗ, у= в V5, в = +1; при х = 0, 
у = 0 нет экстремального значения. 52. Максимум при х=у=г= а. При х = у= 

= 2 =0 нет экстремального значения. 53. aa: V 67 54. Седловины: И == 

л 7л 13л 5u Illa 17x 
X=; 5. re минимумы: y = 0, X= a 8,8. . 55. Нанболь- 

шее значение 5, наименьшее 4. 56. Минимум у Уз... .- 

+ Уаивл)?. 

Глава Ш 

2. Непрерывна. 3. Непрерывна. 4. Непрерывна при y #0. 6. Да. 7. Непрерывно 
дифференцируема при и #0. 8. То же самое. 12. Да. 13. Нет. 14. Да. 15. Нет. 
16. Равномерно. 17. Равномерно. 18. Равномерно. 19. Равномерно. 20. Неравномерно. 

I 
21. Неравномерно. 22. Неравномерно. 23. Неравномерно. 24. 1. 25. 5. 26. 0. 27. 0. 

_ | 46? I b—V b—a? 
28. Yn(b—a). 29. 1 (1+4). а == 0. 31. тратит 7 

“0 

™_ 33. 0. 34. 0. 35. ( tae. 36 Лаз, 37, ee npn cae: 32. 73 0. . 0. | \ ха х. - glial’. . э —-8 при O<a<2; 

Л т Л —@ 1 i 2 > при a>2 38. 1. 39 т. 40. n(¢ . 41. у In (1+ a%). 
ch — 

2 

(т) а 
42. n= [а] 3. (Г (a+ 1) 

2 

Глава IV 

3 42 (аз в Е А ao 1. тва (4n —1—3 V3). 2. 5 (a+ 6°). 3. Fa ‘yan 5. TS: 

a°b 21 | и ~ srs - 
6. font - 7. 55 О лав (54-2. 8 т м. 9. (Vb—YVa) (Vn — VY n°). 

+ Vs—Va) (Ve—Vm)p, ге p=a+b+m+n+Vab+ Vin. 
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о по На . 4a 3 mR 
11. mab’. 12. 5 ace. 13. 35 14. 2л. 15. ИЕ 16. = л(а-Н5). 17. ЕТ абс. 

л {ab 8 Tt 4 am 3 о 
18. x (a). 19. 35. 20. (=) абс. 21. 195 (а + т) (За? — 5am + 3m’). 

3 2 
5? a . 25. te (0+ ae x l

s
 

23. Ру? (а- 5) V ab. 24. 47 (р +20)? — 

Х агссо$ 2) 26. ((c? sin? а + а?) — с3 sin? а). 27. —- (Ув — Уз УЗх 
Seana 

хш(ИЗ-+ И?) — =). 28. 2 ab. 29. EY, 4) 30. (5,0 8 x6), 

33. B = раз. 35. -3 24°. 36. = na’. 37. aa 38. 2n2(1 — a2) abe. 

30 о очи ‚ 40. mak 41. (o, 0, 3»). 42. (aa 7° 0). 43. [с 0, 

ae с). 44. у“. 45. path 47. h=aV3. 49. V51n2. 50. р БУ5— 1. 

_ 3 3 3 
51. Rvs. 52. ЗУ? (1 4 on)? — 1). 53. 1 (а 1)? — (x5 + 1)? } 54. (1-- 

3 
_ 8 _ >- 98 3 

+e УЗ. 55. 156 V2 и. (212 -- 1)? +1). 56 56. тр. 57. 3. 58. тела Va. 

| 
+ С. 64. то. 59. 13, 62. w= ту АС 63. и= 

| Н р | 
65. до 66. 2л arct —. 67. —- , п =Е 2. 68. R2H x 

30 2—9 т е 75) 
2R rRS 3 1 

9. — — 4 — = —_ x PR + aH) 6 я. 70. g TR. 71. 0. 72. 3 . 75. 16" . 76. 5 
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